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1 Ringe

1.1 Ringe und Ringhomomorphismen

1.1.1 Definition: Ring

(i) Eine Menge R, zusammen mit zwei Verkniipfungen
+:RxR—R und -:RXR—R,

heifit ein Ring, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(A) (R,+) ist eine abelsche Gruppe, das neutrale Element wird mit 0 = Og be-
zeichnet.

(B) Die Verkniipfung - ist assoziativ, d.h. es ist
(x-y)-z = x-(y-2) Vazyzek

(C) Es gelten die beiden Distributivgesetze: Fiir beliebige x,y, z ist (Punkt-vor-
Strich-Konvention)

v (y+2) = z-y+x-2
(y+z)z = yaotz

(ii) Ist auBerdem
x-y = y-x fiir alle z,y € R,
so heifit R ein kommutativer Ring.
(iii) Enthélt R ein bzgl. der Multiplikation neutrales Element 1 = 1z € R, d.h.
lx = -1 =z V z€R,
so heifit der Ring unitdr.

1.1.2 Vereinbarung

Wir werden zunéchst nur unitdre kommutative Ringe betrachten, bei denen 1 # 0 ist.
Meistens werden wir nochmal durch das Kiirzel uk darauf hinweisen.

1.1.3 Folgerungen
Fiir z,y € R ist

0
(=)
(—2)-(-y) = =y

S
I
[
S
s
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1.1.4 Beweis
Fir z,y € R ist

0.z = (0+40)-2 = 02402 = 0-z =0
(—=2)-y+z-y = [(-2)+2]-y = 0.y =0 = (-2)-y = —(2-y)
(—z)-(-y) = —(@@-(-y) = —(=(z-y) = z-y.

1.1.5 Beispiele von uk Ringen

1. Enthélt R = {a} genau ein Element, so kann man darauf eine (reichlich triviale)
Ringstruktur durch a + a = a und a - a = a definieren. Das Null- und Einselement
ist a. Man spricht dann auch vom Nullring und schreibt statt a gleich 0.

2. Die klassischen Zahlenmengen mit den klassischen Verkniipfungen
(Za+a')a (Q7+a')a (R7+7')7 (Cv+7)

sind uk Ringe.
3. Der Ring R[z] der Polynome mit reellen Koeffizienten ist ein uk Ring.

4. Es sei n € N;n > 1, fixiert. Die abelsche endliche Faktorgruppe Z/nZ wird durch
die beiden Abbildungen

e Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ . Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ
| (x4 nZ,y+nZ) — (x+y)+nk "\ (x4 nZ,y+nZ) — (x-y)+nZ

zu einem uk Ring.

5. Sind R und S uk Ringe, so ist R x S mit den komponentenweisen Verkniipfungen
ein uk Ring, der so genannte Produktring.

6. Sind R ein uk Ring und X eine beliebige Menge, so ist die Menge aller Funktionen
X — R (unter komponentenweisen Verkniipfungen) ein uk Ring.

7. Ist X ein (offenes) Intervall, so sind die Mengen ...

C°(X,R) der auf X stetigen Funktionen ...

C'(X,R) der auf X stetig differenzierbaren Funktionen ...

C*(X,R) der auf X unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen
C¥(X,R) der auf X analytischen Funktionen

mit den stellenweisen Verkniipfungen uk Ringe.

8. Ist €2 ein Gebiet, so ist die Menge H(£2) der auf Q2 holomorphen Funktionen ein uk
Ring.



S. Hilger

10.

11.

12.

13.

— Algebra mit Elementen der Galoistheorie — Sommersemester 2019 — 22. Oktober 2019 6

Es sei d € Z quadratfrei, d.h. in der Primfaktorzerlegung von d tritt kein Primfak-
tor mehr als einmal auf. vd € C sei eine Quadratwurzel von d. Dann bilden die
Teilmengen von C

Z+7Vd = {zeC|Ju,veZ mit z=u+vVd}
Q+QVd = {zeC|Tu,veQ mit z=u+vVd}
unter den von C her bekannten Verkniipfungen uk Ringe.

Im Fall d = —1 wihlt man v/d = i, der Ring Z + Zi heift dann der Ring der
gauf$schen Zahlen.

Im Fall d = —5 heiflt der Ring Z + Z +/—5 der Kummerring.

Die Teilmengen von C

Z+ZN2+ZV3+ZV6
= {zeC|3t,u,v,w € Z mit z =t +uv2+vV3 + wV6}

Q+Qv2+QV3+QV6
= {ze€C|3t,u,v,w € Q mit z=1t+uv2+vV3+wV6}

bilden unter den von C her bekannten Verkniipfungen uk Ringe.

Ist p eine Primzahl, so bildet die Teilmenge von QQ

Ly = {r=2€Qlpfn}
einen uk Ring.

Ist £ € N, so bildet die Teilmenge von Q

{r="cQ|IkeNy:n=1("

n
einen uk Ring.

Fiir n € N bildet die Menge aller reellen quadratischen Matrizen der Form

a’O al a2 ) PR a"I’L—l aTL
a_1 Qo ay an—1
a_9 a_1 ao

a2
A_n+t1 T T ai
a/in a*ﬂ“rl PRI DY o e CL,1 ao

unter den bekannten Matrixverkniipfungen einen uk Ring. Wir bezeichnen ihn mit
RX™. Der Teilring R.X™ der oberen Dreiecksmatrizen ist ebenfalls ein uk Ring.

kam kdam,obere
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1.1.6 Definition: Teilring
Es sei R ein uk Ring. Die folgenden Aussagen iiber eine Teilmenge S C R sind dquivalent.
(A) S heifit (uk) Teilring von R.
(B) Es gilt
(i) (S,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
(ii) S ist unter der von R vererbten Multiplikation abgeschlossen.

(iii) Das Eins-Element von R ist auch das Einselement von S.
(C) Es gilt

(i) Fir z,y € Ssind x —y und z -y in S.

(ii) Das Einselement von R ist in S.

1.1.7 Bemerkung

Der Begriff |, Teilring eines Rings” wird in der Literatur unterschiedlich definiert. Manche
Autoren fordern, dass der Teilring das Einselement enthélt (wie oben oder Vorlesung
,,Grundbegriffe der Algebra”, WS 2018/19, Danz), andere verzichten darauf.

Leider ist das nicht nebenséachlich, wie das Beispiel 2Z C Z zeigt.

1.1.8 Beispiele

1. Die einzigen Teilringe S von Z sind {0} und Z selbst. Ist ndmlich 1 € S, so ist auch
n=1+...+1¢€ Z und dann auch —n € Z.

2. Wir haben die Teilringe Z C Q C R C C.
3. Die Menge der differenzierbaren Funktionen auf einem offenen Intervall I C R bildet

einen Teilring der Menge aller auf I stetigen Funktionen.

1.1.9 Definition: Ringhomomorphismus

Es seien R und R uk Ringe. Eine Abbildung ¢ : R — R heifit (unitérer) Ringhomomor-
phismus, wenn fiir alle z,y € R gilt

plzt+y) = o) +e)
plz-y) = o) oy)
e(l) = 1L
In diesem Fall heifit
kerp = ¢ ({0}) = {zeR|p(x)=0}
der Kern von ¢ und
imp = p(R) = {ye R | 3z € R mit o(z) =y}

das Bild von .
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1.2 Einheiten, Assoziiertheit
1.2.1 Definition: Einheit

Es sei R ein uk Ring. Die folgenden Aussagen iiber ein Element x von R sind dquivalent:
(A) (def) z heifit Einheit.
(B) « ist Teiler von 1.

(C) x ist Teiler jedes Elements von R.

1.2.2 Beweis
(C) = (B) ist trivial.
Zu (B) = (C). Ist & Teiler von 1, so gibt es per definitionem einy € Rmit x-y = y-z = 1.
Ist dann z € R beliebig, so gilt aber auch
z-(y-z) = (x-y)z=1lz=z

also ist & Teiler von z.

1.2.3 Satz: Die Einheitengruppe
Es sei R ein uk Ring. Die Teilmenge
R* = {zeR|JyeRmit z-y=y-z=1}

der Einheiten bildet unter der von R vererbten Multiplikation eine abelsche Gruppe, die
so genannte Finheitengruppe von R. Genauer:

(a) Esist 1 € R*,
(b) Sind z,y € R*, so ist auch xy € R*.

(c) Ist x € R*, so ist das Element y € R* mit 2y = yz = 1 eindeutig bestimmt. Es
wird mit =1 bezeichnet.

Zusétzlich gilt sogar

(d) z,y € R* <= zy € R*.

1.2.4 Beweis
(a) Wegen 1-1 =1 ist das klar.

(b) Sind x,y € R*, so ist (y tz Y (zy) =y (a7 ta)y =y~ 'y = 1. Also ist zy € R auch
xy € R*, da in diesem Fall y~'2~! das inverse Element ist.

(c) Das ist eine Erkenntnis aus der Gruppentheorie.
(d) Ist xy € R*, so ist
voly-(ey)”] = (ay) - (zy) = 1

und damit z eine Einheit. Dann ist auch y = 27! (2y) eine Einheit.
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1.2.5 Beispiele
1. Im Ring Z sind genau *1 die Einheiten.
2. Im Ring Z/nZ sind die Einheiten genau die Restklassen ¢+nZ, wobei ggT(¢,n) = 1.

3. In den Ringen von Funktionen X — R sind die Funktionen ohne Nullstellen die
Einheiten.

4. Im Ring R™"  (vgl. 1.1.5 13.) sind die invertierbaren Matrizen die Einheiten.

gekdmmt
1.2.6 Definition und Satz: Assoziiertheit
Es sei R ein uk Ring.

(i) Zwei Elemente x,y € R heiflen assoziiert zueinander, wenn es eine Einheit v € R*
gibt so, dass x = u-y (z und y sind ,,bis auf Einheit gleich”). Man schreibt dafiir
T~y

(ii) Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation auf ganz R.

(iii) Assoziiertheit ist mit der Multiplikation auf R vertréglich:

r~zund y~y = Ty ~ T-y.
1.2.7 Beweis Nachrechnen!

1.2.8 Beispiele

1. Die Einheiten eines uk Rings R sind alle zueinander assoziiert. In anderen Worten,
R* bildet eine Aquivalenzklasse.

2. Das Nullelement 0 ist nur zu sich selbst assoziiert. {0} ist eine Aquivalenzklasse.
3. In Z sind zwei Elemente x,y genau dann assoziiert, wenn x = y oder x = —y.

4. Zwei Polynome f, g € R[X] sind genau dann assoziiert, wenn es eine Zahl o« € R\ {0}
gibt so, dass f = ag.

5. In einem Korper K gibt es genau zwei Aquivalenzklassen, némlich {0} und K*.

Als Grundsatz lasst sich schon jetzt festhalten, dass die Assoziiertheit nicht die wesent-
lichen Eigenschaften von Elementen oder Teilmengen eines Rings beeinflusst. Genaueres
spater.
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1.3 Nichteinheiten

1.3.1 Zerlegung in drei Teilmengen

Eine triviale, aber lern-nachhaltige Beobachtung ist, dass ein uk Ring R sich in drei
disjunkte Teilmengen zerlegen ldsst, die Teilmenge {0}, die Teilmenge R* der Einheiten,
und die Teilmenge R° := R\ (R* U{0}). Wir bezeichnen noch Rj := R°U{0} = R\ R*.

0
o R*-R* = R~
R* Ry = Rj

RS-R3 C R

Die Teilmenge Rj bildet den ,,eher interessanten” Teil eines Rings. Teilbarkeitslehre und
Idealtheorie finden in R statt.

1.3.2 Beobachtung
Die Negation der Aussagen in Satz 1.2.3 (d) fiihrt auf die Aquivalenz

r-ye Ry <<= x€RjoderycR.

1.3.3 Definition: Die N Elemente in R;
Es sei R ein uk Ring. Ein Element z € R heifit . ..

e nilpotent, wenn es ein n € N gibt mit 2" = 0.
e Nullteiler, wenn ein Element y € R\ {0} existiert, so dass z -y = 0.

e Nichteinheit, wenn x € Rj.

1.3.4 Der 4N Satz
Es sei R ein uk Ring.
(i) Fiir x € R bestehen die folgenden Implikationen

xist Null = nilpotent =« Nullteiler = 2z Nichteinheit.

(ii) Es seien z,7 € R mit x ~ z. Dann

r=0 < =0
x nilpotent Z nilpotent
x Nullteiler

<
x Nullteiler <=
<

z Nichteinheit Z Nichteinheit.
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1.3.5 Beweis
(i) Die erste Implikation ist trivial.

Zur zweiten Implikation. Ist x nilpotent, so gibt es ein minimales n € N mit 2™ = 0. Ist
n =1, so ist = 0 ein Nullteiler. Im Fall n > 2 ist x - 2" = 0, wobei 2" ! # 0, und
deshalb x ein Nullteiler.

Zur dritten Implikation. Es sei - ein Nullteiler, also ex. y € R\ {0} mit x -y = 0. Wire
x eine Einheit, so wiirde y = 27! -2 -y = 27! - 0 = 0 sein. Widerspruch.

(ii) Bitte Nachrechnen.

1.3.6 Beispiele, Bemerkung
1. 2447 € 7Z/AZ ist nilpotent.

2. Streng obere Dreiecksmatrizen

0 al a2 .« e e a'n—l an
0 0 aq Ap—1
0 0 O

a2
0 a1
0 0 e 0 0

sind nilpotent in K"
3. 34+ 6Z € Z/6Z ist ein Nullteiler, aber nicht nilpotent.
4. (0,1),(1,0) € R x R sind Nullteiler, aber nicht nilpotent.
5. 2 € 7 ist eine Nichteinheit, aber kein Nullteiler.
6. X —2 € R[X] ist eine Nichteinheit, aber kein Nullteiler.

7. In endlichen uk Ringen gilt die Umkehrung der dritten Implikation:
x Nullteiler <= =z Nichteinheit.

Vgl. Ubungsaufgabe A4 bzw. F10 T3 A2.
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1.4 Die Teilerrelation

Eine substantielle Teilbarkeitstheorie in einem uk Ring lédsst sich eigentlich nur aufbau-
en, wenn man noch die Nullteilerfreiheit fordert, vgl. den Begriff des Integritéitsrings,
Kapitel 2.1. Die grundlegenden Definitionen und elementaren Einsichten kénnen aber in
allgemeinen uk Ringen angegeben werden.

1.4.1 Definition: Teilerrelation

Es sei R ein uk Ring. Dann sind fiir zwei Elemente z,y € R die folgenden Aussagen
aquivalent:

(A) (def) z teilt y, « teilt y, symbolisch z | y.
Gleichbedeutend: x heifit Teiler von y.
Gleichbedeutend: y heifit Vielfaches von x.

(B) Es existiert ein z € R mit -z = y.

1.4.2 Lemma: Eigenschaften der Teilerrelation
Es seien R ein uk Ring und z,y, 7,7y, 2 € R. Dann gilt
(i) Es gilt immer 1|z, |0, z|x.
(ii) Transitivitdt. Fir z,y, z € R gilt die Implikation
rlyudylz = x|z
(i) z |yund z |y = 27 |yy.
(iv) z|zund z |2 = =z | (yx+y2).
(v) Esseien z ~ 7 und y ~ 3. Dann
(vi) Es gilt

rlyund y|lz <= z~uy.

1.4.3 Bewels

Nachpriifen! Beachte, dass so etwas wie die Existenz oder Eindeutigkeit einer Primfaktor-
zerlegung nicht geklért ist.

Wir zeigen (vi)/=. Es ist

rly = Jz€R:zz=y
ylr = JweR:yw=uz.

Daraus folgt
r = yw = zzw = z(zw),

also ist zw = 1, damit sind z und w Einheiten.
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1.4.4 Beispiele

1. Die aus der Schule bekannte Teilerrelation fiir natiirliche Zahlen kann auf der Menge
Z betrachtet werden. Man beriicksichtigt einfach die Vorzeichen nicht.

2. In einem beliebigen Koérper ist die Teilerrelation reichlich uninteressant. Alle Ele-
mente ungleich Null teilen sich gegenseitig und die Null. Die Null teilt nur sich
selbst.

3. Im aus der Schule bekannten Ring der reellen Polynomfunktionen ist (z—1) | (z2—1),
da (z —1)(z+1)=2%—-1.

4. Die im Lemma 1.4.2 angegebenen Regeln fiir die Teilbarkeit sind wohl vertraut.
Wir werden aber sehen, dass andere ,,Regeln” aus der Teilbarkeitslehre ihre Tiicken
haben.

5. Zwei Einheiten eines uk Rings teilen sich immer gegenseitig.

1.4.5 Definition: Irreduzible und Primelemente in R°

Es sei R ein uk Ring. Ein Element x € R heif}t ...

o irreduzibel (= unzerlegbar), wenn

x e R
x = y-z =— y€R oder z€ R".

(Die Nichteinheit 2 kann nicht in zwei Nichteinheiten ,,zerlegt” werden.)
Wir fassen alle irreduziblen Elemente eines Rings in der Menge R™ C R° zusammen.

o reduzibel, wenn es nicht irreduzibel ist, d.h.

x =0 oder x € R* oder
Jy,ze R :x=y-z.

e cin Primelement (=prim), wenn

re R
z|(y-z) = x|y oder x|z

(Teilt  ein Produkt, so teilt es bereits einen der Faktoren.)

Wir fassen alle Primelemente eines Rings in der Menge R*™ C R° zusammen.
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1.4.6 Satz: Irreduzible und Primelemente bei Assoziiertheit

Es sei R ein uk Ring. Es seien z,7 € R mit x ~ z. Dann

z irreduzibel <= 7 irreduzibel

z Primelement <= 7 Primelement.

1.4.7 Beweis Nachrechnen!

1.4.8 Aussagen

Im folgenden formulieren wir sechs Aussagen iiber einen uk Ring R.

(EXprin)

(Eiprm)

(Ex/Ei )
(EXirr)

(Eis.,)

(Ex/Ei,)

Jedes a € R° lasst sich als (endliches) Produkt von Primelementen dar-
stellen.

a = pP1-... DPr.

Gibt es fiir ein a € R° eine Darstellung als (endliches) Produkt von Prim-
elementen, so ist diese bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit eindeutig,
d.h. genauer:

Sind r,s € N, p1,....pr,q1,...,qs € R Primelemente mit

a = pr ... Pr = q1"... (s,
so ist r = s und p; ~ ¢r(), wobei 7 eine geeignete Permutation von
{1,...,r} ist.

<— (Expm) und (Ei,,.,).

Jedes a € R° lésst sich als (endliches) Produkt von irreduziblen Elemen-
ten darstellen.

a = pPr-... Dp.

Gibt es fiir ein @ € R° eine Darstellung als (endliches) Produkt von
irreduziblen Elementen, so ist diese bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit
eindeutig, d.h. genauer:

Sind r,s € N, py,...,pr,q1, - - -, qs € R irreduziblen Elemente mit

a = pi1-..."Pr = (q1°--."(Qs,
so ist 7 = s und p; ~ ¢r(), wobei 7 eine geeignete Permutation von
{1,...,r} ist.

<— (Ex,,) und (Ei,).

14
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1.4.9 Definition: Gemeinsame Teiler und Vielfache
Es seien R ein uk Ring und A C R\ {0}.

1. Ein Element x € R\ {0} heiBt gemeinsamer Teiler von A, wenn
x|a firalle a € A.
Wir fassen diese gemeinsamen Teiler in der Menge M, (A) zusammen.
2. Ein Element z € R\ {0} heifit gemeinsames Vielfaches von A, wenn
a|z firalle a € A.
Wir fassen diese gemeinsamen Vielfache in der Menge M, (A) zusammen.
3. Ein Element z € R\ {0} heifit grofiter gemeinsamer Teiler (g9T) von A, wenn x

gemeinsamer Teiler von A und zusétzlich

Vielfaches aller gemeinsamen Teiler von A
ist. Die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler von A ist also
Myr(A) = Mga(A) N My (M,r(A)).
4. Ein Element x € R\ {0} heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches (kgV) von A, wenn
x

gemeinsames Vielfaches von A und zusétzlich

Teiler aller gemeinsamen Vielfachen von A

ist. Die Menge der kleinsten gemeinsamen Vielfachen von A ist also
Mv(4) = My(4) N Mr(M,(A4)).

1.4.10 Bemerkungen
1. Es geht fast ausschlieflich um endliche Teilmengen A = {a4, ..., a,}. Man schreibt
dann auch M, (A) = M (a1, ..., an).

2. Die Begriffe ,,grofites” und ,.kleinstes” suggerieren, dass auf dem betrachteten Ring
eine lineare Ordnung (= totale, antisymmetrische, transitive Relation) existieren
wiirde. Die Begriffe beziehen sich aber nur auf die Teilerrelation.

3. In dem elementaren Ring 7Z sind 6 und —6 grofite gemeinsame Teiler von 12 und
18 bzw. kleinste gemeinsame Vielfache von 2 und 3. Anders als in der Menge N der
natiirlichen Zahlen kénnen sie also nicht als Verkniipfungen R x R — R sinnvoll
definiert werden.

4. Es gilt immer
R* C M2(A)
ap-... Gy € My (A), falls A= {ay,...,a,} endlich.

5. Wir werden Beispiele dafiir kennenlernen, dass M,,+({a1,a2}) = & ist.
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1.4.11 Gemeinsame Teiler und Vielfache bei Assoziiertheit

Es sei A C R eine feste Teilmenge von R. Beziiglich Assoziiertheit haben die in Definition
1.4.9 beschriebenen Teilmengen die folgenden Eigenschaften. Fir z,y € R\ {0} gilt

y~x, x€ My (A) - y € M, (A)
y~z, reMyA) =  yeMy(A)
y~z, S MggT(A) = Y € MggT(A)
y~x, € My (A) =  yE M, (A
x,y € M, r(A) =  x~y
T,y € ngv(A) - T~ .

1.4.12 Beweis

Wir zeigen beispielsweise die fiinfte Zeile.

z,y € MggT(A)
= € M,(A4), y € My(M(A))

Umgekehrt gilt auch y | x und damit = ~ y, siche Lemma 1.4.2(vi).
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1.5 Ideale

1.5.1 Satz und Definition: Ideal

Es seien R ein uk Ring und [ eine (additive) Untergruppe der abelschen Gruppe (R, +).
Die folgenden Aussagen sind &dquivalent.

(A) (def) I heifit Ideal in R.

(B) Fiurallex € Runda € Isindz-a €l (und a-x € 1).
(R operiert multiplikativ auf I).

(C) Die Faktorgruppe (R/I,+) ist wohldefiniert und wird bzgl. der wie folgt wohldefi-
nierten Multiplikation zu einem uk Ring

' R/I xR/ — RJI
{(x—l—[,y—l—f) = (r-y)+ 1.

R/I heifit dann Faktorring, die kanonische Abbildung 7 : R — R/I weiterhin der
kanonische Epimorphismus.

(D) Es existieren ein uk Ring S und ein (unitérer) Ringhomomorphismus ¢ : R — S so,
dass ker p = I.

1.5.2 Beweis
(B) = (C). Da (R, +) abelsch ist, ist I ein Normalteiler und R/I ist wohldefiniert.

Sind z,z,y,y e Rmit e+ =2+ Tundy+1=y+ 1, sogibtesa,be I mitz=x+a
und y = y + b, deswegen

@-9)+1 = [(z+a)ly+b)]+1 = [zy+zb+ay+abl+1 = zy+ 1.

el
Fir alle z € R ist
A+ D@+1) = (1-2)+1 = z+1,
also ist 1+ I das Einselement in R/I.
Wir rechnen das Distributivgesetz nach. Fiir z,y, 2z € R ist
@+D)-[y+D+z+D] = @+D)-[y+2)+1] = [z-(y+2)]+1
= [z-y+az-2|+1 = (x-y)+ 1+ (x-2)+1
= (@+DNy+1)+(@+1)(z+1).
Das Assoziativgesetz ist noch einfacher nachzupriifen.

(C) = (D). Man wihle einfach den Ring S = R/I und als Ringhomomorphismus den
kanonischen Epimorphismus

J R —- R/I
™1z — x4

(D) = (B). Sind 2 € R und a € I = ker g, so ist
ple-a) = px)-pla) = ¢(@)-0 =0,
also - a € kerp = 1.
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1.5.3 Beispiele

(1) Ist n € Z, so ist die Vielfachenmenge nZ = M,y (n) ein Ideal.

(2) Ist allgemeiner A C R, R ein Ring, so ist die Vielfachenmenge M, (A) ein Ideal.

(3) Ist R = R[X, Y] der Ring der Polynome in zwei Variablen mit reellen Koeffizienten,

das sind

f = foo+ fioX + foY + fuXy + ...

Die Teilmenge der Polynome f mit fyo = 0 bildet ein Ideal. Fiir dieses Ideal gibt es kein
Element in R so, dass es dazu Vielfachenmenge wére.

(4) Ist R ein Ring von Funktionen A — R und N C A eine Teilmenge der Definiti-
onsmenge, so ist die Teilmenge der Funktionen mit N C f~1(0) (auf N gleich Null) ein
Ideal.

1.5.4 Bemerkungen: Ideale

(1) Enthilt ein Ideal I eines uk Rings eine Einheit, so ist es gleich dem ganzen Ring.
(2) Ideale sind unter Assoziiertheit abgeschlossen.

(3) Ist eine Teilmenge X eines uk Rings R zugleich Ideal und Teilring, so ist X = R.
(4)

4) Es gibt zahlreiche verschiedene Schreibweisen fiir die Restklassen in R/I:

r+] = zmodl =T = [z]

1.5.5 Satz: Schnittmenge von Idealen
Es sei R ein uk Ring. Sind (/;);cs (endlich oder unendlich viele) Ideale in R, so ist auch
I = (5
JeJ

ein Ideal in R.

1.5.6 Beweis

Dass I eine abelsche Untergruppe von R ist, ist aus der Gruppentheorie (Prop. 3.5, Vor-
lesung ,,Grundbegriffe der Algebra”, WS 2018/19, Danz) bekannt.

Es seien dann € R und a € I. Dann ist a € [ fiir alle j € J, deswegen x a € I; fiir alle
J € J,und damit xa € I.
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1.5.7 Definition und Satz: Teilmenge erzeugt Ideal

Es sei R ein uk Ring und A C R eine Teilmenge. Die folgenden Aussagen iiber eine weitere
Teilmenge (A) C R sind dquivalent.

(A) (def) (A) heiBt das von A in R erzeugte Ideal.
(B) (A) ist unter allen Idealen I C R mit A C I minimal, d.h. genauer:
Existiert ein Ideal J mit A C J C (A), so ist J = (A).
(C) Es ist (A) der Schnitt aller Ideale in R, die A enthalten.
(D) Die Elemente von (A) sind genau die R-A-Linearkombinationen, d.h. genauer

(A) = {z€eR|3IleN,r,....1i€ER, ay,...,a0 € A:

x=ria;+ ...+ 1}
Im Fall A = & ist naheliegend (A) = {0}.

1.5.8 Bewelis
Fehlt bzw. leicht.

1.5.9 Definition: Hauptideal, endlich erzeugtes Ideal
Es sei R ein uk Ring und I ein Ideal in R.

(i) Das Ideal I heifit Hauptideal, wenn es ein einziges Element a € R gibt so, dass
I = My(a) = (a) = aR = Ra.

Hauptideale umfassen also alle Vielfache von a.

(ii) Das Ideal I heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele Elemente a4, ...,a, € R
gibt so, dass

I = (a1,...,a,) = {z€R|3ry,...;1m ER:z2=r101+ ... +1pa,}.

1.5.10 Teilbarkeit und Hauptideale

Es seien z,y € R Elemente eines uk Rings und (z), (y) die von ihnen erzeugten Haupt-
ideale. Dann

i) zly <= (y) S (2).
(i) r~y <= (y) = (2).

1.5.11 Beweis
Fehlt bzw. leicht.
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1.5.12 Satz: Verkniipfungen von Idealen
I, J, K seien Ideale in dem uk Ring R.

(i) Die folgenden drei Teilmengen sind ebenfalls Ideale in R.

1J=-0) ={S..obeRleelbel}
(Vorsicht: ia) 7 {abeR|aeI, be J}

INJ=(nJ :{a€R|a€I,a€J}

[+J=(UJ) :{a+beR|ae[,beJ}

(Vorsicht: i.a.) % [ U J

(i) Es gilt
[-J C InJ C I C I+

Im allgemeinen ist an keiner Stelle Gleichheit gegeben.

(iii) Es gilt die Implikation

I+J = R — I-J = 1nJ
—_————

<déf> I, J heiflen koprim

(iv) Rechenregeln fiir das Rechnen mit Idealen. Es ist

(I-J)-K = I-(J-K)
[-(J+K) = [-J+1-K.

(Ersetzt man in der zweiten Zeile den Malpunkt - durch das Schnittzeichen N, so
stimmt dieses ,,Distributivgesetz” in allgemeinen Ringen nicht.)

1.5.13 Beweis
(i) Dass die drei angegebenen Teilmengen Ideale sind, ist schon in Satz 1.5.7 ausgesagt.

(Vorsicht);. Ist R = R[X,Y] der Ring der Polynome in zwei Variablen mit reellen Ko-
effizienten, so sind I = (X) und J = (V) Ideale. Fiir das Polynom X?Y + XY? gilt

dann
XY +XY? = (X+Y)XY el J
es gibt aber nicht zwei Polynome f € I und g € J so, dass

XY + XY? = f-q
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(Vorsicht)y. Fiir die beiden Ideale I = (2) und J = (3) in Z gilt
2)+B3) = {z€Z|3n,n€l:x=2-24+2-3} = L

und 5 ¢ (2) U (3).

(i) Aufgrund von

I-J € R-J =J
I-J € I-R =1

ist I -J C InNJ. Die anderen Inklusionen sind noch einfacher einzusehen.
Fiir das Ideal I = (2) in Zgilt /-1 =(4) & (2)=1IN1.
Fiir die beiden Ideale I = (2) und J = (3) in Z gilt

InJ =6 G @2 =1%2Z=1I+1J

(iii) Aufgrund der Voraussetzung , koprim” gibt esa € I, b€ J mit 1 = a + b.
IsteelnJ,sosinda-z€l-Jundb-xz € J-1=1-J.Esgilt dann

r =12 = (a+b)-2 = a-2+b-x € I-J.

(iv) Selbst nachrechnen!

1.5.14 Beispiel: Hauptideale in Z

Im Ring Z, allgemeiner in einem ,,Hauptidealring” (siehe spéter), korrespondieren die
Verkniipfungen von Idealen mit Verkniipfungen der sie erzeugenden Elemente.

Fiir x,y € Z gelten die Beziehungen

()-(y) € (N < () < (2)+ @)
I I | |
(z-y) C (kgV(z,y)) < () C (ggT(z,y)).
Fir x,y € Z gelten die Implikationen
geT(z,y) = 1
(x)+(y) = R

() (y) = (kgV(z,y))
keV(z,y) = x-y.

—
—
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1.5.15 Definition: Primideal, maximales Ideal

Es sei R ein uk Ring und I C ein Ideal. Das Ideal heifit ...
e Primideal, wenn

I #+#R
a-bel = a€l oder bel.

e mazimales Ideal, wenn

I #R
Ist J ein Ideal mit I € J C R, soist J =1 oder J = R.

1.5.16 Satz: Maximale Ideale und Primideale

In einem uk Ring R ist jedes maximale Ideal I ein Primideal.

1.5.17 Beweis

Es sei also I C R ein maximales Ideal und x,y € R mit zy € I, x ¢ I. Dann ist (I, z) ein
I echt umfassendes Ideal, also (I,z) = R und weiter 1 € (I,x).

Dann existieren Elemente z € R und a € [ mit zx 4+ a = 1. Deshalb ist zx € 1 + I, das
heifit aber zx + I =1+ I. Dann ist

y+I = A+0D)y+1) = (ze+0)(y+1) = zay+1
= (z+D(zy+1) = z+DH(O0+1) = 0+1,

alsoy € I.

1.5.18 Beispiele

(1) In einem Integritétsring (s.u.), der kein Korper ist, ist {0} ein Primideal, aber kein
maximales Ideal.

(2) Im Ring R[X,Y] der reellen Polynome mit zwei Variablen ist (X) ein Primideal,
aber kein maximales Ideal, da

(X) ¢ (X.Y) G RX.Y].

(3) Im Ring Z[X] der Polynome in einer Variablen mit ganzzahligen Koeffizienten ist
(X) ein Primideal, aber kein maximales Ideal, da

X) & (2X) & Z[X].
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1.6 Isomorphiesitze

1.6.1 Vorbemerkung

Die Namensgebung fiir die folgenden Sétze ist uneinheitlich.

’ Hilger ‘ Danz ‘ Fischer
Homomorphiesatz 1.6.2 Homomorphiesatz 10.17 Erster Isomorphiesatz S. 179
Erster Isomorphiesatz 1.6.4 | Erster Isomorphiesatz 10.18 | Zweiter Isomorphiesatz S. 192
Korrespondezsatz 1.6.6 ? (Seite im Skript fehlt) Korrespondenzsatz S. 179

1.6.2 Satz: Homomorphiesatz

Essei o : R — R ein (unitdrer) Ringhomomorphismus zwischen zwei uk Ringen R und

R. Dann ist

| R/(kerp) — ime
q)_{ a+1 — p(a)

ein wohldefinierter Ringisomorphismus.

1.6.3 Beweis

GeméaB Satz 4.17 Vorlesung ,,Grundbegriffe der Algebra”, WS 2018/19, Danz ist & ein
Isomorphismus abelscher Gruppen.

Fiir x 4+ ker ¢,y + ker ¢ € R/(ker ¢) gilt weiter

((z +kerp) - (y +kerp)) = Sy +kerp) = p(zy)
— o) ply) = Do+ kerg)- Dy +kerg).
SchlieBlich ist
O(1+kerp) = (1) = 1.
1.6.4 Satz: Isomorphiesatz
Es seien R ein uk Ring, S ein Teilring und I ein Ideal in R. Dann gilt
(i) I ist ein Ideal im Teilring S + I von R.
(ii) SN ist ein Ideal in S.

(iii) Es ex. ein Ringisomorphismus

(S+D/I = S/(SnI).

1.6.5 Beweis
Vgl. Vorlesung Danz, ,,Erster Isomorphiesatz” 10.18
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1.6.6 Satz: Korrespondenzsatz

Es seien R ein uk Ring und I C R ein fixiertes Ideal. Es sei weiter R:= R/I der Faktorring
und 7 : R — R der kanonische Ringepimorphismus.

(i) Dann korrespondieren die beiden Mengen
M = {JCR|J Ideal und I C J}
M = {JCR|J Ideal}
in dem Sinne, dass die Abbildungen

@:{M_)M v 'A/L_>M
J = 7 }J)

J = w(J)
inklusionserhaltend, bijektiv und invers zueinander sind.

(i) Ist J ein weiteres fixiertes Ideal mit I C J, so ist die Abbildung

{ (R/I)/(J/T) — R/J
@+ D+ J/T — x+J

ein Ringisomorphismus.

1.6.7 Beweis

(1) Zunéchst ist die ,,Inklusionserhaltung” trivial:
J1 CJy = 7w(J1) Cw(J).

Es ist dann zu zeigen, dass
PoV¥ = idg, dh w(x'(J) = J firalle Je M,
Vod = idy, dh ax(J) = J fiiralle Je M.

Wir betrachten die vier Inklusionen

m(xN(J)) C J firalle J €M,
(Y (J)) 2 J firalle J €M,
7 (w(J)) 2 J fiiralle J€ M,
N (x(J)) C J fiiralle J € M.

Die erste und dritte sind ganz allgemein richtig bei Abbildungen. Die zweite folgt aus der
Surjektivitéit von 7.

Die vierte zeigen wir mit Hilfe einer Implikationskette wie folgt
x€r H(m(J]))
= 7(z) € n(J)
— JyeJ:n(z)="n(y)
— dyeJ:z—yelCJ
= dyeJ:x=(x—y)+yel

(i) Diese Aussage zeigt man genau so wie die entsprechende im ,,Dritten Isomorphiesatz”
der Gruppentheorie.
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1.6.8 Beispiel

Wir betrachten den Ring Z und darin das Ideal I = 247. Die Menge M der ,,Oberideale”
von I in Z enthilt 8 Elemente. Die bijektive Abbildung ® aus dem Satz ist konkret
gegeben durch

(M = M
J = w(J)
1Z — {0,1,2,6,...,23}
27+ {0,2,4,6,...,22}
o-{ 3Z — {0,3,6,9,...,21}
47, — {0,4,8,12,...,20}
6Z ~ {0,6,12,18}
8Z + {0,8,16}
127+ {0,12}
| 24Z — {0}.
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2 Besondere Ringe

2.1 Integritéatsringe

2.1.1 Definition und Satz: Integrititsring
Es sei R ein uk Ring.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(A) (def) Der Ring R heiit Integrititsring (= Integrititsbereich) (= nullteilerfrei).

(By) R\ {0} enthilt keine Nullteiler. Fiir jedes = € R gilt die Implikation
(EIZER\{O}::L‘-Z:O — x:0>

(By) Allgemeine Kiirzungsregel. Fiir jedes x,y € R gilt die Implikation
(EIZGR\{O}:x-z:y-z — xzy)

(C) {0} ist ein Primideal in R.
2.1.2 Beweis
(B1) & (By). Fiir #,y,w =  — y € R haben wir die Aquivalenzkette
<E|Z€R\{O}Zw-220 = w:()> (B1)
=" (EIZGR\{O}:(x—y)-z:z — $:y>

= (EIZER\{O}:x-z:y-z = x:y) (B2)

(B1) & (C). Wir haben die Aquivalenzkette
R\ {0} enthilt keine Nullteiler
= (xy:() = 2 =0 oder yzO) Vr,y € R

= (:vy € {0} = xe€{0} oderyce {O}) Ve,y € R
<= {0} ist Primideal.

2.1.3 Beispiele

1. Der Ring Z ist selbstverstéindlich ein Integritétsring. Das Produkt zweier ganzer
Zahlen ist nur dann Null, wenn (mindestens) eine der beiden Zahlen selbst Null ist.

2. Der Ring der reellen Polynome R|x] ist ein Integritéitsring. Da dies aus der Schule
nur ,,gefithlt bekannt” ist, werden wir das noch eigens beweisen.

3. Der Ring der auf einem Gebiet 2 holomorphen Funktionen ist ein Integritétsring.
Das Produkt zweier solcher Funktionen kann nach dem Identitédtsprinzip nur Null
sein, wenn eine der beiden Faktor-Funktionen Null ist.
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2.1.4 Satz:
Es sei R ein uk Ring und I ein Ideal in R. Es gilt

I ist ein Primideal <= R/I ist Integritdtsring.

2.1.5 Beweis
=. Es seien x + I, y + I Nullteiler in R/I. Dann folgern wir in einer Implikationskette

(z+D)(y+1)=0+1

= zy+I=0+1
— ayel
I Primideal
— x€loderyel
— ax+I1=0+T1Toder y+1=0+1

und damit ist R nullteilerfrei.

<. Es seien x,y € R. Dann folgern wir in einer Implikationskette

xy €1

xy+1 = 0+1

(x+D)(y+1) = 041

ReEgREE o4 ]) = 0+ 1 oder (y4+1) = 0+1
= x €l oder y e I.

—
—

2.1.6 Teilbarkeit in Integrititsringen I
Es sei R ein Integritétsring und p € R\ {0}. Es gelten die folgenden Implikationen.

(p) ist maximales Ideal
(p) ist Primideal
p ist Primelement

p ist irreduzibles Element

[

(p) ist maximal unter den Hauptidealen

2.1.7 Beweis
Es seien die fiinf Zeilen durchnummeriert.
(1) = (2). Das ist Satz 1.5.16.
(2) & (3). Es ist
p prim
= <p|xy = p|z oder p|y> und p € R°
TS ey () = we(p) oder ye () wd () £R
= (p) Primideal.



S. Hilger — Algebra mit Elementen der Galoistheorie — Sommersemester 2019 — 22. Oktober 2019 28

(3) = (4). Angenommen, p € R ist prim, aber nicht irreduzibel. Da p # 0 und p ¢ R*,
gibt es r,s € R°

p = r-s, insbesondere p|(r-s).
Da p prim ist, folgt

p|r oder p|s, O.B.d.A. ersteres
Es gibt also y € R so, dass

py = T
Deswegen gilt

p = r-s = p-y-s.

Es folgt wegen der Kiirzungsregel (Bs) y - s = 1, also ist s eine Einheit. Widerspruch.

(4) = (5). Es seien p irreduzibel und (a) ein Hauptideal mit (p) & (a) & R. Dann sind
da die Implikationen

(P) & (@) & R

a€ R und a|p

a€ R° und 3b € R mit ab=p
dbe R* mit ab=p

(a) = (p),

also ist (p) maximal unter den Hauptidealen.

P

(5) = (4). Es sei (p) maximal unter den Hauptidealen. Wir nehmen an, dass p = zy mit
x ¢ R*. Dann ist (p) C (z) # R und somit (p) = (x). Es folgt 2y = p = 2y mit y € R*.
Die Kiirzungsregel (By) liefert dann y =y € R*.

2.1.8 Beispiel: R x R

Zu einem Integrititsring R betrachten wir das , kartesische Quadrat” R x R (komponen-
tenweise Verkniipfungen). Wir zeigen, dass (1,0) € (R x R)*™ \ (R x R)™.

Wegen der Zerlegung
(1,0) = (1,0)-(1,0)
in zwei Nichteinheiten ist (1,0) nicht irreduzibel.

Ist (1,0) | (a,b) - (¢,d), so gilt 0 | bd und damit bd = 0. Da R Integritétsring ist, folgt
b =0 oder d =0 und damit (1,0) | (a,b) oder (1,0) | (¢,d). Also ist (1,0) prim.
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2.1.9 Satz: Teilbarkeit in Integritiatsringen II
Es sei R ein Integritétsring.

(i) Es gilt (Ei,.,)-

(ii) Es gilt die Implikation (Ex,,,) = R"™ = R™.
(iii) Es gilt die Implikation (Ex/Ei_) = R’™ = R™.

2.1.10 Beweis

(i) Es seien also

a = pP1--.."Pr = (q1°...({s,

zwei Prim-Produkt-Darstellungen des gleichen Elements a € R°. Wir fithren eine Induk-
tion nach der Anzahl r der Faktoren im linken Produkt durch.

r = 1. In diesem Fall ist

a = p1 = 4q1°..."(s,

Da p; prim ist, folgt (O.B.d.A.) p; | ¢s. Umgekehrt ist aber auch ¢; | p1, also p; ~ gs.
Deshalb ist g; - ... - gs_1 Einheit. Das widerspricht der Irreduzibilitat, wenn s > 2.

r— 1w r. Wegen p, | (q1 - ... qs) gilt, da p, Primelement ist, (O.B.d.A.) p, | ¢s.
Geméaf Satz 2.1.6 ist g, irreduzibel. Es folgt p, ~ ¢, mit ¢, = p, - u, u € R*.
Weiter folgt

(Pree o Pl — Q1o QW) D = Pree.Dr— Q..o qs = 0,

wegen der Nullteilerfreiheit von R und p, # 0 ist

Pro Dol = Qe G2 - (Qem1u).
Mit gs_1 ist auch ¢s;_1u Primelement.
Darauf wenden wir die Induktionsvoraussetzung an. Es gilt r — 1 = s — 1 und
Pi ~ qne fir i=1,...,5—2 wobei 7 eine Permutation von {1,...,7 — 1} ist.
Pr—1 ~ Qs1U ~ (s-1-

Daraus folgt » = s und die Existenz einer Permutation von {1,... 7} mit der in (Ei,,,)
dargestellten Eigenschaft.

(i), (iii). Dem Satz 2.1.6 kann die Inklusion R”™ C R™ entnommen werden.

(i) Es sei a € R irreduzibel. Es existieren gemé8 (Ex,,,,) Primelemente py,...,p, € R mit
a = P1-... DPp.

Da a selbst irreduzibel ist, muss r = 1 und a ~ p; sein. Damit ist a prim.

(iii) Es sei a € R irreduzibel. Weiter seien x,y € R\ {0} mit a | zy. Es ist zu zeigen, dass
a|x oderaly.
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Wir stellen fiinf verschiedene Fille zusammen:

Es folgt a | x.

Es folgt a | y.
Es folgt a | y.

y € R*| Es folgt a | x.

Es existiert z € R mit az = zy.

Es ist z # 0, da R Integritétsring, und z ¢ R*, da a irreduzibel. Also z € R°.

GemiB (Ex,,) existieren xq,..., %y, Y1, ..., Ysy 21, ---, 2 € R™ mit
a-z21:...2t = T1.--"Lp-Y1*-.."Ys
W—/ H N — ~
=z =T =y

Gemaf (Ei,,) ist dann
a~x; oder a~y;

fireini € {1,...,7} oder j € {1,...,s}. Damit gilt a |  oder a | y.

30
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2.2 Faktorielle Ringe
2.2.1 Definition und Satz: Faktorieller Ring

Es sei R ein Integritatsring. Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(A) (def) R heifit faktoriell ( = gaufisch = ZPE Ring = UFD).

(B) Es gilt (Ex um)-
(C) Es gilt (Ex/Ei_).
(D) Es gelten R™ = R*™ und (Ex/Ei_) = (Ex/ Eiprm)-

2.2.2 Beweis

Der Beweis besteht darin, die Aussagen aus Satz 2.1.9 geeignet einzubeziehen.
Aus (B) oder (C) folgt gemé8 (iii) bzw. (iv) dieses Satzes R™ = R™.

Aus (B) folgt mit (i) dieses Satzes die Aussage (Ex/Ei ).

Die Implikationen (D) = (B) und (D) = (C) sind trivial.

2.2.3 Bemerkungen
1. Verwechsle nicht ,,faktorieller Ring” mit ,,Faktorring”.

2. Man kann sich den Kopf dariiber zerbrechen, ob man die Elemente in R™ = R"™
prim oder irreduzibel nennt.

e Im Fall des Ringes R = Z spricht man von Primelementen.

e Im Fall eines Ringes K[X], K Korper, nennt man die Elemente von R™ = RP™
irreduzible Polynome.

2.2.4 Nicht-Beispiele

1. Der Kummer-Ring aus Ubungsaufgabe A9 (Blatt 3) Z+4Z+/—5 ist ein Integritéitsring,
aber nicht faktoriell.

Die vier Faktoren in
2.3 = 6 = (1+iV56)(1—iV5).

sind alle irreduzibel, aber nicht prim. Die Zerlegung in irreduzible Faktoren ist nicht
eindeutig.

Wir haben weiter gesehen, dass M,,+(9,6 + 3v/—5) =

2. Der Ring R der auf C holomorphen Funktionen ist ein Integritéitsring (FTH1, Iden-
titdtssatz), aber nicht faktoriell. Die linearen Funktion z — ¢, ¢ € C sind genau die
irreduziblen = primen Elemente.

Die Funktion sin(z) hat jede lineare Funktion z — km, k € 7Z, als Teiler, kann also
nicht als Produkt von (endlich vielen) Primelementen dargestellt werden.

Formal zusammengefasst, es gilt R”™ = R™ aber nicht (Ex (Exi. ).

prm) =
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2.2.5 Definition: Vertretersystem im faktoriellen Ring

Es sei R ein faktorieller Ring. Wir nennen eine Teilmenge P C RP™ kurz ein Vertreter-
system, wenn es ein Vertretersystem der Aquivalenzklassen von Primelementen bzgl. der
Assoziiertheit ist, d.h.

p Primelement = Es ex. genau ein p € P mit p ~ p.

Es ist ziemlich praktisch und leichter versténdlich, in faktoriellen Ringen von vornherein
ein Vertretersystem P zur Verfiigung zu haben. Die Teilbarkeitstheorie ldsst sich dann
mehr auf einzelne Elemente als auf bestimmte Teilmengen griinden.

Im folgenden sei also in einem faktoriellen Ring R ein Vertretersystem P ausgewéhlt, wir
werden aber immer wieder darauf hinweisen.

2.2.6 Beispiele

1. Im faktoriellen Ring Z kann die Menge der (positiven) Primzahlen als Vertretersy-
stem P ausgewéhlt werden.

2. Im faktoriellen Ring R[X] der Polynome mit reellen Koeffizienten bilden die nor-
mierten irreduziblen Polynome ein Vertretersystem.

3. Im faktoriellen Ring C[X] der Polynome mit komplexen Koeffizienten bilden auf-
grund des Fundamentalsatzes der Algebra die linearen normierten Polynome x — c,
c € C, ein Vertretersystem.

2.2.7 Satz: Eindeutige Primfaktorzerlegung im faktoriellen Ring
Es sei R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P.

Es existiert zu jedem a € R\ {0} eine eindeutige Primfaktorzerleqgung (PFZ).
Das bedeutet, es existiert genaue eine Abbildung

. P — N
1 p — alp), (nur an endlich vielen Stellen ungleich Null)

und genau ein u € R* so, dass

a = u~Hp°‘(p).

peP

2.2.8 Beweis
Das sind direkte Konsequenzen der Eigenschaft (Ex/Ei ) eines faktoriellen Rings.
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2.2.9 Definition und Satz: ggT und kgV in faktoriellen Ringen
Es sei R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P.

Zu jedem Element einer endlichen Teilmenge A = {ay,...,a,} € R\ {0} betrachten wir
die Primfaktorzerlegung wie oben

aj = u;- [[p™®.
peEP

Es gelten die folgenden Aussagen
(i) Die Menge M,,(A) ist nicht leer.

Das geméf Satz 2.2.7 (i) eindeutige in ihr enthaltene Element nennen wir den
grofiten gemeinsamen Teiler von A, es ist

peP

(ii) Die Menge M, (A) ist nicht leer. Das geméfl Satz 2.2.7 (i) eindeutige in ihr ent-
haltene Element nennen wir das kleinste gemeinsame Vielfache von A, es ist

kgV(A) _ Hpmax{aj(p),jzl ,,,,, n} e ngv(A)-
peEP
2.2.10 Satz: g¢g'T und kgV zweier Elemente
Es sei R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P.

Zu zwei Elementen a,b € R\ {0} betrachten wir die Primfaktorzerlegungen

a = U.Hpa(p)’ h = U'Hpﬁ(p)~

peEP peEP

Dann gelten die folgenden Aussagen
(i) alb <= «a(p) < PB(p) fur alle p € P.
(i) a~b <= ap) = B(p) firallepe P.
(iii) Fir a,b € R\ {0} gilt

a-b ~ ggT(a,b)-kegV(a,b).

2.2.11 Teilbarkeit im faktoriellen Ring
Es sei R ein faktorieller Ring. Fiir a,b,c € R\ {0} gilt die Implikation
a, b teilerfremd

alc = (ab) | c.
b|ec

Dabei heiflen zwei Elemente a,b € R teilerfremd, wenn M,,r(a,b) = R*.
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2.2.12 Beweis

Wir wéhlen ein Vertretersystem P. Die Elemente a, b, ¢ haben die eindeutigen PFZen

a = U,Hpa(p)

peEP

b = wv- Hpﬁ(p)
peEP

c = w- Hpv(p)‘
peP

Da a, b teilerfremd, ist a(p) = 0 oder S(p) = 0 fiir alle p € P.
Es ist dann weiter fiir alle p € P

a,b teilerfremd a(p) =0 oder B(p) =0
alc = a(p) <v(p)
ble Bp) <~(p)

und deswegen (abd) | c.

2.2.13 gg'T' = kgV eines einzelnen Elements
Es sei R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P.

Eine nicht so wichtige und weniger gebrauchliche, aber niitzliche Bemerkung ist noch,
dass fiir ein einzelnes Element a € R\ {0}

geT(a) = keV(a) = [[»™® ~ a
peP

Es wird also die Einheit von a ,,abgestreift”, es bleibt nur die Darstellung als Produkt
von Elementen aus P iibrig.

Man iiberlege, dass

geT(a-b) = ggT(a)-ggT(b)
kgV(a-b) = kgV(a)- -kgV(b).
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2.3 Noethersche Ringe
2.3.1 Definition und Satz: Noetherscher Ring

Fiir einen uk Ring R sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) R heiflt noetherscher Ring
(B) Jedes Ideal I in R ist endlich erzeugt.
(C) Jede wachsende Kette

L € I, C I3 C

von Idealen in R wird irgendwann stationdr, d.h. genauer, es existiert ein n € N so,
dass

[1g[2g13g---gjn:n+l:n+2:

(D) In jeder nichtleeren Menge M von Idealen in R existiert ein maximales Element J,
d.h. es gilt die Implikation

IeM, JCI = J=1I

Beachte, dass ein maximales Element in einer solchen Menge nicht notwendig ein
maximales Ideal ist. Das maximale Element kann durchaus gleich dem Nullideal
oder gleich dem ganzen Ring sein.

2.3.2 Beweis

(B) = (C). Es sei also eine wachsende Kette (I;);en geméf (C) vorgegeben. Die Vereini-
gung

j=1

ist selbst ein Ideal. (Ubung)

Dieses Ideal besitzt nach Voraussetzung (B) ein endliches FErzeugendensystem
{ai,...,an}.

Zu jedem j € {1,...,m} gibt es ein n; € N mit a; € I,,,.

Ist nun n :=max{n; | j € {1,...,m}}, soist {a,...,an} C I,.

Fir k > n folgt

-[TL g ]k: g I = (ala"')am) - ]n7

also I, = I,,. Die Kette wird bei n stationér.

(C) = (D). Gébe es eine nichtleere Menge M von Idealen ohne maximales Element, so
kénnte man darin eine wachsende Kette von Idealen rekursiv definieren, die nicht stationér
wird.
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(D) = (B). Es sei I ein Ideal in R. Wir definieren die Menge aller endlich erzeugten Ideale,
die in I enthalten sind,

Mc; := {J C R| J ist endlich erzeugtes Ideal mit J C I}.

M ist wegen {0} € M nichtleer, besitzt also nach (D) ein maximales Element J,,, C I.
Jmax 18t selbst endlich erzeugt, es sei J,., = (a1, ..., a,).

Wire J,.. & I, so wiirde ein b € I\ J,,., existieren und dann wére
(al?"'aan7b> = (Jmax7 b) g I

ein Ideal in Mc¢;, das J,., echt umfasst. Widerspruch.
Damit ist I = J,,, endlich erzeugt.

2.3.3 Bemerkung

Diese drei Charakterisierungen von noetherschen Ringen durch (innere und &uflere) Ei-
genschaften von Idealen finden sich analog auch in der Topologie wieder. So gibt es auch
noethersche topologischer Rdume; hier ist die Rolle der Ideale durch die der offenen Teil-
mengen ersetzt.
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2.4 Hauptidealringe
2.4.1 Definition: Hauptidealring
Ein uk Ring R heifit Hauptidealring (HIR), wenn

e er ein Integrititsring ist  und

e jedes Ideal I in R ein Hauptideal ist.

2.4.2 Teilbarkeit in Hauptidealringen

37

Es sei R ein Hauptidealring und p € R\ {0}. Dann gelten die folgenden Aquivalenzen.

(p) ist maximales Ideal
(p) ist Primideal
p ist Primelement

p ist irreduzibles Element

11t

(p) ist maximal unter den Hauptidealen

2.4.3 Beweis

Die Abwirts-Implikationen wurden alle in Satz 2.1.6 gezeigt. Die Implikation (5. Zeile)

= (1. Zeile) ist trivial, da in einem Hauptidealring alle Ideale Hauptideale sind.
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2.4.4 Satz: Hauptidealring ist faktoriell
Ein Hauptidealring R ist faktoriell.

2.4.5 Beweis

(1) Gemaf Definition 2.4.1 ist der Hauptidealring R ein Integritétsring.
(2) Dem Satz 2.4.2 ist zu entnehmen, dass R*™ = R™.

(3) Es sei

M = {z € R°|z lésst sich nicht als Produkt von Primelementen darstellen}.
(4) Wir definieren eine ,,Wahle-Teiler-Abbildung”
T { M = M

x +— Echter Teiler von x

Da z nicht prim und damit nicht irreduzibel ist, existiert ein solcher echter Teiler. Dieser
muss wieder in M sein.

(5) Die Annahme ,, R nicht faktoriell” ist gleichbedeutend damit, dass ein a € M existiert.

(6) Es kommt eine aufsteigende Kette von nicht-leeren Idealen
(a) € (T(a)) S (T%(a)) S (T%a) C

zustande, die nach Satz 2.3.1 stationdr wird. Es existiert also ein n € N so, dass
(T"(a)) = (T"*(a)).

(7) Nach Satz 1.5.10 (ii) bedeutet dies aber, dass
T"(a) ~ T""(a) = T(T"(a)).

(8) Das Element T"*!(a) ist also geméfl Definition von T sowohl ein echter Teiler von
T"(a) als auch assoziiert dazu. Widerspruch.

(9) Es ist also M = & und jedes © € R° ldsst sich als Produkt von Primelementen
darstellen. Das ist die Eigenschaft (Ex,,,,) aus Definition und Satz 2.2.1.

prm)
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2.4.6 Satz: Operationen mit Hauptidealen

Es seien R ein Hauptidealring mit Vertretersystem P der Primelemente und a,b € R.
(i) Dann gilt
(a@)-(b) = (a-b)

(@)n () = (kgV(a,b))
(a) +(0) = (ggT(a,b)).

(ii) Tatséchlich gilt die erste Aussage von (i) in allgemeinen uk Ringen, die zweite in
allgemeinen faktoriellen Ringen.

(iii) Da die in (i) angegebenen Verkniipfungen fiir Ideale bzw. Elemente eines Haupt-
idealrings alle assoziativ sind, gelten die drei Aussagen auch fiir die Verkniipfungen
von endlich vielen Idealen bzw. Elementen.

2.4.7 Beweis

(1) Es ist
(@)-(0) = {D_abj|a; € (a),bj € ®)} = {D (La)k;b) | L, k; € R}
- {E%ejkj)ab\ej,kje}z} C (a.;;dkg (a) - (b).
(2) Sind
a = u-[[»®, b= v [0,

peEP peEP

die eindeutigen Primfaktorzerlegungen von a und b bzgl. des Vertretersystems P, so gilt

(a) = {w'Hp'VP | w e R*, v, € Ng mit 7, > a(p)}

pEP
(0) = {w-[[p”|weR" 5 eNo mit 5, > 5(p)}
peP
und dann
(a)n(b) = {w- Hpgp | w e R*, ¢, € Ny mit ¢, > max{a(p), 5(p)}}
pEP
= (kgV(a,b)).

(3) Da R Hauptidealring ist, existiert ¢ € R mit (a) + (b) = (¢).

Wir kénnen dann folgern

(@) S+ () C(c) = cla
(b) S(a)+ () S (c) = c|b

und damit ¢ € M,(a,b).
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Ist x € M, :(a,b), so gibt es wegen (c¢) C (a) + (b) Elemente 14, s1, 72, S € R mit
c = ratrd = risir+rasex = (181 + rese)w,

also z | ¢ und damit ¢ € M, (M,r(a,b)).

Insgesamt ist also ¢ € M,,r(a,b).

Damit ist ggT(a,b) ~ ¢ und es gilt
(2T(a,b) = (c) = (a)+(b)

2.4.8 Lemma von Bezout
Es sei R ein Hauptidealring, A = {a4,...,a,} C R. Dann
(i) Betrachte die folgenden Aussagen iiber ein d € R.

(G) d € M, (A).
(E) (4) = (d).
(L) Es existieren rq,...,7, € R so, dass d = ra; + ...+ rpa,
Dann gelten die Implikationen
G) = E = (@)
(ii) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

(G) A ist teilerfremd.
(E) Esist (A) = R.
(L) Es gibt ry,...,7, € Rso,dass 1 =riay + ...+ rpa,.

2.4.9 Beweis
(i) (G) & (E). Aufgrund von 2.4.6 (i,iii) gilt
(4) = (@) + ..+ (an) = (82T(4))
und es ist weiter fiir d € R
(€eT(4) = (@) <= glTA)~d <= deMu(A).
(i) (E) = (L). Aus (E) folgt d € (A). Wende dann die Definition von ,,A erzeugt (A)” an.

(ii) Setzt man in (i) d = 1, so erhélt man die Implikationen (G) < (E) = (L) in (ii). Die
Implikation (L) = (E) ist klar, da aus (L) folgt: R = (1) C (A).

2.4.10 Beispiele

1. Es sei R[X,Y] der Ring der Polynome in zwei Variablen mit reellen Koeffizienten.
Die beiden Polynome X und Y sind teilerfremd, das Polynom 1 € M, (X,Y)
lasst sich aber nicht wie in Aussage (iii)/(L) darstellen. Also kann R[X, Y] kein
Hauptidealring sein.

2. Es sei Z[X] der Ring der Polynome in einer Variablen mit ganzzahligen Koeffizien-
ten. Die beiden Polynome 2 und X sind teilerfremd, das Polynom 1 € M, (2, X)
lasst sich aber nicht wie in Aussage (iii) /(L) darstellen. Also kann Z[X|] kein Haupt-
idealring sein.
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Euklidische Ringe

2.5.1 Definition und Satz: Euklidischer Ring

Ein uk Ring R heiflt euklidisch, wenn er ein Integrititsring ist und es eine euklidische
Bewertung

[ BAA{0} Np

gibt mit den folgenden beiden Eigenschaften:

,,Division-mit-Rest-Eigenschaft”: Zu zwei Elementen z € R, y € R\ {0} gibt es zwei
Elemente ¢,r € R so, dass

r = q-y+r und E(r) < El(y), falls r # 0.

Es ist fiir x,y € R\ {0}

E(zy) > E(x).

2.5.2 Bemerkung

In der Literatur finden sich zahlreiche andere Bezeichnungen fiir die euklidische Bewer-

tung;:

tion.

euklidische Funktion, euklidische Norm(-funktion), Grad-Abbildung oder Gradfunk-

Teilweise weisen die Definitionen von euklidischem Ring bzw. Eukldischer Bewertung auch
geringfiigige Unterschiede auf, die sich in den unterschiedlichen Namen niederschlagen.

2.5.3 Beispiele

1.

Z ist ein euklidischer Ring, wenn man als Abbildung E(z) = |z| wéhlt. In diesem
Fall kann die Division-mit-Rest-Gleichung auch ,,schulndher” geschrieben werden
als

r = q-y+r < Ty = q:yYy—+r < x:y:qu.

Die bereits in der Grundschule erarbeitete Division-mit-Rest wird hier von den
natiirlichen Zahlen auf alle ganzen Zahlen erweitert.

Beachte, dass die beiden Zahlen ¢, r nicht eindeutig sein miissen. So ist beispielsweise
in Z

11 = 3-342 = 4-3+(-1).

Hier liesse sich die Eindeutigkeit mit der Zusatzforderung r > 0 erzwingen. Beachte
aber, dass in allgemeinen Ringen i.a. keine lineare Ordnung definiert ist.

. Im Ring der reellen Polynome R[z| ist mit E(p) = grad p die Struktur eines euklidi-

schen Rings gegeben. Die Division-mit-Rest entspricht der aus der Schule bekannten
Polynomdivision.
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Der Ring der gauschen Zahlen ist mit E(m + ni) = m? 4+ n? ein euklidischer Ring.

Die Ringe

Z4+7v=2, Z+ZV—=1, Z+7ZvV12  Z+ZV43
sind unter der Grad-Abbildung E(x) = N(z) euklidische Ringe.

Der Teilring R = Z + 7 Y12 3‘19 C C ist ein Hauptidealring, es gibt aber keine
euklidische Bewertung so, dass R damit zu einem euklidischen Ring wiirde.

Der Beweis dieser beiden Aussagen ist aufwéandig.

Jeder Korper K ist ein euklidischer Ring. Wihle als euklidische Bewertung E(z) = 1
fir alle z € K\ {0}.
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2.5.4 Satz: Euklidischer Ring ist Hauptidealring
Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring.

2.5.5 Beweis

(1) Per definitionem sind euklidische Ringe Integrititsringe.

(2) Es sei weiter I C R ein nicht-leeres Ideal ungleich dem Nullideal.

(3) Wir betrachten die Bildmenge der euklidischen Funktion E auf I\ {0}

{n €Ny | Foengoy :n = E(x)}
und wiahlen ein a € I\ {0} mit E(a) < E(z) fir alle x € I\ {0}.
Wir betrachten das Hauptideal (a) C I.

(4) Ist nun x € I, so existieren ¢, € R mit
r = qa+r, wobei E(r) < E(a).
Es ist r = x — qa € I, deswegen E(r) > E(a) oder r = 0, ersteres bedeutet eine Wider-

spruch.

Es folgt x = qa € (a) und damit I C (a). Insgesamt ist I = (a) ein Hauptideal.

2.5.6 Der Euklidische Algorithmus

Ein euklidischer Ring R ist ein Hauptidealring und demzufolge faktoriell. Es sei P ein
Vertretersystem der Primelemente von R.

In R kann der so genannte euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT(a,b) von
zwei Elementen aus a,b € R° herangezogen werden.

Vergleiche dazu Kapitel XIII, Vorlesung Danz WS 2018/19.

Der euklidische Algorithmus stellt auch eine Methode bereit, die beiden Elemente r, s € R
innerhalb der gem#f Lemma von Bezout 2.4.8 (i) existierenden Darstellung

ggT(a,b) = r-a+s-b

zu ermitteln.
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2.6 Korper
2.6.1 Definition und Satz: Korper

Es sei R ein uk Ring. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(A) (def) Der Ring R heiit Korper.

(B) Jedes Element aus R\ {0} ist eine Einheit.
Andere Sichtweise: Die Menge R° ist leer.

(C) {0} ist ein maximales Ideal in R.
Andere Sichtweise: Die Ideale {0} und R sind die einzigen Ideale in R.

2.6.2 Beweis
Die Aquivalenz (B) < (C) erschlieBt sich aus den Definitionen in Abschnitt 1.3.1.

(B) = (C). Ist I # {0} ein Ideal in R, so enthélt I ein Element ungleich Null, das geméa8
(B) eine Einheit sein muss. Ein Ideal mit Einheit ist aber immer der ganze Ring.

(C) = (B). Sei z € R\ {0}. Dann ist () = R. Dann gibt es aufgrund der Definition von
,,Erzeugung” ein y € R mit xy = 1, also ist  Einheit.

2.6.3 Satz
Es seien S ein uk Ring und I ein Ideal in S. Dann gilt

I ist ein maximales Ideal in S <= S/I ist ein Korper.

2.6.4 Beweis

Der Beweis besteht in der folgenden Aquivalenzkette

I ist ein maximales Ideal in S

<= S und [ sind die einzigen Ideale in S, die I enthalten
(Korrespondenzsatz 1.6.6)

<= S/l und I/I = {0} sind die einzigen Ideale in S/I
(Echte Ideale enthalten Elemente aus R°)

<= S/I ist ein Korper.

Zur Ubung sei ein Beweis ohne Benutzung des Korrespondenzsatzes empfohlen.

2.6.5 Beobachtung

Mit Hilfe der Charakterisierung von Kérpern und Integritétsringen als Faktorringen kann
man die Aussage ,,in einem uk Ring R ist jedes maximale Ideal I ein Primideal” aus Satz
1.5.16 (i) erneut beweisen:
I maximales Ideal
<= R/I ist Korper
— R/I ist Integritétsring
<= [ ist Primideal.
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2.7 Quotientenkorper

2.7.1 Satz und Definition

Es sei R ein Integritéitsring. Die Menge {0} ist ein Primideal und deshalb die Menge
R\ {0} multiplikativ abgeschlossen.

(i) Es existiert ein Korper Quot R, der den Ring enthélt. Das heifit genauer, dass ein
injektiver Ringhomomorphismus ¢ : R — Quot R existiert.

(ii) Der Korper und der Ringhomomorphismus sind bis auf Isomorphie durch die fol-
gende Eigenschaft eindeutig bestimmt:

Sind K irgendein Kérper und ¢ : R — K ein injektiver Ringhomomorphismus, so
kann dieser wie folgt ,,gehoben” werden: Es existiert genau ein injektiver Ringho-
momorphismus ® : Quot R — K mit ¢ = ® oy.

Der Korper Quot R heifit Quotientenkorper zu R, der injektive Ringhomomorphismus ¢
heifit kanonische Einbettung.

2.7.2 Beweis

(i) Wir beschreiben hier, wie Quot R und ¢ definiert werden. Die elementaren Nachrech-
nungen bestimmter Eigenschaften werden weggelassen.

(0) Die Menge {0} ist ein Primideal und deshalb die Menge S = R\ {0} multiplikativ
abgeschlossen.

(1) Auf dem kartesischen Produkt R x S wird wie folgt eine Relation definiert

(rys) ~(7,s) <= r-s=r-s.
(2) Durch Nachrechnen zeigt man, dass das eine Aquivalenzrelation ist.
Es sei dann Quot R die Menge der Aquivalenzklassen.

Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse, in der (r, s) enthalten ist, mit [r, s] oder (schulisch-
anschaulicher) mit ©.

(3) Auf Quot R definieren wir Addition und Multiplikation wie folgt:
[r,s] + [t,u] == [ru—+ts,su]
[r,s] - [t,u] = [rt,sul.
Man tiberlege, dass diese Verkniipfungen wohldefiniert (also unabhéngig von den verschie-
denen Elementen in ein- und derselben Aquivalenzklasse) ist.

(4) Nullelement und Einselement sind gegeben durch [0, 1] bzw. [1, 1]. Die inversen Ele-
mente sind, wie man nachrechnen kann,

—[r,s] = [-rs] Vre R,s €S,
[r,s]™t = [s,7] Vr,s € S.
(5) Der Ringhomomorphismus ¢ ist gegeben durch

R — QuotR
L
ro— [r1]
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Er ist injektiv, da
(nnel1] = r=0) — ¢(0.1))= {0}

(i)
(0) Wir definieren

J QuotR — K
‘I"{ 8] o () - o(s)

(1) Sind r,7 € R, 5,5 € S mit (r,s) ~ (7, ), so gilt
s =15 = o) e(s) = @) es)
und deshalb
o([7,3) = ¢ 9B = p(r)-p(s)™ = ([r,s)).

Das bedeutet, dass ® wohldefiniert ist.

1

(2) Rechne nach, dass ® ein Ringhomomorphismus ist.

(3) Aufgrund von ®([1,1]) = 1 ist [1,1] ¢ ker . Damit kann das Ideal ker ® im Korper
Quot R nur das Null-Ideal sein. Also ist ® injektiv.

(4) Waren ® und @’ zwei ,,Hebungen” von ¢ auf Quot R, so wiirde fir r € R, s € S
folgen:

([r,s]) =

2.7.3 Schreibweise mit Bruchstrichen

Die Aquivalenzklassen [a, b] in dem Quotientenkorper Quot R werden wegen der Vertraut-
heit aus Schule und Alltagsleben viel suggestiver als geschrieben:

g = [r,s], re R, se R\ {0},

Man arbeite den obigen Beweis noch einmal unter Benutzung dieser Schreibweise durch
und mache sich dabei die folgenden Gesetze der Bruchrechnung bewusst. Fiir r,7 € R
und s,5 € R\ {0} gelten die Implikationen und Rechengesetze

|
) N

= <<~ Tr-S8S = r-S8
S
T r-s+7r-s
-+ = —
s s 5.5
ror reT
s s 5.5

w3
VR
w N
~——

|

I

ﬁz‘ =
w | wy
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Eine lineare Ordnung (<) ist auf einem Integritéitsring R — und damit auch auf dem
Quotientenkorper Quot R — nicht definiert.

Beachte, dass Begriffe wie ,,Hauptnenner” oder ,,soweit wie moglich gekiirzt” auf dem
Begriff des ggT' beruhen — und deshalb nur sinnvoll sind, wenn R ein faktorieller Ring
(mit Vertretersystem P) ist. Vgl. weiter unten Abschnitt 2.7.5.

2.7.4 Beispiele
1. Esist Quot(Z) = Q (Schule JGS 6).

2. Es ist Quot(R[z]) der , Korper der gebrochen-rationalen Funktionen mit reellen
Koeffizienten” (Schule JGS 11).

3. Esist Quot(Z +iZ) = Q + iQ der Korper der gauBischen Zahlen.

4. Ist R der Integrititsring der auf einem Gebiet 2 C C holomorphen Funktionen, so
kann man (mit Hilfe des Weierstrass-Produktsatzes) zeigen, dass Quot R der Korper
der meromorphen Funktionen ist.

2.7.5 Primfaktorzerlegung im Quotientenkorper eines faktoriellen Rings
Es sei (R, P) ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P.

Es existiert zu jedem £ € Quot R\ {0} eine eindeutige Primfaktorzerlegung, das ist genauer

eine Abbildung

P = Z
1 p — ap), (nur an endlich vielen Stellen ungleich Null)

und genau ein u € R* so, dass

L= U.Hpa(p)'

peP

2.7.6 Begriindung, Kommentare

Geméf Satz 2.2.7 existieren zu r und s eindeutige Primfaktorzerlegungen

r = U.Hpa(p)7 s — U'Hpﬁ(p)~

peEP peEP
Es ist dann
g = wv ! Hpoc(p)—ﬁ(p)
peP

eine PFZ fiir Z. Es ist klar, dass nicht eine zweite solche Abbildung das gleiche Element
in Quot R représentieren kann.

2.7.7 Beispiel

Aufteilung in Zahler und Nenner, ,,Soweit wie moglich gekiirzt”.
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2.8 Der Chinesische Restsatz — Simultane Kongruenzen ©

2.8.1 Definition: Koprime Ideale

Es seien I, J zwei Ideale in einem uk Ring R. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(A) Esist I +J = R (I und J heiflen dann koprim).
(B) Es existieren a € I und b € J so, dass 1 = a + b.

(C) Zu jedem x € R existieren a € [ und b € J so, dass x = a + b.

2.8.2 Beweis Nachrechnen.

2.8.3 Satz: Produkte paarweise koprimer Ideale

Es seien R ein uk Ring. Dann gilt

(i) Sind Iy, ..., I, paarweise koprime Ideale in R, so gilt

(ii) Sind Iy,..., 1, und J Ideale in R, so dass I und J koprim sind fiir alle k = 1,...,n,
so sind auch [; - ...- I, und J koprim.

(iii) Sind Iy, ..., I, paarweise koprime Ideale in R, so sind fiir jedes k € {1,...,n} das
Ideal I, und sein Komplementéar-Ideal

I, = Li-...-Iyy - Tpypq-... 1, (I, im Produkt weggelassen)

koprim.

2.8.4 Beweis

(i) Per Induktion nach n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Der Fall n = 2 wurde bereits in
1.5.12 (iii) abgehandelt.

Induktionsschluss. Sind I, ..., I,, I, +1 paarweise koprim, so ist nach Induktionsvoraus-
setzung

L-...-1, = L Nn...N1I,
und dann aufgrund des Falls n = 2

LoDy Ty = (oo L) - Iy
= (hn..nL)NIyy = Lno..Nl,N L.

(il) Wir wéhlen fiir alle ¢ € {1,...,n} ein ay € I, und by, € J mit ay+ b, = 1. Es gibt dann
¢; €ER, 7=1,...,n 50, dass

(ag—f—bg) = a1~...-an+ijcj e Ii-...-I,+J

1 j=1

1 =
Y4

n

(iii) folgt sofort aus (i) und (ii).
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2.8.5 Bemerkung

Im Kummerring sind einerseits die Ideale (2), (3), (14++/—5), (1 —+/—5) paarweise koprim.
Wegen

(2)-(3) = (6) = 1+V=5)-(1-v=5)

sind aber die beiden Produktideale links und rechts nicht koprim.

2.8.6 Der Chinesische Restsatz

Es sei R ein uk Ring. Weiter seien [y, ..., I, paarweise koprime Ideale in R. Dann ist der
Restklassen-Ringhomomorphismus

J R —- R/L x...xR/I,
A (x+1L,...,z+ 1)

surjektiv mit Kern kery =1, - ... I,,.
Der Kern von y ist gegeben durch das Produkt der Ideale
kery = I-...-1,.

2.8.7 Beweis

(0) Wir wissen aus Satz 2.8.3 (iii), dass fiir jedes k € {1,...,n} I} und I}, koprim sind.
Es existieren also ¢, € I, und d; € I}, so, dass ¢, + d = 1.

(1) Ist nun (xy + L1, ..., 2, + I,) € R/I; X ... x R/I, vorgegeben, so setzen wir
T =x1dy + ...+ xpd,.
(2) Es sei nun k € {1,...,n} fixiert. Es gilt dann

cr € I, also TrcE € Iy,
und fir e {1,....,k—1,k+1,...,n}
d, € Tg = L.y y-Lyy-.. oL, C I, also Tody € 1.

(3) Es ist weiter
r—xp = T1dy+ ...+ Tpo1dp_1 + 2p(l — ) + Tpprdpyr + -+ Tpdy — T
= xidy + ..+ xpdp — TRy + Tpp1dpr + .-+ Tpd,
e 1.
also x + I, = z + I;. Das bedeutet insgesamt, dass
0z) = (x+10,...,2+1,) = (11+L,...,2,+ 1)
damit ist die Surjektivitdat von x bewiesen.

(4) Ist x € I - ... - I,, so gilt x € I fiir alle & € {1,...,n} und deswegen x(x) =
O+ 1,...0+1,). Also I - ... - I, C ker x.

(5) Ist © € kerx, so gilt (z + I1,...,x+ I,) = (0+ I1,...0+ I,), also x € I fir alle k.
Daraus folgt mit Satz 2.8.3 (i)
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2.8.8 Folgerung: Simultane Kongruenzen

Es seien
paarweise teilerfremde Zahlen (Divisoren) dy,...,d, € Z und
beliebige Zahlen (Reste) ry,...,r, € Z

gegeben.

(i) Dann gibt es eine Losung = € Z der simultanen Kongruenz-Gleichungen
= rymodd;
= rymodd,
r = ry,modd,,.
Es sei noch an die Aquivalenz
r=r;modd; <= Jq¢GE€Z mit xz=gq;-d;j+r,

erinnert.

(ii) Die Menge aller Losungen ergibt sich durch Addition/Subtraktion von Vielfachen
des Produkts aller Divisoren:

L = {o+k-(di-...-dy) |k €T},
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3 Polynome

3.1 Abstrakte Polynome

3.1.1 Finite Folgen
Es sei R ein uk Ring.

Zur Erinnerung: Eine Folge f : Ny — R heifit finite Folge tiber R, wenn es ein N € N
gibt, so dass

fi = f(j) = 0 fiiralle j > N.

Anders ausgedriickt: Die Folge enthélt nur endlich viele Glieder ungleich Null.

3.1.2 Definition: Produkt zweier finiter Folgen

Sind nun zwei finite Folgen

f = (f07f17f27"'7fm707"')7 g = (.907917927"'7971707"‘)

gegeben, so definieren wir ihr Produkt (= Faltung) durch

(f-9); = forgitfigiat...+fimi-g1+ [ 9.

Das bedeutet, dass jeweils alle Glieder von f und g mit gleicher Summe j der Indices mit-
einander multipliziert werden und dann alle Produkte aufsummiert werden. Das Ergebnis
steht an der Stelle j der Produktfolge.

Man mache sich klar, dass das Produkt wieder eine finite Folge ist.

3.1.3 Beispiel

(4,2,-5,3,0,0,0...) - (—1,3,—4,0,0,0...)
= (4-(-1),4-34+2-(=1),4-(—4)+2-3+(=5H)-(-1),
2-(=4)+(=5)-3+3-(=1),(=5) - (—4)+3-3,3-(—4),0,0,...)
= (—4,10,-5,-26,29,-12,0,0,...)

3.1.4 Definition: Polynom, Polynomring

Durch die gliedweise Addition und die Faltung ist die Struktur eines uk Rings auf der
Menge aller finiten Folgen iiber R gegeben.

(1) Im Kontext dieser Ringstruktur heifit eine finite Folge (f;) en, in R auch (abstraktes)
Polynom iber R oder (abstraktes) Polynom mit Koeffizienten aus R.

(2) Die Menge aller Polynome wird deshalb Polynomring (iber R) genannt und mit
R[X] (s.u.) bezeichnet.

(3) Die Elemente fy, fi,... € R heiflen in diesem Zusammenhang die Koeffizienten des
Polynoms.
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3.1.5 Die X-Darstellung
Es sei
X = (0,1,0,0,...... )
die finite Folge mit 1 an der Stelle 1.
Es stellt sich dann heraus, dass fiir j € Ny
X7 = (0,...,0,1,0,...... ), wobei die 1 an der j-ten Stelle.

Das bedeutet, dass ein Polynom f geschrieben werden kann als
f = (anflan?"'afmaoa"'> - f0+f1X+f2X2++mem

Die X-Schreibweise eroffnet einen suggestiveren Zugang zur Multiplikation. Werden zwei
Polynome f und g wie oben multipliziert, so wende man das Distributivgesetz und das
Potenzgesetz an:

frg = (fo+ hX + LX2+ .+ fuX™) -
(90+91X+92X2+---+9an)
= fO * 9o + (ngl + fl.QO)X +...+ (fmgn—l + fm—1971))(m—"_n_1 + fmanm+n~

3.1.6 Bemerkung

In der Algebra hat sich inzwischen das Symbol X (bei Bedarf auch Y oder Z) bei dieser
Schreibweise etabliert. Beachte, dass es zunéchst nicht die Bedeutung einer Variablen hat,
fiir die ein Element aus R (oder aus einem anderen geeigneten Ring) eingesetzt werden
soll.

3.1.7 Ring-Hom induziert Polynomring-Hom
Es seien R, R uk Ringe und R[X], R[X] die zugehdrigen Polynomringe.
Weiter sei ¢ : R — R ein Ring-Homomorphismus zwischen den Ringen.

Dazu definieren wir wie folgt einen Homomorphismus der zugehorigen Polynomringe,
indem wir einfach die Koeffizienten mit Hilfe von ¢ abbilden.

, { R[X] — R[X]
T fo AX A fuX™ s 0(fo) + o)X+ A o(fn) X

3.1.8 Weiterfithrung: Polynome mit mehreren Variablen

Setzt man den oben beschriebenen Prozess ,,Ubergang vom Ring R zum Polynomring
R[X] rekursiv fort, so gelangt man zu den Polynomringen

R[X1, Xs], R[ X1, Xo, X5, ..., R[X1,..., Xk
i mehreren Variablen.

Wir wollen diese (hier noch) nicht voll ausbreiten.

3.1.9 Weiterfithrung: Formale Potenzreihen

Léasst man bei der Einfiihrung des Begriffs des Polynoms die Bedingung ,,finit” beiseite, so
bleiben Addition und insbesondere die Multiplikation sinnvoll. Auf diese Weise entsteht
der so genannte Ring R[[X]] der formalen Potenzreihen.
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3.2 Der Grad eines Polynoms
3.2.1 Definitionen: Grad

(1) Ist f nicht das Nullpolynom, so heifit die eindeutig bestimmte Zahl m € Ny mit
fm # 0, fi = 0 firalle j > m,

der Grad des Polynoms. Das Nullpolynom hat per definitionem den Grad gleich
—00.

Symbolisch wird dies durch deg f = m ausgedriickt.
(2) Ist m der Grad eines Polynoms f, so nennt man f,, den Leitkoeffizienten.

(3) Ein Polynom heifit normiert, wenn der Leitkoeffizient gleich 1 ist.
3.2.2 Gradformel

Es seien R ein uk Ring und f, g € R[X]| zwei Polynome. Dann gilt:

(i) Ganz allgemein:

deg(f-g) < max{degf,degg}
deg(f-g) < degf+degg.

(ii) Ist einer der beiden Leitkoeffizienten kein Nullteiler, so gilt
deg(f-g) = degf +degy.

(iii) Die Bedingung in (ii) ist immer erfiillt, wenn R ein Integritatsring ist.

Der Fall des Nullpolynoms ist hier enthalten, wenn man Rechenregeln fiir —oo einbezieht.

3.2.3 Beispiel
Die Gradformel (ii) stimmt nicht mehr, wenn die Leitkoeffizienten Nullteiler sind.

Im uk Ring Z/67Z ist

BX—-1)-2X—-1) = 6X*>-5X+1 = X +1 mod6.
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3.3 Der Einsetzungshomomorphismus
3.3.1 Definition und Satz: Der Einsetzungshomomorphismus
Es seien R ein uk Ring und R[X] der zugehorige Polynomring.

Fiir den so genannten Einsetzungshomomorphismus

E(.).{R[X]XR[X] —  R[X]
S (f9) = &N)=fg)=foth-g+fo-g®+ .+ fm-g"

gelten die folgenden Aussagen.

(i) ,,g fixiert”. Der Einsetzhomomorphismus

{7 2 A

™
Q
—~
~
N~—
I

flo)=fot+tfi-g+fo-g®+. A fo-9g"
ist — wie der Name sagt — ein Ringhomomorphismus.

(i) ,,9 = 1.X + go fixiert mit g; € R*”. In diesem Fall ist der Einsetzhomomorphismus

L { M o
I f= flo)=fi+fi- @X+g9)+ o (X +90)*+ fo- 9™

ein Ringisomorphismus. Der inverse Ringisomorphismus ist gegeben durch ¢, wobei
h=g7 (X —g0).

(iii) ,,f fixiert und g € R”. Wir erhalten die Abbildung

(f) { R — R
MU = alf)=fA)=fo+ fio A+ for A2+ f s AT
Wir erhalten daraus einen Operator

{ R[X}

— F(R,R)
= (A= f(N),
der einem Polynom f € R[X] eine polynomiale Abbildung R — R zuordnet.

Beachte, dass dieser Operator im allgemeinen . ..

— nicht injektiv ist. Zwei verschiedene Polynome koénnen die gleiche Abbildung
induzieren.
— kein Ringhomomorphismus ist.

(iv) Ist der Ring R ein Integritétsring mit unendlich vielen Elementen, so ist der Operator
in (iil) injektiv.
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3.3.2 Beweis

(i) und (iii) konnen leicht eingesehen werden. (ii) folgt daraus, dass die beiden genannten
Polynome ¢ und h invers bzgl. Einsetzung sind.

(iv) Ist
R — R
{ A= f(A),

die Nullabbildung, so hat das induzierende Polynom f unendlich viele Nullstellen. Das
steht im Widerspruch zu der Aussage in Satz 3.5.2(iv), dass die Anzahl der Nullstellen
von f durch deg(f) beschrankt ist, aufler es ist f = 0. Das bedeutet, dass der Operator
injektiv ist.

3.3.3 Beispiel

Ist beispielsweise R = Z /27 der Korper mit zwei Elementen, so sind die beiden konkreten
Polynome

f(X) = X?+X+1, gX) = X*+X+1
aufgrund von
f0) = g0) =1, f(1) = g¢(1) =1

als Abbildungen Z/27 — 7 /27 gleich. Als abstrakte Polynome sind sie jedoch verschie-
den:

f = (1,1,1,0,0,...) # (1,1,0,1,0,...) = g.

Das Beispiel zeigt auch, dass der Grad einer Polynomfunktion nicht eindeutig definiert
sein muss.
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3.4 Polynomdivision

3.4.1 Satz: Polynomdivision

Es sei R ein uk Ring (nicht notwendig ein Integritétsring). Wir betrachten zwei Polynome
f o= fnX"+ foa X"+ iX 4+ fo € RIX]
g = X"+ g X" T+ +aX+g €R[X]

Ist der Leitkoeffizient von ¢ eine Einheit, g, € R*, so gibt es Polynome ¢,r € R[X] mit

f - q . g + T, WObel deg r < deg g ( + Der Fall r = 0 ist eingeschlossen).

Die beiden Polynome ¢, sind durch die Zusatzbedingung an den Grad von r eindeutig
bestimmt.

3.4.2 Beweis
Existenz.
(0) Der Fall deg f < deg g ist klar. Setze dann ¢ = 0 und r = f.
(1) Der Fall deg g = 0 ist auch klar. Setze dann ¢ = gy f und r = 0.
(2) Sei ansonsten deg f > deg g > 1. Induktion nach m = deg f > 0.
Induktionsanfang. deg f = m = 1. Dann ist auch deg ¢ = 1 und wir wahlen ¢, r so:
HX+fo = @(91)( +90) + (fo — 91" fr90)-
g =
Wegen degr < 0 ist die Zusatzbedingung erfiillt.
(3) Induktionsschritt. Sei deg f =m >n > 1.

Definiere
f o= f=g e X g,
Es ist dann
fm = fou—0, fmgn = 0, also degf< deg f.

(4) Damit ist die Induktionsvoraussetzung auf f anwendbar, wir erhalten eindeutig be-
stimmte Polynome ¢, r mit

f = q-g+r,  wobei degr < degy.

(5) Setzen wir dies in die Definition von f in (3) ein, so erhalten wir

f= f4+g X" g = G g+r+g, fu - X" g
= [Elv"i‘gq:lfm'Xm_n]'g"i‘T'

(.

-~

=:q

Eindeutigkeit.



S. Hilger — Algebra mit Elementen der Galoistheorie — Sommersemester 2019 — 22. Oktober 2019 57

(6) Angenommen, es gibt zwei verschiedene Ergebnisse der Division mit Rest

[ = ag+n wobei degr; < degg
= 9t wobei degry, < degg.
Es folgt

(1 —@)g+(ri—r) = 0
(7) Die Annahme ry # r fithrt auf (g1 — ¢2)g # 0 und damit ¢; — ¢ # 0.
Da der Leitkoeffizient von g eine Einheit und damit kein Nullteiler ist, folgt

max{degr;,degrs} > deg(r; —ry) = deg[(q1 — q2)9]
3.2.2(ii)

= deg(q1 — q2) +degg > degyg.
>0

Widerspruch.

(8) Es muss also 71 = ry sein. Dann muss aber, da der Leitkoeffizient von ¢ eine Einheit
und damit kein Nullteiler ist, auch ¢; = ¢» sein.

3.4.3 Beispiel: Polynomdivision

Die beiden Polynome g und r aus dem obigen Satz erhélt man algorithmisch durch die
aus der Schule bekannte Polynomdivision.

Man iiberzeuge sich mit Hilfe der Polynomdivision
(3X° —4X"+2X° — X +8) : (X? +7X* —5)
von der Darstellung

3X° —4X*+2X% — X +8
= (3X?—25X +177)(X? + 7X? — 5) — 1224X? — 126X + 893.
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3.5 Nullstellen und Linearfaktoren

3.5.1 Definition: Nullstelle
Es sei R ein uk Ring.
Eine Zahl A € R heifit Nullstelle der Polynomfunktion f, wenn e,(f) = f(A) = 0.

3.5.2 Satz: Nullstellen und Linearfaktoren

Es seien R ein Integritétsring und ein Polynom f € R[X| mit deg f > 1 gegeben. Weiter
sei A € R.

(i) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:
(A) X ist eine Nullstelle von f, d.h. es ist
TN+ ™ XN+ fo = 0.
(B) Es gibt ein eindeutig bestimmtes Polynom ¢ mit deg g = deg f — 1 so, dass
fX) = (X =X)-g(X).

Man spricht von der Abspaltung eines Linearfaktors.

(ii) Es gibt eine eine eindeutig festgelegte Zahl k € Ny und ein Polynom ¢ mit deg g =
deg f — k so, dass

J(X) = (X=NF-g(X),  wobei g() #0.

Die Zahl k heiit die Vielfachheit der Nullstelle A im Polynom f.

(iii) Das Polynom f hat hochstens deg f Nullstellen.

3.5.3 Beweis
(i) = Die Richtung (B) = (A) ist trivial.
(i) < Fiir die Umkehrung machen wir eine Voriiberlegung: Es gilt fir m € N
(Xm_)\m> — |:Xm+Xm71>\+Xm72)\2+...+X2>\mf2+X)\mfli|
— [X"H)\ + XM XN XA 4 Am}
= (X =N (X" "+ X" N+ XA N

Qo1 (XN

Jetzt konnen wir die Umkehrung zeigen:
fX) = FX)=f(N)
= (an” + X+ AX + fo) - (an” + Lo i+ fo)
= foX" =N+ fura (X" AT 4 fi(X =N

= (X =N (FQua (X)) + a1 Qus(X N+ + 1)
= (X=X -g(X).
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Die Existenz lasst sich auch ohne die Voraussetzung ,,R Integritétsring” beweisen.
Die Eindeutigkeit von g ist gesichert, da R ein Integritétsring ist.

(ii) Aufgrund der Verminderung des Grads bei jeder Abspaltung der Linearfaktoren (X —
A) muss irgendwann — nach k Schritten — g(\) # 0 eintreten.

(iii) Anderenfalls wiirde ein Widerspruch zur Gradformel 3.2.2 (ii) entstehen.

3.5.4 Beispiele

1. Wir betrachten den uk Ring Z/6Z, der kein Integritétsring ist.

Das Polynom f = X2 + X hat Grad 2, aber vier verschiedenen Nullstellen, nimlich

04+6Z, 2+6Z,  3+6Z,  5+6Z

2. Wir betrachten den uk Ring der Matrizen

a r
<Oa>’ a,r € R.

Das Polynom X? hat alle Matrizen der Form ( 8 6 ), also unendlich viele, als
Nullstellen.

3.5.5 Definition: Zerfall in Linearfaktoren

Es sei R ein uk Ring und f € R[X]. Man sagt, das Polynom f zerfillt (iber R) in
Linearfaktoren, wenn es in der Form

fX) = fo- (X =2 (X =Xk (X = \p)km

mit Elementen A{,...,\; € R und kq,...,k; € N dargestellt werden kann.

3.5.6 Zusatz: Nullstellen im Quotientenkdrper ©

Es sel R ein faktorieller Ring und Quot R der zugehdrige Quotientenkdrper. Zu einem
gegebenen Polynom f € R[X]| mit deg f = m betrachten wir die Aquivalenzen von Poly-
nomgleichungen

0 = f(X) = fouX"+foa X"+ + X+ fo
(Substitution: X = )

0 = fulg)" + fuoa(Z)™ o+ filg) + fo
(Mulitplikation mit fm=1)

0 = g(Y) = Y™+ fruadY™ o+ AT+ fof

(i) Fiir ein A € Quot R sind dquivalent:
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— A ist Nullstelle von f.
— Esist A = fim’ wobei p Nullstelle von ¢ ist.

(ii) Ist A = 4~ € Quot R Nullstelle von f, so gilt A | (fofyn ™).

60
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3.6 Transfer von Eigenschaften zum Polynomring

3.6.1 Satz: Transfer von Eigenschaften
Es sei R ein uk Ring R. Dann gelten die folgenden Implikationen.
(i) R ist ein Integritdtsring
<= R[X] ist ein Integrititsring
(ii) R ist faktoriell
= R[X] ist faktoriell (Satz von GauB)

(iii) R ist noethersch
— R[X] ist noethersch (Basissatz von Hilbert)

(iv) R ist ein Korper
<= R[X] ist ein euklidischer Ring
<= R[X] ist ein Hauptidealring

3.6.2 Beweis

(i) (A) = (B). Sind f und g zwei Polynome iiber dem Integritéitsring R, so sind ihre Leit-
koeffizienten keine Nullteiler. Dann kann auch der Leitkoeffizient des Produktpolynoms
f - g kein Nullteiler sein, ist also ungleich Null.

(ii) (B) = (A). Da R C R[X], ist die Aussage trivial.

(ii) (A) = (B). Der Beweis dieser Implikation ist sehr aufwéndig. Er wird spéter in Kapitel
3.9 gefiihrt.

(iv) (A) = (B). In einem Korper gilt R* = R\ {0}, also sind Leitkoeffizienten von Poly-
nomen immer Einheiten. Die Behauptung ist dann in Satz 3.4.1 enthalten. Die euklidische
Funktion ist der Polynomgrad.

(iv) (B) = (C). Siehe Satz 2.5.4.

(iv) (C) = (A). Es sei R[X] ein Hauptidealring. Wir betrachten den Einsetzhomomor-
phismus

G { R[X] — R
f = fo=f(0)
und dazu den Homomorphiesatz
R ~ R[X]/(kerey).
Dann gilt die folgende Implikationskette.
R[X] ist Hauptidealring

= R[X] ist Integritdtsring
— R ist Integritétsring
R ~ R[X]/(kereg) . e .
= R[X]/(kereg) ist Integritatsring
— kereg ist Primideal in R[X]
S A ker gy ist maximales Ideal in R[X]
TEET R st Korper.
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3.6.3 Diagramm zu uk Ringen und ihren Polynomringen

R = Z[Vd]
d=-2,-1,2,3

R Ganzheitsring

R Dedekind-Ring

GB: Z[X]

R Korper

R euklidisch

R Hauptidealring

R faktoriell

GB: Z

. 14/—=19
GB: Z+Z 5

|
GB: (2, X) C Z[X]
GB: (X,Y) C (R[X])[Y]

Satz von Gau$ (Inhalt)

GB: Z[/=5]

R ist ganz-abgeschlossener

Integritédstring

R Integritédtsring

R noethersch

R uk

GB: R[X?, X3] C R(X)

Hilbert’scher Basissatz

GB: R[X1, X2, .. .]
GB: C(R,R)

Ring

R[X] euklidisch

R[X] Hauptidealring

R[X] faktoriell

R[X] Integritéitsring

R[X] noethersch

R[X] uk Ring

62
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3.7 Primitive Polynome und Inhalt eines Polynoms

In diesem gesamten Kapitel ist R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P. Das be-
deutet, dass gg'T und kgV Funktionen sind, die endlichen Teilmengen von R ,eindeutig
definierte” Elemente von R zuordnen.

3.7.1 Definition: Primitives Polynom

Es seien R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P der Primelemente. Weiter sei
f=f+AX+ ...+ fnX™ e R[X]\ {0} ein Polynom.

Das Polynom f heiit primitiv, wenn seine Koeffizienten teilerfremd sind, d.h.
ggT(an v 7fm) =1

3.7.2 Bemerkung

Irreduzible Polynome sind primitiv, das Polynom X? ist primitiv, aber nicht irreduzibel.

3.7.3 Definition: Inhalt-Primitiv-Zerlegung eines Polynoms
Es sei R ein faktorieller Ring mit Vertretersystem P und

f = fot+t iX+.. .+ X" € Quot R[X]
ein Polynom mit Koeffizienten im Quotientenkorper Quot R.

Wir zerlegen in einer Abfolge von Schritten das Polynom in seinen Inhalt inh f und
primitiven Anteil fr**.

(1) Soweit wie moglich kiirzen

Es existieren gemafl Satz 2.7.5 eindeutige Elemente a; € R,b; € R\ {0} so, dass
f - %3+%X++Z_:Xm’ V] ggT(aJ,b])zl

(2) Extrahieren des kgV im Nenner

Wir extrahieren B := kgV (by,...,b,) # 0 und erhalten

f = Bl (cotaX+... +cep,X™), wobei ¢; = Bb?jER.

(3) Extrahieren des ggT

Wir extrahieren C' := ggT(cy,...,¢n) # 0 und erhalten

f = CB'(doy+d X +...+d,X™), wobeid; = 2% ¢eR

C'b;
R/—/ -~ J/
=:inh f =: fprt

(4) Zerlegung

Es ist dann ggT(dy,...,d,) = 1. Wir haben also eine eindeutige Zerlegung

f = inhf-.f™
des Polynoms f € Quot R[X] in zwei Faktoren inh f € Quot R und ein primitives Polynom
fr* € R[X] erhalten.

Beachte, dass die Eindeutigkeit dieser Zerlegung auf der Eindeutigkeit von ggT und kgV
beruht.
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3.7.4 Eigenschaften der Inhalt-Primitiv-Zerlegung

Es seien R ein faktorieller Ring und P ein Vertretersystem der Primelemente von R.
Weiter sei

f= Jfot X+ ..+ X" € Quot R[X].

(i) Ist f=a- feine weitere Zerlegung von f mit a € Quot R und primitivem ]AC/, so gilt

f~f"  in R[X].

(ii) Es gelten die Implikationen in dem folgenden Diagramm

f € (Quot R)[X]\ {0}, normiert — inhf = 4, Be R\ {0}
i)
f € R[X]\ {0}, normiert
4
f e R[X]\ {0}, primitiv — inhf = 1
\
f € RIX]\ {0} = inh f € R\ {0}
\
f € (Quot R)[X] \ {0} — inh f € Quot R\ {0}
3.7.5 Beweis ©
(i) Wir zeigen die etwas allgemeinere Aussage: Gilt
f = agqg =b-h mit a,b € Quot R und g, h primitiv,

so folgt
g ~ h € R[X].

(1) Da wir die Gleichung mit dem kgV der Nenner von a und b multiplizieren kénnen,
kann von vornherein a,b € R angenommen werden.

(2) Der Koeffizientenvergleich liefert
a-g; = b-h, je{0,1...,m}. (%)
(3) Da g und h primitiv sind, gilt

geT(go, .- y9m) = 1 (k)
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(4) Es gilt dann

a 7 ggT(ago, ... agm) = ggT(bho,... bhy) "~ b,

also a ~ b.

(5) Es existiert also v € R* mit b = wa und dann
ag = bh = wuah,

nach Anwenden der Kiirzungsregel g = u h. ged.
(ii) Dritte Zeile. Diese Aquivalenz ist eine direkte Folgerung der Definition des Inhalts.
(ii) Vierte Zeile =

Betrachte die Schrittfolge in der Definition 3.7.3. Esist by = ... =b,, = 1, deshalb B =1
und dann inh f = C = ggT(co,...,cm) = 28T (fo,.- ., fm) € R.

(ii) Vierte Zeile <=
Wegen f** € R[X] ist dann auch f =inh f - f* € R[X].

(ii) Erste Zeile. Wie in Schritt (2) von 3.7.3 beschrieben, sei B € R\ {0} das kgV der
Nenner der gekiirzten Koeffizienten von f.

Wir betrachten das Polynom
g = Bf = BX"+Bf, 1 X" '+ ...+ BfX + Bf,.

und zeigen, dass es primitiv ist.
Angenommen es gibt ein p € P mit p | g; fiir alle j € {0,...,m}.

Da f normiert und damit primitiv ist, muss p | B gelten. Geméa8 Definition des kgV muss
die hochste Potenz p* im kgV auch bei mindestens einem der Nenner b; des Polynoms f
auftreten, wir erhalten

B = pF-B mit p)(é

bj = pk 'gj mit P *’BJ
Weiter ist wegen ggT(a;,b;) = 1 auch p fa;.
Es gilt dann

Ba; pk~§a]-

o Ba
gj b]. pk-bj b] )

J

woraus p f g; folgt. Also ist g primitiv und es folgt mit der Implikation der dritten Zeile
1 = inhg = inh(Bf) = B-inh/f.
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3.7.6 Lemma von Gauf
Es seien R ein faktorieller Ring und g, h € R[X] \ {0} Polynome.

Primitivitdt und die Inhalt-Primitiv-Zerlegung verhalten sich multiplikativ, d.h. genauer
(i) Sind g, h primitiv, so ist auch g - A primitiv.
(ii) Esist inh(g-h) = inhg-inhh.

(iii) Esist (g-h)"™ = g™ - h™.

3.7.7 Beweis ©

(i) Es seien

g = g X"+ g X + q
h = hpX™ +...4+ X + hg
f=9h = frpX™" +...+ X+ fo

Angenommen, f ist nicht primitiv. Dann gibt es ein Primelement p € M +(fo, - - -, foin)-
Da h und ¢ primitiv sind, gibt es j € {0,...,m} und k € {0,...,n} so, dass
p|h07"’7p|h’j—17 p/*/hj
plgo, - plok-1, P [k

Es ist dann

fj+k = Zlogj.ug + hlgj+k_1 + ...+ hj_lgk+£+hjgk + leﬂgk_l + ...+ hj+k_1gl + hj+kg9.

Da p alle Summanden in der Unterklammerung und die linke Seite f; teilt, teilt p auch
h;gi. Da p ein Primelement ist, folgt p | h; oder p | gi. Widerspruch.

(ii) Wir wenden die Inhalt-Primitiv-Zerlegung auf das Produkt gh und auf die Faktoren
g und h an, d.h.

inh(g-h)-(g-h)"™ = g-h = inh(g)g™ -inh(h)h™ = inh(g)inh(h) - ¢g*"*h"".

Nach (i) dieses Satzes ist das Produkt g”*h** ganz rechts primitiv. Mit Satz 3.7.4(i)
erhalten wir

gt~ (g - h)™

Nach Satz 3.7.4(ii) sind die Inhalte in R, es folgt zunéchst
inh(g-h) ~ inh(g)inh(h)

und dann, da die Inhalte als gg'T's nur Produkte von Elementen aus P sind, dass
inh(g-h) = inh(g)inh(h).

Die erste Gleichung in (ii) zeigt dann sofort auch die Aussage (iii) auf.
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3.7.8 Folgerungen aus dem Lemma von Gauf

Es seien R ein faktorieller Ring und P ein Vertretersystem der Primelemente von R. Es
gelten die folgenden (technischen) Implikationen

fyg € RIX]|\ {0}, g primitiv
h € (Quot R)[X] \ {0} =  he R[X].
g-h=f in (Quot R)[X]

gER 0
f,9 € RIX ]\{} g primitiv e g1f m RN
glf (Quot R)[X

_— f~g in R[X].
f~g in (QuotR)[X =

f,9,h € (Quot R)[X]\ {0}, normiert

—  g¢,h € RIX].
f=g-heR[X

f.9 € RIX]\ {0}, f,g primitiv }
3.7.9 Beweis ©

(1) Unter Beachtung der dritten und vierten Zeile des Diagramms in 3.7.4 (ii) und des
Lemmas von Gauf (ii) folgt

inhh = inhg-inhh = inh(f) € R
und damit h € R[X].

(2) Die zweite Impliktation ist nur eine Umformulierung der ersten.

(3) Unter Beachtung von f ~ g <= f| g und g | f lasst sich die dritte Implikation auf
die zweite zuriickfiithren.

(4) GeméB erster Zeile im Diagramm in 3.7.4 (i) gibt es By, B, € R\ {0} mit inhg = -
und inh h = B%L‘ Wegen

I = inhf = inhg-inhh = 24+

sind By, By, € R* und damit inh g,inh h € R. Es folgt g, h € R[X].
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3.8 Irreduzibilitiatskriterien

3.8.1 Satz: Irreduzibilitit beim Wechsel zwischen Ring und Quotientenkdrper
Es seien R ein faktorieller Ring und Quot R sein Quotientenkorper.

Wir betrachten ein Polynom
f = fo+r iX+ . 4 fuX™ € R[X]\ {0}.

Dann gelten die folgenden Implikationen

f primitiv

f irreduzibel € (Quot R)[X] dogs 21

f irreduzibel € R[X].

3.8.2 Beispiele

Die Polynome 2X oder 24X? — 18X + 36 sind irreduzibel in (Quot R)[X], aber nicht in
R[X].

Die Polynome 2 oder —5 sind irreduzibel in R[X], aber nicht in (Quot R)[X].

Das heifit, die beiden Implikationen des Satzes sind ,,Aquivalenzen bis auf Sonderfille”.

3.8.3 Beweis

=. Angenommen, es wire f = g-h eine Zerlegung in R[X|. Wegen der Irreduzibilitét von
f in Quot(R)[X] ist (O.B.d.A.)

g € ((Quot R)[X])* N R[X] = (Quot R)* NR[X] C R.

Wire g ¢ R*, so wére f = g - h nicht primitiv.

<. Angenommen, es wire f = g-h eine Zerlegung in (Quot R)[X]. Es gilt dann degg > 1
und deg h > 1. Weiter ist dann

f = g-h = inhg-inhh-g™ - -h*™ = 1inhf. ¢g** - A*™
N
€R  €R[X] €R[X]

eine Zerlegung in R[X]. Widerspruch.

3.8.4 Nullstellen von normierten Polynomen

Es sei R ein faktorieller Ring.

(i) Ist A € (Quot R)[X] eine Nullstelle des normierten Polynoms f € R[X], so gilt
A € R und dann weiter A | fo.

(ii) Ist f normiert und reduzibel in (Quot R)[X] mit deg f € {1,2,3}, so gibt es eine
Nullstelle A € R.
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3.8.5 Beweis

(i) In diesem Fall kann in (Quot R)[X] der zugehorige Linearfaktor abgespalten werden,
also

fX) = (X=X g(X).
Es muss auch g normiert sein. Geméf der vierten Implikation in Folgerung 3.7.8 ist X —\ €
R[X], also A € R.

(i) In diesem Fall gibt es in der Zerlegung von f einen Linearfaktor, der eine Nullstelle
in Quot R nach sich zieht. Man wende Aussage (i) an.

3.8.6 Satz: Das Schonemann-Eisenstein-Kriterium
Es seien R ein faktorieller Ring und
f = Jfo+ i X+ fo X244 faar X" '+ fin X™ € R[X]
N~ ~~ —— ~~
p| p2 ) p| | | pf

ein primitives Polynom mit deg f > 1.

Wenn es ein Primelement p € R gibt so, dass die Teilbarkeitsbedingungen wie oben in
der zweiten Zeile erfiillt sind, so ist f irreduzibel in R[X] und dann auch in (Quot R)[X].

3.8.7 Beweis
(1) Wegen deg f > 1ist f € R°.

(2) Wir nehmen an, f sei nicht irreduzibel, d.h. es existiert ein Zerlegung f = g - h, wobei

g = go+aX+BX +.. .+ g X+ gXF gr # 0,
h = ho+mX +BoX?+ ...+ h XU+ b XY, he # 0.
(3) Es ist

P | fo p | goho O.B.d.A. P | Jdo
et —
p2/}/fo} {p2*90h0 p [ ho
plfm = plahe = Dp)fo
Also gibt es ein j € {1,...,k} so, dass
plg, plo, oo plg;, P fgin (*)
(4) Es ist
fj+1 = gj+1h0 + gjhl + ...+ gOhj+17 wobel hk =0 fur £ > /4.
(5) Weiter

p [ gj+1 ,
p f ho } = P L9l

p | (gih1 + ...+ gohjy1)

(6) In (*) steht dann also p } g,. Es folgt g,, # 0 und damit degg = m = deg f. Dann
ist £ =0, also h € R.

(7) Da f als primitiv vorausgesetzt wurde, folgt h € R*.

== pffin = Jj+l=m

(8) Die zweite Aussage folgt mit dem Irreduzibilititssatz 3.8.1
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3.8.8 Beispiel
Das Polynom

f = 3X°—91X*+126X° — 77X + 35

ist geméafl dem Kriterium von Schonemann-FEisenstein bei Wahl von p = 7 irreduzibel.

3.8.9 Beispiel

Esseien m € N, p eine Primzahl und f(X) = X™—p € Z[X]. Das Schonemann-Eisenstein-
Kriterium zeigt sofort, dass f irreduzibel in Z[X] und (Quot Z)[X] = Q[X].

Fast genau so leicht ist zu sehen, dass f(X) = X™ — ¢ € Z[X] irreduzibel ist, wenn ¢
Produkt von paarweise verschiedenen Primzahlen ist.

Insbesondere ist g/q irrational.

3.8.10 Beispiel: Das p-Kreisteilungspolynom

Es seien p eine Primzahl und
fX)=XP 4 XP 24+ X+1 € Z[X]

das so genannte p-te Kreisteilungspolynom, vgl. spater Kapitel 77.

Es ist, wie man mit Hilfe des Schonemann-Eisenstein-Kriteriums zeigen kann, irreduzibel.

(Ubung)
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3.8.11 Reduktionssatz
Es sei R ein faktorieller Ring und
[ = X"+ ..+ X+ fo € R[X]
ein primitives Polynom. I sei Primideal in R und dann
f = X"+ + X+ [ €(R/DX]
das projizierte Polynom, vgl. 3.1.7.
Ist

fn &1, dh. f, #0,
so gilt

f irreduzibel in (R/I)[X]
= f irreduzibel in R[X]
= f irreduzibel in (Quot R)[X].

3.8.12 Beweis

Angenommen, das gegebene Polynom f ist in R[X] nicht irreduzibel, es gibt also eine
Zerlegung

f = g-h mit degg > 1, degh > 1.
in R[X], die sich nach (R/I)[X] vererbt
f = 73h

Sind gy und h, die Leitkoeffizienten von g und h, so gilt, da R/I Integritétsring, dass

— G # 0 degg = degg >1
0 # fm = Gr-he = {h_g#() - {degﬁzdethI,

also ist f nicht irreduzibel in (R/1)[X].

Die zweite Implikation ist wieder eine Konsequenz aus dem Irreduzibilitédtssatz 3.8.1.

3.8.13 Beispiel

Das Polynom 2X + 4 ist reduzibel in Z[X], das mod 3 projizierte Polynom 2X + 1 ist
aber irreduzibel in F3[X| = Z/3Z. Es kann also nicht auf die Voraussetzung ,,primitiv”
im Reduktionssatz 3.8.11 verzichtet werden.
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3.8.14 Beispiel

Das Polynom
f(X) = 5X°—4X*+3X —9 € Z[X]

ist irreduzibel. Das bei Reduktion mod 2 entstehende Polynom
f(X) = X3+ X+1 c (2/272)[X]

ist irreduzibel, da es als Polynom dritten Grades eine Nullstelle in Z/2Z haben miisste,
aber keine der beiden Zahlen 0,1 Nullstelle ist.

Man kann hier elementarer argumentieren: Das Polynom f miisste bei Reduzibilitéit eine
Nullstelle in Z haben. Setzt man aber eine ungerade bzw. gerade Zahl ein, so ist der Wert
immer ungerade, kann niemals Null sein.

3.8.15 Beispiel

Das Polynom
f(X) = X*4+12X° +13X% — 11X + 10 € Z[X]
wird bei Reduktion mod 2 zu dem reduziblen Polynom
X'+ X+ X

Selbstverstindlich kann man nicht schlieflen, dass auch f reduzibel wére. Tatséchlich wird
es mod 3 zu

fX) = X*+X?+X+1 € (2/32)[X]

Dieses Polynom hat keine Nullstelle in Z/3Z, es konnte also hochstens eine Zerlegung in
zwei quadratische Polynome haben:

f(X) = (X?+aX +b)-(X*+cX +4d), (%).

Testet man die neun normierten Polynome in (Z/3Z)[X] durch, so stellt man fest, dass
davon nur

X% 41, X2+ X +2, X2 42X +2

irreduzibel sind. Setzt man sie paarweise in (%) ein, so geht das in keinem Fall auf.

Somit ist f irreduzibel in (Z/3Z)[X] und dann f irreduzibel in Z[X].
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3.9 Beweis des Satzes von Gaufl

3.9.1 Satz von Gaufl
Ist ein Ring R faktoriell, so ist auch der zugehorige Polynomring R[X] faktoriell.

3.9.2 Beweis

(0) Wir zeigen geméf Definition und Satz 2.2.1 die beiden Eigenschaften (Ex;,,) und (Ei,,)
fir R[X]. Es sei f € R[X]\ {0}.

(Ex;.,). Per Induktion iiber m = deg f.

Fiir m = 0 ist (Ex,,,) klar, da R selbst faktoriell ist.

Induktionsschritt. Sei (Ex,,) fiir Polynome g mit degg < m — 1 gezeigt.
Es ist

f = inh f. fr
Da R faktoriell ist, besitzt inh f eine Zerlegung in irreduzible Elemente.

Das Polynom f** ist wegen der Primitivitit selbst irreduzibel oder es besitzt eine Zer-
legung f** = g - h in zwei Polynome ¢, h mit degg < m — 1 und degh < m — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es fiir ¢ und h Zerlegungen in irreduzible Elemente, damit
hat man auch eine fiir f.

(Eiy,).

(1) Wir nehmen an, es géibe zwei Zerlegungen

fro=r-mggige

VvV Vv

=T =g
f=r-...mq... g
N TV 7N TV 7

—F =g

mit irreduziblen Elementen r;,7; € R und g¢;,g; € R[X] \ R.

(2) Die Polynome g;,g; € R[X]\ R sind irreduzibel und deshalb primitiv. Damit sind
geméafl dem Lemma von Gaufl 3.7.6 auch die Produkte g und g primitiv.

(3) Mit Satz 3.7.4 (i) folgt g ~ g in R[X] und dann r ~ 7 in R, also
Tioo.. T o~ T T

(4) Da R faktoriell ist, ist diese Zerlegung (bis auf Assoziiertheit und Reihenfolge der

Faktoren) eindeutig, d.h. es ist £ = &k und (nach Umnummerierung) r; ~ 7; fir j =
1.k

(5) Wir wechseln jetzt in den Ring (Quot R)[X] und stellen fest, dass

der Polynomring (Quot R)[X] iiber einem Koérper ja bereits als faktoriell erwiesen
ist,

die Polynome g; und g; wegen deg > 1 geméf dem Irreduzibilitétssatz 3.8.1 auch
in (Quot R)[X] irreduzibel sind,
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die Assoziiertheit

Gi ot G ~ g1 Gy
aus Schritt (3) auch in (Quot R)[X] gilt.

(6) Wegen (Ei,.) in (Quot R)[X] gilt ¢ = ¢ und dann (nach Umnummerierung) gj ~ gj in
(Quot R)[X], dann gem&B der dritten Implikation in Satz 3.7.8 (iii) auch in R[X].
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4 Korpererweiterungen

4.1 Charakteristik und Primkorper

4.1.1 Definition: Charakteristik und Primkorper eines Korpers

1. Fiir jeden uk Ring R ist die Abbildung

Z — R
(
1+...4+1, fallsn>1,
—_——
. n Summanden
L n o — 0, falls n=0,
—(14...41), falls n <1,
~—_——
\ \ —n Summanden

ein Ringhomomorphismus, da sie die Addition erhélt und fiir j, k € N gilt

k) = 1+...41 = 1+...+1)+...... +(1+...41)
N——— N——’ N e’
jk Summanden j Summanden j Summanden .
k Kl;r;mern
= )+ +u(j) = o) - (1+...... +1)
k Surr?rganden k Sun?rnranden

= u(J) - u(k).

Auf sie kann der erste Homomorphiesatz 1.6.2 angewandt werden, es existiert ein
m € Z so, dass

B Z, falls ker(:) = {0},
U2) = Zfker(t) = { Z/mZ, falls ker(:) = mZ.
2. Diese Zahl m heifit die Charakteristik char(R) des Rings.
3. Ist K ein Korper (oder allgemeiner ein Integritétsring), so folgt im Falle char(K) =
J -k, dass
0 = w(gk) = o(j)-uk),
also wegen der Nullteilerfreiheit ¢(j) = 0 oder ¢(k) = 0.

Das bedeutet insgesamt, dass ein Koérper nur die Charakteristiken 0 oder Primzahl
haben kann.

4. Ist char(K) = 0, so ist ¢ injektiv. Der Ring Z der ganzen Zahlen kann als in K
eingebettet angesehen werden. Dann ist aber auch der Quotientenkoérper Q von Z
in K enthalten.



S. Hilger — Algebra mit Elementen der Galoistheorie — Sommersemester 2019 — 22. Oktober 2019 76

5. Ist char(K) = p, Primzahl, so ist das Bild ¢(Z) isomorph zum endlichen Kérper
F, := Z/pZ. Mittels ¢ kann F, als in K enthalten angesehen werden.

6. Der in dem gegebenen Korper K enthaltende Teilkdrper

Q, falls char(K) =0,
F,=2Z/pZ, falls char(K) = p,

heifit der Primkorper von K.

4.1.2 Satz und Definition: Monomorphismen von Koérpern
Es seien K und K Korper und
K — K
o { v ()
ein (unitérer) Ringhomomorphismus.
(i) Es gilt dann auch p(z71) = ¢(z)~*! fiir alle x € K*.
(ii) ¢ ist injektiv.
(iii) Die Charakteristiken von K und K stimmen {iberein.
(iv)

Wir nennen deshalb eine solche Abbildung einen Monomorphismus der Korper.

Die Einschrankung von ¢ auf den (gemeinsamen) Primkorper ist die Identitét.

4.1.3 Beweis
(i) Es ist

p(z) o) = pl@-a7!) = ¢(1) = L
(ii) Ist z € K*, so gilt

L= ¢(1) = glz-a7") = o@)- o),
also p(x) € K*. Bs folgt ker ¢ = {0}.

(iii) Wegen ¢ : Z — K — K ist ker(Z — K) C ker(Z — K). Diese beiden Mengen sind
{0} oder pZ. Eine Inklusion lésst sich nur herstellen, wenn die beiden Kerne gleich sind
oder im Falle char K = p und char K = 0.

Dieser zweite Fall wiirde aber bedeuten, dass auch der Primkérper [F), von K in K einge-
bettet werden kann. Wegen

1+...41 = 0 €F,
—_——

p Sdn.
folgt
p = p)+...+¢1) = p(1+...41) = ¢0) = 0 €K
und das ist ein Widerspruch.

(iv) Der Primkorper wird von dem Element 1 € K erzeugt. Wegen ¢(1) = 1 folgt die
Behauptung.
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4.2 Korpererweiterungen und Zwischenkorper

4.2.1 Definition: Korpererweiterung und Zwischenkorper

Es seien zwei Korper K und L gegeben, so dass K ein Unterkérper von L ist. Man spricht
dann von einer Kdrpererweiterung, symbolisch schreibt man L : K.

Ist M ein weiterer Korper mit K C M C L, so heifit M ein Zwischenkdrper der Korperer-
weiterung L : K.

Durch M entstehen die Korpererweiterungen L : M und M : K. Wir schreiben diese
Situation auch kurz als L : M : K.

Da eine Korpererweiterung die Existenz einer Einbettung K — L bedeutet, miissen K
und L geméf Satz 4.1.2 (iii) gleich Charakteristik haben.

4.2.2 Bemerkung

Das Programm bei Korpererweiterungen unterliegt dann den zwei folgenden Gesichts-
punkten.

e Esist ein ,,grofer” Korper L gegeben. Man will einen Uberblick iiber die Unterkérper
M gewinnen.

e Esist ein , kleiner” Korper K gegeben. Man sucht Oberkorper M, die in ,,gewisser
Weise bessere Eigenschaften” haben.

4.2.3 Definition: Monomorphismen von Koérpererweiterungen

1. Sind L : K und Z : K Korpererweiterungen, so heiit ein Monomorphismus von
Korpern ¢ : L — L ein Monomorphismus von Kdrpererweiterungen oder besser, ein
K-Monomorphismus, wenn die Einschriankung auf K die Identitét ist,

()O‘K = ldK

Wir schreiben dann auch ¢ : L : K — L: K.

2. Entsprechend gibt es wieder die Begriffe Isomorphismus und Automorphismus von
Korpererweiterungen.
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4.3 Erzeugung von Zwischenringen und Zwischenkérpern

4.3.1 Definition: Erzeugung von Zwischenringen und Zwischenkorpern

Es sei L : K eine Korpererweiterung.

1. Ist A eine beliebige Zwischenmenge, K C A C L, so ist der Schnitt aller uk Ringe,
die die Teilmenge A enthalten,

n =
KUAQRQL, R uk Ring

ein uk Zwischenring. Wir nennen ihn den (von A) erzeugten Zwischenring. Symbo-
lisch schreibt man dafiir K[A].

2. Ist A eine beliebige Zwischenmenge, K C A C L, so ist der Schnitt aller Zwi-
schenkorper M, die die Teilmenge A enthalten,

N M
KUAQMQL, M Kérper

ebenfalls ein Zwischenkdrper. Wir nennen ihn den (von A) erzeugten Zwi-
schenkdorper. Symbolisch schreibt man dafiir K(A).

3. Man spricht auch davon, dass der uk Ring K[A] bzw. der Korper K(A) durch
(innere) Adjunktion von A an K entstanden sind.

Leider wird in den Symbolen K[A] und K(A) und beim Begriff ,,Adjunktion von A
an K7 unterschlagen, dass auch der Oberkérper L mafigeblich ist.

4. Ist A={ay,...,a,} C L eine endliche Menge, so schreibt man auch

K[A] = Klay,...,a,) bzw. K(A) = K(ag,...,a,).

5. Enthédlt A = {a} C L nur ein einziges Element, so schreibt man auch
K[A] = Kld bzw. K(A) = K(a).
6. Gibt es zu einem Zwischenkorper M eine endliche Teilmenge A C M mit M = K(A),
so heiit M endlich erzeugt.

7. Gibt es zu einem Zwischenkérper M ein a € L mit M = K(a), so heifit R einfach
und a heifit ein primitives Element.

8. Es sei als Erinnerung (und Anlehnung an die Schulmathematik) darauf hingewiesen,
dass

e K|a] alle ,,polynomialen Ausdriicke” mit Polynomen

e K(a) alle ,rationalen Ausdriicke” mit Quotienten von Polynomen

enthélt, die Elemente aus K als Koeffizienten haben und bei denen a anstelle der
Variablen X eingesetzt ist.
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4.4 Der Grad einer Korpererweiterung

4.4.1 Definition: Grad einer Korpererweiterung

Es ist leicht einzusehen, dass (durch die Multiplikation von K auf der abelschen Gruppe
L) auf L die Struktur eines K-Vektorraums gegeben ist.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass dann gleichméchtige Basen dieses K-
Vektorraums existieren.

Man nennt die Dimension, also die Méichtigkeit einer solchen Basis, den Grad (der
Korpererweiterung) L : K, symbolisch

[L: K] = dimg(L).

4.4.2 Satz: Gradformel

Ist M ein Zwischenkorper der Korpererweiterung L : K, so gilt
[L:K] = [L:M]-[M:K].

4.4.3 Beweis

(0) Es ist nur der Fall beweisbediirftig, dass alle drei Zahlen endlich sind. Dieser Beweis
lésst sich allein mit linearer Algebra fiihren.

(1) Wir werden zeigen: Ist

(ui,...,uy) eine Basis des K-Vektorraums M und

(v1,...,v;) eine Basis des M-Vektorraums L,

so bilden die Produkte

(ugv1, UV, . . ., Uy Vg, , Uy Ve) eine Basis des K-Vektorraums L.
(2) Zu jedem Basisvektor v, € M existieren oy, € K so, dass

Vp = QuiUy + ...+ QU
(3) Ist = € L beliebig, so existieren [, € M so, dass

xr = pior+ ...+ By
Jedes (B wiederum ldsst sich mit v;;, € K darstellen als

Bk = YrUr+ ..+ Y lUm.
Dann gilt

r = [ +...+ B
= (71,1“1 +...+ 7m,1um)vl +o (71,6“1 +.. .+ 'Vm,Zum)vl
= YUV F - F Y Um Vg

also lésst sich x als Linearkombination der Produkte u; - v, darstellen.
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(4) Die Produkte sind linear unabhéngig, denn es gilt

V11UV A Ymgtmve = 0

= (1w + o F Y1 Um)U A (Yt F e Y = 0
(Linearkombination in L mit Koeffizienten aus M)

— ’)/17]'U1—|—...+’)/m7jum = 0 VJG{l,,g}
(Linearkombinationen in M mit Koeffizienten aus K)

— Yik = 0 v j, k.
4.4.4 Folgerung: Existenz und Eindeutigkeit von Zwischenk6rpern
Es seien MM Zwischenkorper der endlichen Korpererweiterung L : K mit M C M.
(i) Ist [L: M] = [L: M], so folgt M = M.
(i) Ist [M : K| = [M : K], so folgt M = M.

(iii) Ist [L : K] eine Primzahl, so folgt M = K oder M = L.

4.4.5 Beispiele

1. Die quadratischen Zahlkorpererweiterungen (Q + Q\/E) : Q haben Grad 2 und
konnen deshalb keine echten Zwischenkorper haben.

2. Die Korpererweiterung C : R hat Grad 2 und kann deshalb keinen echten Zwi-
schenkorper haben.
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4.5 Transzendente Elemente

4.5.1 Definition und Satz: Transzendentes Element

Es sei L : K eine Korpererweiterung. Fiir ein Element a € L sind die folgenden Aussagen
aquivalent.

(A) (def) a heiit transzendent (iber K ).
(B) Es gibt kein Polynom f € K[X]\ {0} so, dass a Nullstelle von f wére.

(C) Der Einsetz-Homomorphismus

_ .{K[X] - L
“ f o= fla)

ist injektiv. Anders ausgedriickt: Zwei polynomiale Ausdriicke in a sind verschieden,
wenn die beiden Polynome verschieden sind.

(D) Es gibt eine unendliche streng absteigende Kette von Kérpern zwischen K(a) und
K wie folgt

K(a) 2 K@) 2 K@) 2 ...... 2 K.
(E) Esist [K(a): K] = oc.

4.5.2 Beweis
Die Aquivalenz (B) < (C) ist nur eine konkret-abstrakte Umformulierung.

(C) = (D). Zunichst ist K(a*>"") € K(a?") klar. Wire ¢®" € K(a*""), so giibe es zwei
normierte Polynome f,g € K[X]\ {0} so, dass

o fe®)
“ = g(a2" )"

Daraus folgt aber
@ g(@®) = f(@®) = 0.
Das Polynom
X - g(X?) — f(X?)
ist Differenz eines ungeraden und geraden Anteils, damit ungleich Null. Es hat a*" als
Nullstelle. Damit gibt es ein Polynom mit a als Nullstelle. Widerspruch.
(D) = (E) ist wegen der Gradformel trivial.

(E) = (B). Diese Implikation stimmt mit der Implikation (B) = (E) in Satz 5.1.1 iiberein
und wird dort bewiesen.

4.5.3 Definition: Transzendente Korpererweiterung

Eine Korpererweiterung L : K heifit transzendent, wenn L mindestens ein iiber K tran-
szendentes Element enthalt.
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5 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

5.1 Algebraische Elemente
5.1.1 Definition und Satz: Algebraisches Element und Minimalpolynom

Es sei L : K eine Korpererweiterung. Weiter seien a € L und n € N.
(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent.
(A) (def) a heiit algebraisch (iber K mit Grad n).
(B) Es gibt ein Polynom f € K[X]\ {0} so, dass a Nullstelle von f ist.

Es gibt dann auch ein normiertes irreduzibles Polynom p, € K[X] mit deg y1, =
n so, dass a Nullstelle von p, ist.

(C) Die Folge (1,a,a?, ... ,a" ') ist eine Basis des K-Vektorraums K|a).
(D) Der Einsetzungshomomorphismus

ga:{K[X] ~ L

g — gla)
ist nicht injektiv. Der K-Vektorraum
Kla] = ime, ~ K[X]/kerg,

hat die Dimension n.
(E) Der Ring K[a] stimmt bereits mit dem Korper K (a) iiberein und es gilt
[K(a): K] = n.

(ii) Das in (i)/(B) beschriebene Polynom p, ist durch jede der folgenden dquivalenten
Eigenschaften eindeutig festgelegt.

e heiBt das Minimalpolynom (von a € L).

ta = ggT (kere,).

Ita ist enthalten in ker €,, normiert und irreduzibel (= prim).

[tq ist enthalten in ker e,, normiert und hat minimalen Grad in kere,.

5.1.2 Beweis

Die innerhalb von (i)/(B) angegebene Aussage und die in (ii) konstatierten Aquivalenzen
sind ringtheoretischer Natur. Der Hintergrund ist im wesentlichen, dass K[X] ein eukli-
discher Ring mit euklidischer Bewertung F(f) = deg f und damit ein Hauptidealring
ist.

Das eindeutige normierte irreduzible Polynom, das das Ideal ker ¢,, siehe (C), erzeugt, ist
eben das Minimalpolynom.

Zu (i).
(B) = (C). Da a Nullstelle von p, ist, gilt in L

(Na)o + (,ua)l ca+...+ (:U’a)n—l . an—l +a* = 07
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und damit

@ = (ot Grs a4 (s -0,
Damit ist jede Potenz a’, j > n, eine K-Linearkombination von (1,a,a?,...,a"!) in
K|a).
Angenommen, die Folge (1,a,a?,...,a"!) sei linear abhéingig in L. Dann existieren f; €
K mit

f0-1+f1-a—i—f2-a2—|—...+fn_1-a”_l = 0.

Das ist aber ein Polynom ungleich Null vom Grad n — 1, das a als Nullstelle hat. Das ist
ein Widerspruch zum minimalen Grad von p,.

(C) = (B). Da die Menge {1,a,...,a"} linear abhéngig ist, gibt es fo,..., f, € K, nicht
alle gleich Null, so dass
fo+ fia+ ...+ fna® = 0.

Damit ist ein Polynom mit a als Nullstelle gefunden.
(D) ist eine abstrakte Umformulierung der in (B) und (C) getétigten Aussagen.
(D) = (E). Es ist
Kla] = ime, ~ K[X|/kere, = K[X]/(1ta)-
Das Hauptideal (p,) € K[X] wir von dem irreduziblen Element p, erzeugt, ist also ein
maximales Ideal. Deshalb ist K|[a] bereits ein Korper und es gilt K(a) = Klal.

Evtl. blickt man dabei nochmal auf die Definitionen von K(a) und K|a] in Abschnitt
4.3.1.

(E) = (B) Die Teilmenge {1,a,...,a"} C K(a) muss linear abhingig sein, es gibt also
ein Polynom f # 0 mit deg f = n und f(a) = 0. Normierung liefert die Aussage iiber den
Grad des Minimalpolynoms.

5.1.3 Beispiel
Innerhalb der Koérpererweiterung C : R ist ¢ € C \ R algebraisch mit Minimalpolynom
pi = X?+1 und dann [C: R] = 2.
5.1.4 Beispiel
Innerhalb der Kérpererweiterung C : Q sei a € C\ Q mit b = a® € Q.
Dann ist Q[a] = Q(a) mit Minimalpolynom X? — b € Q[X].
Ist a = d € Z quadratfrei, so ergeben sich die schon mehrfach betrachteten Korper
Qd) = Q+QVd

mit [Q(d) : Q] = 2. Wir hatten dabei schon festgestellt, dass die linearen Polynome
u + vv/d # 0 invertierbar sind, also Q[d] = Q(d) gilt.
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5.1.5 Beispiel
In Ubung A22. hatten wir gesehen, dass das p-te Kreisteilungspolynom

FX)=XP 4 XP 24 4+ X+1 € Z[X], p Primzahl

irreduzibel ist. Es hat ¢, := e’r € C als Nullstelle.
Damit ist ¢, algebraisch iiber Q, es gilt Q(¢,) = Q|[¢,] mit [Q((,); Q] =p — 1.

5.1.6 Beispiel
Wir betrachten den uk Ring
Q = Q+Qv2+QV3+QvV6

aus Beispiel 1.1.5/10 und Ubung A3.
Der Teilaufgabe A3(a) liasst sich entnehmen, dass fiir a := V2443 gilt

a*—10a*+1 = 0
und dann, dass
pa(X) = X*—10X%+1
das Minimalpolynom von a ist, da es kein Polynom f kleineren Grades gibt mit f(a) = 0.

Der Satz 5.1.1 sagt nun aus, dass @ = Q[a] = Q(a) ein Korper ist mit [Q(a) : Q] = 4.

Es stellt sich die Frage, wie inverse Elemente berechnet werden.
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5.2 Endliche Korpererweiterungen

5.2.1 Definitionen: Endliche und algebraische Korpererweiterungen

Eine Korpererweiterung L : K heifit . ..
1. endlich, wenn der Grad [L : K| endlich ist.

2. algebraisch-endlich-erzeugt, wenn L : K endlich-erzeugt ist und dabei die erzeugen-
den Elemente ay,...,a, € L = K(ay,...,a,) algebraisch iiber K sind.

3. algebraisch-einfach, wenn es ein algebraisches Element a € L gibt so, dass L = K (a).

4. algebraisch, wenn alle Elemente a € L algebraisch iiber K sind.

5.2.2 Bemerkungen

Beachte, dass das Wort ,,endlich” hier in zwei wohl zu unterscheidenden Bedeutungen
auftritt.

Geméf der Definition (A) < (B) bedeutet ,,endliche Korpererweiterung” L : K nichts
anderes, als dass L ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum ist. Eigentlich wére hier die
Benutzung des Wortes ,,endlich-dimensional” anstelle von ,,endlich” giinstiger.

Das Wort ,,endlich-erzeugt” nimmt Bezug auf die Definition in 4.3.1. und meint eben
,,endlich viele Elemente erzeugen L”.

5.2.3 Hauptsatz iiber endliche K6rpererweiterungen

Fiir eine Korpererweiterung L : K sind die folgenden Aussagen #dquivalent.
(A) L : K ist algebraisch-endlich-erzeugt.
(B) L : K ist endlich.
(C) L : K ist endlich und algebraisch.

5.2.4 Bemerkung

Die Implikation (A) = (C) ist trotz der dhnlichen Worter alles andere als trivial oder
,, direkt-in-ein-zwei-zeilen-beweisbar”. Tatséchlich ist zu ihrem Beweis der ,,Umweg” iiber
die Aussage (B) entscheidend. Dabei sind die Beweise der Implikationen (A) = (B) =
(C) letztlich linear-algebraisch.

5.2.5 Beweis

(A) = (B). Essei L = K(ay,...,a,) mit algebraischen Elementen a; € L. Wir zeigen die
Behauptung mit Induktion iiber n.

n = 1. Das ist die Implikation (A) = (E) aus Satz 5.1.1.

n — 1 — n. Nach Voraussetzung ist a, algebraisch iiber K, also erst recht iiber
K(al,...,an,l).
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Gemaéafl Gradformel ist
[K(ay,...,a,): K| = [K(a1,...,a,): K(ay,...,a,-1)] - [K(a1,...,a4,-1) : K]

und die rechte Seite ist wegen Induktionsanfang und Induktionsvoraussetzung endlich.

(B) = (C). Esseien [L : K] =dund a € L\ K. Die d+ 1 Elemente 1,a,d?, ..., a sind als
Vektoren im d-dimensionalen K-Vektorraum L linear abhéngig. Es gibt also Koeffizienten
fj € K, nicht alle Null, mit

fo+ fia+ fod®+ ...+ foa® = 0.

Damit hat man ein Polynom f € K[X]\ {0} gefunden, das a als Nullstelle hat, also ist a
algebraisch iiber K.

(C) = (A). Eine endliche Basis {ay, ..., as} des K-Vektorraums L ist eine Teilmenge von
L, die L algebraisch-endlich-erzeugt.

5.2.6 Beispiel

Die Kérpererweiterung K = Q(v/2,v/3) iiber Q ist algebraisch-endlich erzeugt. Aufgrund
der Implikation (A) = (C) gibt es auch zu den Zahlen

V2443, V2-V3 V2.VB, V2: V3,

[B(v2)5+8(v3)7]-[3(v2)°~11(v/3)*%]—(v2)'"-(v/3)**
[7v/2—15/3]23.[13v/2+19+/3] 47

Polynome in K[X], die sie als Nullstellen haben.
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5.3 Algebraische Korpererweiterungen

5.3.1 Satz: Ubertragung der Algebraizitit
Es sei L : K eine Korpererweiterung mit Zwischenkoérper M. Dann gilt

L : M algebraisch

M : K algebraisch } <= L : K algebraisch.

5.3.2 Beweis
Die Richtung <« ist trivial.
=. Hier wenden wir dreimal den Hauptsatz iiber endliche Korpererweiterungen 5.2.3 an.

Es sei also a € L. Da a algebraisch iiber M ist, gibt es ein Polynom
f = fo+r AX+.. .+ fX" € M[X]

mit f(a) = 0. Essei F':= {fy,..., fm} € M. Betrachte nun das Diagramm von Kérperer-
weiterungen

M
K(F) : K.
K(a, F)

Da M : K algebraisch, ist auch K(F) : K algebraisch, also algebraisch-endlich-erzeugt.
Gemif dem Hauptsatz ist [K(F) : K] < oo.

Auch K(a,F) : K(F) algebraisch-endlich-erzeugt, also gem#fi Hauptsatz [K(a, F) :
K(F)] < o0.

Mit der Gradformel folgt
[K(a,F): K] = [K(a,F): K(F)|-[K(F): K| < oo.
Geméaf Hauptsatz ist K (a, F') : K algebraisch und damit a algebraisch iiber K.

5.3.3 Beispiele

1. Die Korpererweiterungen (Q + Qv/d) : @ sind algebraisch. Jedes einzelne Element
u + vV/d ist Nullstelle des quadratischen Polynoms

X% —2uX + (v —dv?) € Q[X],
wie man leicht nachrechnen kann.
2. Eine beliebige komplexe Zahl u + v ist Nullstelle des Polynoms
X2 —(u*+v*) €eR[X],
also ist die Korpererweiterung C : R algebraisch.

3. R : Q ist nicht algebraisch, da es beispielsweise fiir die beiden Zahlen e und 7 keine
Polynome mit rationalen Koeffizienten gibt, die e bzw. 7 als Nullstellen haben.

4. Die Korpererweiterung (Q +Qv2+QV3 —|—Q\/6) : Q ist algebraisch. Jedes Element

ist Nullstelle eines rationalen Polynoms hochstens vierten Grades.
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5.3.4 Satz: Zwischenkorper der algebraischen Elemente

In einer Korpererweiterung L : K definieren wir die Teilmenge

M

.e = {a € L|a algebraisch iiber K}.
Dann gilt

(i) M,, ist ein Zwischenkorper, wir erhalten die zwei Korpererweiterungen

L:M, : K.

alg

(ii) Malg

: K ist algebraisch.

(iii) Die Teilmenge der algebraischen Elemente in L : M,, ist M,,, selbst.

5.3.5 Beweis

(i) Wir betrachten zu a,b € M,, die algebraisch-endlich-erzeugte Korpererweiterung
K(a,b) : K. Geméf dem Hauptsatz 5.2.3 ist sie algebraisch. Es gilt also K(a,b) C M,,,
demzufolge sind a + b,a — b,a-b € M,,, und ab~t € M,,, falls b # 0.

(ii) ist klar nach Definition von ,,algebraischer Erweiterung”.

(iii) Ist a € L algebraisch tiber M,,, so ist M,,(a) : M,, gemafl dem Hauptsatz 5.2.3
algebraisch.

Da M,, : K algebraisch ist, ist geméf Satz 5.3.1 auch M, (a) : K algebraisch, also a

algebraisch iiber K.

5.3.6 Zusatz
Es sei L : K eine algebraische Korpererweiterung und C' € N.
Ist fiir jeden Zwischenkérper M mit [M : K] < oo sogar

M: K] < C,
so gilt auch

[L:K] < C.

5.3.7 Beweis

Angenommen, es wire [L : K] > C. Definiere dann rekursiv eine Folge a;,as, ... in L so,
dass

Q; S L\K((ll,...,a]‘_l).
Es gilt dann fiir alle j
(K(a1,...,a5) : K] = [K(ai,...,q5): K(a1,...,a;-1)] [K(a1,...,a;-1) : K]
> [K(al,...,aj,l):K].

Es liesse sich also eine streng monoton wachsende Folge von Korpererweiterungen in L : K
konstruieren, die dann irgendwann im Widerspruch zur Voraussetzung [M : K| < C steht.
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5.4 Algebraisch abgeschlossene Korper, algebraischer Abschluss
5.4.1 Definition
Fiir einen Korper K sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(A) (def) K heiBt algebraisch abgeschlossen.

(B) Jedes Polynom f € K[X]\ {0} hat mindestens eine Nullstelle in K.

(C) Zu jedem Polynom f € K[X]\ {0} mit deg f = m gibt es ay...,a,, € K so, dass
f(X) = fo- (X —a) ... (X —an).

(D) Ein Polynom f € K[X]\ {0} ist genau dann irreduzibel, wenn deg f = 1.

(E) Ist L : K eine algebraische Korpererweiterung, so gilt L = K.

5.4.2 Beweis

Die Aquivalenz der Aussagen (B) bis (D) entstammt der Theorie der Polynomringe iiber
Koérpern.

(E) = (B) ist trivial.

(C) = (E). Sei a € L. Da a algebraisch ist, gibt es ein f € K[X]\ {0} mit f(a) = 0.
GeméB (C) sind aber alle Nullstellen in K, also auch a € K.

5.4.3 Definition: Algebraischer Abschluss

Fiir eine Korpererweiterung L : K sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(A) (def) L : K heifit algebraischer Abschluss

oder auch: L heifit algebraischer Abschluss von K.
(B) L : K ist algebraisch und L ist algebraisch abgeschlossen.

(C) L : K ist eine maximale algebraische Erweiterung, d.h.:

Ist L: K eine algebraische Erweiterung mit Zwischenkorper L, so ist L=1L.

5.4.4 Beweis

(B) = (C). Ist a € L, so ist das Element a algebraisch iiber K. Es ist dann Nullstelle
eines Polynoms f € K[X]\ {0} C L[X]\ {0}. Da L algebraisch abgeschlossen ist, gilt
ac L.

(C) = (B). Da L Zwischenkdrper der algebraischen Erweiterung L : K ist, ist L : K
algebraisch.

Sei a eine Nullstelle des Polynoms f € L[X]\{0}. Wir setzen L := L(a). Dann ist L(a) : K
geméf Satz 5.3.1 algebraisch, mit der Aussage in (C) folgt L(a) = L, also a € L.
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5.4.5 Satz

Ist in der Korpererweiterung L : K der Korper L algebraisch abgeschlossen, so ist die
Teilmenge

K :=M,, = {a€ L]|a algebraisch iiber K}.

ein algebraischer Abschluss von K.

5.4.6 Beweis

Die beiden in 5.4.3(B) genannten Eigenschaften sind gerade die in Satz 5.3.4 (ii) und (iii)
erwahnten.

5.4.7 Beispiel
Wir betrachten die Korpererweiterung C : Q. Der Koérper

Q = {a € C|a algebraisch iiber Q}.

ist der algebraische Abschluss von Q. Seine Elemente heiflen algebraische Zahlen.

Wie man mit Mitteln der Analysis zeigen kann, sind die Zahlen e (Hermite, 1873) und
7 (Lindemann, 1882) nicht algebraisch, sie sind also transzendente Zahlen. Es gilt also

gcc

Diese echte Inklusion kann man auch dadurch nachweisen, dass man die Abzihlbarkeit
von Q zeigt.
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5.4.8 Satz: Es gibt immer einen algebraischer Abschluss

Zu jedem Korper existiert ein algebraischer Abschluss K des Korpers K.

5.4.9 Bemerkungen

1. Dieser Satz ldsst sich mit abstrakt-algebraisch-mengentheoretischen Mitteln, ins-
besondere mit dem Lemma von Zorn beweisen. Erstmals wurde dies von Steinitz
(1910) mit Hilfe der so genannten ,,transfiniten Induktion” durchgefiihrt, ein Beweis
nach Emil Artin (mit Hilfe des Lemmas von Zorn) ist in Fischer, Kap. III 2.5, zu
finden.

2. Tatséchlich ist ein solcher algebraischer Abschluss bis auf Isomorphie eindeutig.

3. Ist K ein Unterkorper von C, so lésst sich der Satz leicht auf der Grundlage des
Fundamentalsatzes der Algebra beweisen.

4. Ist K ein endlicher Korper, so léasst sich der Satz vergleichsweise einfach mit
vollstandiger Induktion nachweisen. Siehe spéter.

5. Die Existenz eine algebraischen Abschlusses fiir beliebige K ist eine ziemlich starke
und praktisch verwertbare Aussage.

6. Fiir die noch zu entwickelnde Theorie werden wir den Satz nicht verwenden, es
geniigt die Existenz eines so genannten Zerfallungskorpers fiir ein einziges Polynoms
f € K[X] — und eben nicht alle — zu beweisen.

7. Die Situation ist dhnlich zu einer in der Linearen Algebra. Dort wird per Axi-
om die Existenz einer Basis fiir beliebige Vektorrdume konstatiert. Bei endlich-
dimensionalen Vektorrdumen weifl man das a priori.
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6 Normale Korpererweiterungen

6.1 Einstieg

6.1.1 Definition: Zerfiallungskorper

Betrachte zu der Korpererweiterung L : K und der Familie von Polynomen F C K[X]
die folgenden Aussagen.

(Z) Zerfallung. Jedes Polynom aus F als Polynom in L[X] in Linearfaktoren zerfallt,

f(X) = foo - X—=a1) ...- (X —an), a; € L,
(M) Minimalitét. Ist L ein weiterer Kérper mit K C L C L und der Eigenschaft (Z), so
ist L =1L.

(E) Erzeugnis. Ist A C L die Teilmenge aller Nullstellen aller Polynome aus F, so gilt
L=K(A).

1. Die beiden Aussagen (M) und (E) sind dquivalent.

2. L heiit ein Zerfdllungskorper fir F bzw. L : K heifit eine Zerfdllungskorpererweite-
rung fir F, wenn (Z) und (M) bzw. (Z) und (E) erfiillt sind.

6.1.2 Definition: Normale Koérpererweiterung
Eine Korpererweiterung L : K heifit normal, wenn die folgende Aussage erfiillt ist.
Ist g € K[X] irreduzibel und existiert eine Nullstelle von g in L,

so existieren alle Nullstellen von ¢ in L.

(,,Alle Nullstellen oder keine”).

6.1.3 Beispiel

Ist K ein algebraischer Abschluss eines Korpers K, so ist K : K normal.
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6.1.4 Hauptsatz iiber normale Koérpererweiterungen °©

Die folgenden Aussagen iiber eine Korpererweiterung L : K sind dquivalent.
(A) Es gibt eine Familie F von Polynomen so, dass L Zerfallungskorper fiir F ist.

(B) Ist L: L eine Korpererweiterung und ¢ : L — L ein K -Koérpermonomorphismus, so
gilt (L) C L.

(C) L : K ist normal.

6.1.5 Beweis

Der Beweis macht Gebrauch von der Existenz eines algebraischen Abschlusses von L.
Deshalb verzichten wir darauf, ihn zu prasentieren.

Wir wenden uns stattdessen den endlichen normalen Korpererweiterungen zu und bewei-
sen spéter den fiir uns eigentlich wichtigeren Hauptsatz iiber endliche normale Korperer-
weiterungen 6.4.1.

6.1.6 Beobachtung

Ist F eine endliche Familie von Polynomen aus K[X], so ist ein Kérper L genau dann
Zerfallungskorper fiir F, wenn er Zerfallungskorper des Produkts dieser endlich vielen
Polynome ist.

Deshalb studieren wir in den néchsten Abschnitten Zerfallungskorper fiir ein einziges
Polynom f.

6.1.7 Beispiel
Jede Kérpererweiterung L : K mit [L : K] = 2 ist normal. (Ubung)

6.1.8 Beispiel

Innerhalb von C : Q betrachten wir die Korpererweiterung Q(+/2) : Q. Das Minimalpoly-
nom des erzeugenden Elements a = v/2 ist f(X) = X° — 2.

Die drei Nullstellen von f sind a, a¢s und a3, wobei (3 = exp(35*).
Die beiden Nullstellen a3 und a¢? sind echt komplex, also nicht in Q({Vﬁ) C R enthalten.

Deshalb kann L : K nicht normal sein.

6.1.9 Beispiel

5

Innerhalb von C : Q betrachten wir die Kérpererweiterung Q(¢,) : Q, wobei ¢, = exp(
p Primzahl.

Das Minimalpolynom des erzeugenden Elements ¢, ist f(X) = XP~' + ... + X + 1.
Die Nullstellen von f sind ¢¥ € Q((,), k € {1,...,p—1}.

Also ist Q((,) Zerfillungskorper fiir f. Der obige unbewiesene Hauptsatz sagt dann aus,
dass Q((p) : Q normal ist. Das werden wir noch unabhéngig davon beweisen.
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6.2 Fortsetzung von Korperisomorphismen

Den folgenden Satz (mit Folgerung) hétten wir schon in Kapitel 5.1 iiber algebraische
Elemente unterbringen konnen.

6.2.1 Satz: Fortsetzung von Ko6rperisomorphismen
Es seien L : K und L : K zwei Korpererweiterungen.
Es sei weiter ¢ : K — K ein Korperisomorphismus.

Es seien weiter f € K[X] und f = ¢,(f) € K[X] irreduzible Polynome, die iiber den
p-Koeffiziententausch in Zusammenhang stehen.

Es seien weiter a € L mit f(a) = 0 und @ € L mit f(a) = 0.
(i) Dann gibt es einen Kérperisomorphismus ¢ : K (a) — K (@) mit

Pk = ¢ und - p™(a) = q
der durch diese beiden Eigenschaften eindeutig bestimmt ist.

(ii) Dieser Korperisomorphismus ist explizit gegeben durch

. K(a) — K(a)
¥ : m—1 1 “m—1
ap+ara+ ...+ ay1a = (o) +ela)a+ ...+ o(am_1)a

(In dem polynomialen Ausdruck werden also die Koeffizienten aus K durch ihre Bilder unter ¢, die Nullstelle a € L durch die

Nullstelle @ € L ersetzt.)

6.2.2 Beweis

(1) Es gilt K(a) = KJa] = ime,, also ldsst sich jedes z € K (a) schreiben als polynomialer
Ausdruck in a wie in (ii) bereits angegeben:

r = aptaa+ ...+ oy, a™ !

(2) Wir definieren ¢ wie in (ii) angegeben. Da ¢ ein Koérperisomorphismus ist, ist
¢ surjektiv, dann als lineare Abbildung zwischen gleich-dimensionalen K-Vektorraumen
auch bijektiv.

(3) Die beiden in (i) angegebenen Eigenschaften

SOext |K — (}0 und gpext <a> — a/,
sind klar.
(4) Es seien

r = g(a)
= h(a)

mit Polynomen g, h € K[X]| mit degg,h < m — 1.
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(5) Dann gibt es Polynome ¢, r € K[X]| mit

g-h = q-f+r mit degr < degf <m —1.
(6) Es folgt

vy = gla)-h(a) = qla)- fla)+r(a) = r(a)
und dann

e (z-y) = ¢™(r(a) = wulr)(@) = @lg-h—q-f)a)

= [0«(9) - @u(h) — @u(q) - 0u(f)](a)
= 0.(9)(@) - pu(h)(@) — pu(a)(@) - pu(f)(a)
) (@)

(7) Also ist ™" auch multiplikativ, ein unitirer Ringisomorphismus, damit ein Korperi-
somorphismus.

6.2.3 Satz: Fortsetzung von Isomorphismen auf Zerfallungskorper

Essei p: K — K ein Korperisomorphismus.

Es scien weiter f € K[X] und f = ¢,(f) € K[X] Polynome mit m = deg f = deg f > 1,
die {iber den p-Koeffiziententausch in Zusammenhang stehen.

L:Kund L: K seien die Zerfallungskorpererweiterungen fiir f bzw. f

(i) Es gibt einen Isomorphismus ¢ : L — L, der o fortsetzt.
(ii) Die Aussage aus (i) lasst sich wie folgt erweitern und prézisieren.

Ist a eine Nullstelle eines (einzigen) irreduziblen Teilers g von f mit degg > 2
und ist @ Nullstelle von g := ¢.(g), so gibt es einen Isomorphismus ¢ : L — L
mit

= ¢ und ¢™(a) = a.

ext

¥

6.2.4 Bemerkung

Im Falle deg g = 1 in (ii) impliziert die linke Forderung ¢**|x = ¢ die rechte Forderung
e™(a) = a.

Es ist dann auch degg = 1. Zwischen den eindeutig festgelegten Nullstellen a € K von g
und a € K von g besteht dann der Zusammenhang

e(a) = ¢la) = o(—g7'90) = —p(g) " 0lgo) = —(G1) "9 = @
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6.2.5 Beweis
(1) Der Beweis geschieht durch Induktion iiber d = [L : K].

(2) Induktionsanfang [L : K| = 1. Dann ist L = K und f zerfillt bereits iiber K in
Linearfaktoren

FX) = fu- (X—a) ... (X —an), a€K.

Es ist dann mit @; := ¢(a;)

FX) = oNEX) = o(fm) (X —pla)) ... (X —plan)), ¢(a;) € K,

also zerfillt auch }vﬁber K in Linearfaktoren, es folgt L = K. Es muss dann Y =
sein. Es gilt dann auch deg g = 1 und die Bemerkung 6.2.4 greift.
(3) Induktionsschluss. Es sei [L : K| = d > 1. Da g und g irreduzibel sind, existiert gemaf
Satz 6.2.1(i) ein Korperisomorphismus ¢’ : K(a) — K(a) mit

Ylk = ¢ ud  ¢'(a) = a

Dann sind L : K(a) und L : K (@) auch Zerfdllungskorpererweiterungen.
(4) Die Gradformel zeigt

[L: K(a)] = Ug@gf}q - & < d

(5) Gemaf Induktionsvoraussetzung kann ¢’ zu einem Kérperisomorphismus ¢ : L — L
mit

’ ~

Ka) = ¥ und ©e™(a) = a.

ext

¥

fortgesetzt werden.

(6) Es gilt dann auch

ext

¥

i

— (20 K — QD und ()Dext (CL) = Q.
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6.3 Existenz und Eindeutigkeit von Zerfiallungskérpern
6.3.1 Satz (Kronecker)

Es seien K ein Korper und f € K[X] mit m = deg f > 1 irreduzibel.

Dann gibt es

eine Korpererweiterung L : K mit
[L:K]=m und

ein a € L mit f(a) = 0.

6.3.2 Beweis

(0) Die Konstruktion des Korpers L ist ein Musterbeispiel fiir die enorme Kraft abstrakter
Theorie.

(1) Da f irreduzibel ist, ist (f) im Hauptidealring K[X] maximal, also L := K[X]/(f)
ein Korper.

(2) Wir betrachten die Nacheinanderausfithrungen der beiden Ringhomomorphismen

{2 KW )
I A = 2+ (f)

(3) ¢ ist ein (unitédrer) Ringhomomorphismus, deshalb ein Kérpermonomorphismus. K
kann als eingebettet in L aufgefasst werden, L : K ist also eine Korpererweiterung.

(4) Es sei nun a := X + (f) € L, also die Projektion des Monoms X € K[X].
(5) Ist f(X)=fo+ iX+...4+ fnX™, sogilt in L (super ausfiihrlich)

fl@) = fo+ fia+ fra®+ ...+ fra™
= fot+ AX + ()] + LX+ NP+
= fot+ AX + DI+ L[X2+(F]+ .o+ ful X7+ (f)]
= fot+ AX + [i(f) + X2+ fo(f) + .o+ fu X"+ fu(f)
= o+ hX+(N+LX2+()+. . + X"+ (f)
= fotr fiX+ LX24+ 4 fuXT 4 ()
= f+(f) = () =0

(6) Das Minimalpolynom von a ist p, = f,,'f, da f irreduzibel ist. Es folgt

m

o X (O™

[L: K] = degu, = degf.
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6.3.3 Satz: Existenz und Eindeutigkeit eines Zerfiallungskorpers

Es seien K ein Korper und f € K[X], nicht notwendig irreduzibel, mit m = deg f > 1.
(i) Dann gibt es
einen Zerfallungskorper L fiir f  mit
L:K] < m!
(ii) Dieser Zerfallungskorper L ist bis auf Isomorphie eindeutig.
(iii) Genauer gilt:

Sind L und L Zerfallungskorper fiir f € K[X] und sind @ € L und @ € L Nullstellen
von f, so gibt es einen K-Koérperisomorphismus L — L mit ¢(a) = a.

6.3.4 Bemerkung

Weil man, dass K einen algebraischen Abschluss K hat, so folgt daraus ganz einfach die
Existenz-Behauptung. Es existieren in K Elemente ay, ..., a,,, so dass

FOO = fe (X —ar) - oo (X —an).
Definiere einfach
L = K(ay,...,apn) = ﬂ M.
Ku{al 77777 am}gMgF,MKbrper

Wir wollen davon keinen Gebrauch machen und présentieren den folgenden direkten kon-
struktiven Beweis.

6.3.5 Beweis
Zu (i).
(0) Induktion tiber m = deg f.

(1) Induktionsanfang. In diesem Fall ist f(X) = f1X + fo mit f; € K*. Dann ist L = K
mit [L : K] = 1. f ist bereits selbst ein Linearfaktor.

(2) Induktionsschluss. Es sei f € K[X] mit deg f = m + 1 und ¢ ein irreduzibler Teiler
von f.

(3) GeméB dem Satz 6.3.1 von Kronecker gibt es eine Korpererweiterung M : K mit
[M: K] =degg <degf=m+1und ein a € M mit g(a) =0, also auch f(a) = 0.

(4) Wir spalten von f in M[X] den Linearfaktor X — a ab und erhalten ein Polynom
f € M[X] mit

f(X) = f(X)- (X —a),
deshalb deg f = m und f, = fon.
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(5) GeméaB Induktionsvoraussetzung existiert eine Korpererweiterung L : M so, dass

L Zerfallungskorper fiir f € M[X] ist. Genauer gilt [L : M] < m! und es existicren
a1y ..., Ay € M mit

(6) Es gilt dann
L:K] = [L:M]-[M:K] < ml-(m+1) = (m+1)
und
f(X) = JX)-(X=a) = fu- X =a)- .- (X —an)- (X —a),
Zu (iii). Setze in Satz 6.2.3 K = K und ¢ = idg. Es folgt ]?: f. Als irreduziblen Teiler

g von f wiahle einen, der in L die vorgegebene Nullstelle a von f als Nullstelle hat.

6.3.6 Bemerkung

Es entsteht dann wieder die Frage, ob man von einem Zerféllungskorper oder dem
Zerfallungskorper sprechen soll.

Akzeptiert und verinnerlicht man die Eindeutigkeitsaussage, so bietet sich die Bezeichnung

L = Zerf(f) = Zerf(f, K) an.
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6.4 Endliche normale Koérpererweiterungen
6.4.1 Hauptsatz iiber endliche normale Koérpererweiterungen
Die folgenden Aussagen iiber eine Korpererweiterung L : K sind dquivalent.

(A) Es gibt ein Polynom f € K[X] so, dass L Zerfallungskorper fiir f ist.

(B) Es ist L : K endlich. Ist weiter L : L eine Korpererweiterung und ¢ : L — L ein
K-Koérpermonomorphismus, so gilt (L) C L.

(C) L: K ist endlich und normal.

6.4.2 Beweis

(A) = (B). Es seien L und ¢ wie in (B) angegeben.

Die Menge {ay,...,a,} C L der Nullstellen von f in L ist invariant unter ¢, da
flelay)) = fo+ frela;) + ...+ fulea;)]™

e(fo) +o(f1)ela) + ...+ o(fm)lp(az)]™
o(fo+ fiaj + ... + fma]")

= (0) = 0.
Also ist
(L) = o(K(ai,...,am)) S @(K)(p(ar),...,elam))
C K(ay,...,am) = L
B) = (C).

(1) Es sei a; € L eine geméf Definition 6.1.2 vorgegebene Nullstelle eines irreduziblen
Polynoms ¢ € K[X]. Gem&fi dem Hauptsatz iiber endliche Kérpererweiterungen 5.2.3
gibt es iiber K algebraische Elemente ay, ..., a, € L so, dass L = K(ay,...,a,).

(2) Es ist g1,92,...,9, € K[X] die Minimalpolynome von ay,as,...,a,. Es gilt dann
g1~ 9.
(3) Es sei L := Zerf h der Zerfillungskérper des Produktpolynoms

h ‘= gi1-go ... gn € K[X].
Es ist dann L ein Zwischenkérper von L:K.

(4) Es sei nun a € Zerf(g) C L eine beliebige Nullstelle von g.

Geméf Satz 6.2.3(ii) existiert ein K-Koérperisomorphismus
¢:L—L mit ¢la)=a.

(5) Durch Einschrankung auf L erhalten wir einen K-Kérpermonomorphismus
Pl L— L mit ¢|(a)=a.

(6) GeméaB Aussage (B) ist ¢|.(L) € L und deshalb
a € ¢l(L) C L.
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Damit sind alle Nullstellen von ¢ in L, was zu beweisen war.

(C) = (A). Gemifl dem Hauptsatz iiber endliche Korpererweiterungen 5.2.3 gibt es iiber
K algebraische Elemente a4, ..., a, € L so, dass L = K(aq,...,a,).

Sind dann ¢y, ...,g9, € K[X] die zugehorigen Minimalpolynome, so enthédlt L aufgrund
der Normalitdt alle Nullstellen von f =gy ... g, € K[X].

Wiire bereits ein Korper M & L = K(a4,...,a,) ein Zerfallungskorper, so gébe es ein
aj € L'\ M. Dann kann aber der Faktor g; im Polynom f nicht iiber M zerfallen.

6.4.3 Beispiel
Es sei M ein Zwischenkorper von C : Q, der Zerfdllungskorper eines rationalen Polynoms.
Die Komplex-Konjugation
{ C - C
A

ist ein Korperautomorphismus. Wird sie auf M eingeschrénkt, so ist sie geméfl (B) des
obigen Hauptsatzes 6.4.1 sogar ein Q-Kérpermonomorphismus ~ : M — M, wegen k> =
idjs ein Q-Korperautomorphismus von M.

Ist M C R, so ist k = idys trivial. Im Falle M N (C\ R) # & ist x ein nichttrivialer
Q-Korperautomorphismus.
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7 Separable Korpererweiterungen

7.1 Formale Ableitung
7.1.1 Definition: Formale Ableitung

Es sei K ein Korper und
fX) = Y hX eK[X]
j=0
ein Polynom. Dann heifit das Polynom
FX) = Y i X eK[X]
j=1
die formale Ableitung von f.

7.1.2 Bemerkung

Beachte, dass die in der formalen Ableitung auftretenden Elemente j € K definiert sind
als die Summen von j vielen Eins-Elementen.

7.1.3 Beispiele

1. Bei char K = 0 ist die formale Ableitung aus der Analysis wohlbekannt. Beachte,
dass hier zur Definition keinerlei Grenzwertprozesse herangezogen wurden.

2. Ist char K = p, p Primzahl, so ist

(X? —a) = 0.

3. Ist g € K[X] bei char K = p, so ,,enthilt” das Polynom
f(X) = g(XP)
nur Exponenten, die Vielfache von p sind. Es folgt f' = 0.
4. So hat beispielsweise bei Charakteristik 3 das Polynom
f(X) = 2X° - X"+ X° - X? +2X +2
die Ableitung
fI(X) = 12X° —4X° +3X? —2X +2 = 2X° +2X + X +2
7.1.4 Satz: Rechenregeln
Sind f,g € K[X] und o, 5 € K, so gilt

(af +89) = af + B¢
(f-9) = f-9+f-4d.
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7.1.5 Bewelis

Einfaches Nachrechnen.

7.1.6 Satz: Mehrfache Nullstellen

Ist f € K[X] ein Polynom, so sind die folgenden beiden Aussagen iiber ein ¢ € K und
7 € N dquivalent.

(A) a ist Nullstelle von f mit Vielfachheit j, vgl. die Definition in 3.5.2.
(B) Esist f(a) = f'(a) =...= fU=Y(a) = 0 und £V (a) # 0.

7.1.7 Beweis

Einfaches Nachrechnen.
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7.2 Separabilitit
7.2.1 Satz: Einfache Nullstellen
Es seien K ein Korper und f € K[X]| mit deg f > 1. Betrachte die folgenden Aussagen.

(A) f hat in einem (bis auf Isomorphie eindeutigen) Zerfillungskorper nur einfache Null-
stellen.

(B) f und f’ haben in K[X] keinen gemeinsamen Teiler ¢ mit degg > 1, d.h. es ist
ggT(f. /') =1

(C) Esist f' #0.
(D) In f existiert ein Monom f; X7 mit Exponent j ¢ pZ und Koeffizient f; # 0.
Es gilt dann
A) = B — © = O
Ist f irreduzibel, so gilt auch
(B) <« (O

7.2.2 Bewels

(A) = (B). Hitten die Polynome f und f’ einen gemeinsamen Teiler g mit degg >
1, so héatten sie im Zerfallungskorper einen gemeinsamen Linearfaktor, dann auch eine
gemeinsame Nullstelle a. Diese Nullstelle wire dann geméf Satz 7.1.6 eine (mindestens)
doppelte Nullstelle von f.

(B) = (A). Wire a € K eine mehrfache Nullstelle von f, so wére f(a) = f'(a) = 0. Dann
gilt fiir das Minimalpolynom g,

pa | f und g | f
also ist p, ein gemeinsamer Teiler mit deg p, > 1.
(B) = (C). Wire f' =0, so wire ggT(f, f') = f # 1.
(C) = (B), falls f irreduzibel. Da dann die Teiler von f assoziiert zu 1 oder f sind, muss

gaT(f, f) € {1, f,-1f} sein. Es kann aber f,-!f kein Teiler von f’ # 0 sein.

7.2.3 Definition: Separabilitit

Es sei L : K eine Korpererweiterung.

1. Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn jeder irreduzible Teiler g von f in
dem zugehdrigen Zerfallungskérper Zerfy nur einfache Nullstellen hat.

2. Ein Element a € L heiit separabel (iber K ), wenn a algebraisch ist und das zu-
gehorige Minimalpolynom p, separabel ist.

3. L : K heifit separabel, wenn jedes Element a € L separabel iiber K ist.

4. K heiit vollkommen, wenn jedes irreduzible Polynom f € K[X] separabel ist.
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7.2.4 Direkte Folgerungen

(i) Ein irreduzibles Polynom ist genau dann separabel, wenn die vier dquivalenten Ei-
genschaften aus Satz 7.2.1 erfiillt sind.

(ii) Eine separable Erweiterung ist immer algebraisch.

(iii) Eine algebraische Erweiterung eines vollkommenen Korpers ist separabel.

7.2.5 Satz: Hinreichende Bedingungen fiir Vollkommenheit
Es sei K ein Korper.

(i) Ist char K =0, so ist K vollkommen.

(ii) Ist char K = p, so ist K vollkommen genau dann, wenn der Frobenius-
Monomorphismus

(I):{K_)K
r +— zP

surjektiv ist.

(iii) Ist K endlich, so ist K vollkommen.

7.2.6 Beweis
(i) Ist g ein irreduzibler Faktor von f, so gilt
degg' = degg—1 > 0, also ¢ #0.
Wende dann die Implikation (C) = (A) aus Satz 7.2.1 an.

(ii) =. (1) Angenommen, ¢ wére nicht surjektiv, d.h. es gibt ein a € K so, dass das
Polynom f(X) = X? — a keine Nullstelle hat.

(2) Es sei L : K Zerfallungskorpererweiterung von f und b € L Nullstelle von f, also
bP = a, es folgt

f(X) = XP—a = XP=0 = (X -0bP"

(3) Ist g ein normierter irreduzibler Faktor von f, so folgt, da L[X] faktoriell ist, dass
g(X) = (X —b) mit j € {2,...,p}.

j = 1 ist unméglich wegen g € K[X] und b ¢ K.

Also hat das irreduzible Polynom g € K[X] mehrfache Nullstellen, ist demnach nicht
separabel. SchliefSlich kann K deshalb nicht vollkommen sein.

(i) <. Es sei f € K[X] irreduzibel.

Hitte das Polynom f € K[X] eine mehrfache Wurzel in Zerf;, so hiitte es gemif der
Aquivalenz (A) < (D) aus Satz 7.2.1 die Form

FX) = fot+ [oXP+ [ XP 4+ frp X
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Da ® surjektiv ist, gibt es zu jedem Koeffizienten f; € K ein g; € K mit gﬁ’ = fj.
Dann gilt aber
f(X) = g8+ @ XP+ g5 XP+ ... —|—g’k’pka
= (go+ 9pX + g2p X7+ ... 4 gpX ")

und das ist ein Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f.

(iii) Ist K endlich, so folgt aus der Injektivitdt des Frobenius-Monomorphismus die Sur-
jektivitat.
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7.3 Der Satz vom primitiven Element
7.3.1 Satz: Endliche multiplikative Untergruppen eines Korpers
Es sei K ein Korper.

Dann ist eine endliche Untergruppe U C (K*,-) zyklisch.

7.3.2 Beweis
(0) U ist abelsch und damit direktes Produkt der p-Sylowgruppen

U ~ U, x...xU,.

(1) Da die Ordnungen der Faktoren teilerfremd sind, ist U zyklisch genau dann, wenn die
Faktoren U, zyklisch sind.

Wir kénnen also annehmen, dass U eine Primzahlpotenz als Ordnung hat.

(2) Es sei g € U mit maximaler Ordnung p™, d.g. es existiert kein Element g € U mit
ord(g) > m.

(3) Dann ist ord(U) > m.

(4) Andererseits, da alle Elemente von U unter den hochstens m Nullstellen des Polynoms
X™ — 1€ K[X] sind, ist ord(U) < m.

(5) Damit gilt ord U = m, deshalb U = (g), also ist U zyklisch.

7.3.3 Vorbereitung: ggT bei Korpererweiterung
Es seien L : K eine Korpererweiterung und f, g € K[X]. Dann gilt

geTrx(f9) = eeTkx(fi9) € K[X]

7.3.4 Beweis
Es gilt zunéchst

geTip(f0) | fin KIX] g8Tyx(fi9) | f in LIX]
geTkix)(f19) | g in K[X] geTkix(f,9) | g in L[X]
= ggTK[X}(fv 9) | ggTL[X](fu g9) in L[X].
GeméiB Lemma von Bezout im Hauptidealring K[X] existieren Polynome h,k € K[X]

mit

geT(f,9) = h-f+k-g

K[X]
Da diese Relation auch in L[X] giiltig ist, folgern wir weiter

T in L|X
iiﬂﬁ%?g '|§ " L[[X]] — geTy(f.0) | 88Txp(f.9) in LX)

Also sind ggT x(x((f, 9) und ggT y(f, g) assoziiert in L[X]. Da diese beiden Polynome
normiert sind, folgt Gleichheit.
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7.3.5 Der Satz vom primitiven Element

Es sei L : K mit L = K(ay,as,...,a,) eine algebraisch-endliche-erzeugte Korpererweite-
rung, vgl. Satz 5.2.3.

(i) Sind die Elemente as, ..., a, separabel iiber K. so gibt es ein primitives Element ¢
in L, d.h. esist L = K(c).

(ii) Die Voraussetzung in (i) ist insbesondere erfiillt, wenn L : K separabel ist.

(iii) Die Voraussetzung in (i) ist insbesondere erfiillt, wenn K vollkommen ist.

7.3.6 Beweis
(0) Ist der Korper K endlich, so zeigt der Satz 7.3.1 die Behauptung.
Es sei also O.B.d.A. |K| = co.

(1) Wir betrachten zunéchst den Fall, dass L durch zwei Elemente erzeugt wird. Aus

,,beweisdidaktischen” Griinden nennen wir diese beiden Elemente a; und by, es ist also
L= K(al,bl) mit al,bl e L.

(2) Es seien f € K[X] und g € K[X] die Minimalpolynome von a; bzw. b;. Es gibt einen
Zerfallungskorper M mit K C L C M so, dass

f = X—a)X—a) ...-(X—an), g M, j=1,...,m,

(3) Da b; separabel ist, sind die Elemente by, bs, ..., b, paarweise verschieden.

(4) Da |K| = oo, gibt es ein

)\ S K\{;lj:bi |j:1a"'7ma sz,,n}

J/

Vv
endlich

(5) Wir setzen jetzt
c = a1+ \by.
Damit erhalten wir eine Kette von Korpererweiterungen
K C K(¢) € K(a;,by) = L € M
(6) Wir zeigen nun b; € K(c). Dazu definieren wir das Polynom

b= fle—AX) € (K(e))[x].

(7) Es ist
hbi) = fle=Ab) = f(a) = 0
h(bk) = f(C—)\bk) 7é 0, k:2,...,n.

Die zweite Zeile folgt daraus, dass

(2):(3)

C—)\bk = a1+)\(b1—bk) 7é a1+Zj:Z;(bl—bk) = aj, \V/jzl,,m
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(8) Demzufolge ist der groBite gemeinsame Teiler in M |[X]
geT(g,h) = X —b € M[X],

geméB Satz 7.3.3 sogar in (K (c))[X]
ggT(g,h) = X —by € (K(c))[X].

Also ist by € K(c).

(9) Dann ist aber auch a; = ¢ — A\by € K(c).

7.3.7 Beispiele

1. In Ubungsaufgabe A3 (Blatt 1) haben wir nachgewiesen, dass

109

2. In Ubungsaufgabe A30 (Blatt 10) haben wir nachgewiesen, dass fiir zwei verschie-

dene Primzahlen p, ¢

Qlvp,va) = Qlvp- Vo)
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8 Endliche Koérper

8.0.8 Satz und Definition: Der Frobenius-Monomorphismus

Es sei L ein Korper der Charakteristik p, Primzahl.
(i) Die Abbildung

(I):{L—>L
r — zP

ist ein Kérpermonomorphismus. Man nennt sie den Frobenius-Monomorphismus,
kurz den Frobenius.

(ii) Ist L endlich, so ist ® bijektiv.

(iii) Der Primkérper F,, von L ist invariant unter @, d.h.
Oly, = idg,.

8.0.9 Beweis

(i) Es ist leicht zu sehen, dass ® ein unitidrer Ringhomomorphismus ist:

o(1) = 1P = 1
O(x-2) = (z-2)) = 2227 = P(z)- ()

O(r+7) = (2+3)P = f:(?) j . p

=0 M
(Firj=1,..., p—1giltp| G) deshalb (f) = 0mod p.)
D o
_ § ( Ny i
. J
j€{0.p}

= P+ = PO(z)+ P(7).
Deshalb ist ® auch ein Kérpermonomorphismus.

(i) Als injektive Selbstabbildung auf einer endlichen Menge ist ® automatisch surjektiv.
(iii) Der Primkorper F, wird von 1 € L erzeugt. Die Aussage folgt dann aus ®(1) = 1.
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8.0.10 Satz: Charakterisierung endlicher Korper

Es sei L ein Korper.

(i) Ist L endlich, so existieren eine Primzahlpotenz p” so, dass

[L:F,] = n unddamit |L|] = p"

(ii) Es sei jetzt ¢ := p" eine solche Primzahlpotenz. Weiter seien f(X) = X?—X € F,[X]
und

Ny € {ael|a?—a=0}

die Teilmenge der Nullstellen von f in L. Dann sind die folgenden Aussagen &dqui-
valent.

(E) Esist |L|=gq.
(Z') Esist Ny = L =~ Zerf(f,F,).
(Z) Esist L =~ Zerf(f F,).

(iii) Ist p™ eine Primzahlpotenz, so gibt es einen Koérper L mit |L| = p", er ist bis auf
Isomorphie eindeutig bestimmt. Deshalb ist auch die Bezeichnung L = [Fj» {iblich.

(iv) Ist g € F,[X] irreduzibel mit deg g = n, so hat der per Satz von Kronecker konstru-
ierte Korper F,[X]/(g) genau p™ Elemente. Es ist also (ii) anwendbar.

Dabei ist jede Nullstelle von g ein primitives Element der Koérpererweiterung
Fp[X]/(g) : Fp.

8.0.11 Beweis

(i) Vgl. Ubungsaufgabe A29 (b).

Da L endlich ist, ist die Kérpererweiterung [L : F,] = n, endlich.
Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass L ~ (IF,)*", also |L| = p".
(ii) (Z') = (Z) ist trivial.

(E) = (7). Die multiplikative Gruppe L* ist geméf Satz 7.3.1 zyklisch mit Ordnung
q — 1. Also gilt fiir jedes Element a € L*, dass a?~! = 1, dann a? — a = 0 fiir alle a € L.

Es folgt L € Ny und dann
g = |L| < |Ny| £ ¢
also Ny = L.

Das aber bedeutet, dass das Polynom f iiber L zerféllt und es keinen Teilkorper von L
mit dieser Eigenschaft geben kann. Wir haben L ~ Zerf(f).

(Z') = (E). Esist f/(X) =¢X9!—1=—1, weshalb f und f’ keinen gemeinsamen Teiler
g mit deg g > 1 haben kénnen. Aufgrund der Implikation (B) = (A) aus Satz 7.2.1 hat
f nur einfache Nullstellen in L, es folgt

L] = |N¢| = ¢
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(Z) = (/). Vgl. auch Ubungsaufgabe A29. (a),(b),(c).
(1) Wir betrachten die Nullstellenmenge von f in L

N = {aeL|a’—a=0}.

(2) Wir bezeichnen die k-fache Nacheinanderausfithrung des Frobenius-Isomorphismus

mit
L — L
ok .
¢ { z — z®),
(3) Es ist Ny = ker(®°" —idy). Die Abbildung ®°" —id, : © — 29 — z ist ein Homomor-

phismus abelscher Gruppen, also ist Ny eine abelsche Untergruppe von L. Sind z,y € Ny,
so folgt

(@-y)? = 27y! = x-y
(™ = (297" = 27 falls x # 0.

Also ist Ny abgeschlossen bzgl. Multiplikation und Inversenbildung. Die Korpergesetze
werden von L auf die Teilmenge Ny vererbt. Ny ist also ein Unterkérper von L, der alle
Nullstellen von X9 — X enthélt. Da L ~ Zerf(f), folgt Ny = L.

(iii) Das folgt sofort aus der Aquivalenz (E) < (Z) in (ii) und dem Satz 6.3.3 iiber Existenz
und Eindeutigkeit von Zerfdllungskorpern.

(iv) Geméf Satz von Kronecker ist
[Fp[X]/(9) :Fp] = degg=m, also [F[X]/(9)] = p".

8.0.12 Hinweis
Ein Korper der Charakteristik p, Primzahl, muss keineswegs endlich sein.

Beispielsweise ist der Korper F,(X) = Quot(F,[X]) der rationalen Ausdriicke mit Koeffi-
zienten in [F,, ein unendlicher Kérper mit Charakteristik p.
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9 Galois-Erweiterungen

9.1 Automorphismengruppe und Galoiskorrespondenz
9.1.1 Definition: Automorphismengruppe

Es sei L : K eine Korpererweiterung. Die Menge der K-Koérperautomorphismen L — L
bildet unter Nacheinanderausfiihrung eine (i.a. nicht abelsche) Gruppe.

Sie heifit die Automorphismengruppe von L : K und wird mit
Aut(L: K) = {o:L — L| Korperautomorphismus mit o|x = idg}
bezeichnet.

Oft, aber nicht immer, wird die Automorphismengruppe auch Galoisgruppe genannt, dann
auch mit Gal(L : K) = Aut(L : K) bezeichnet.

Durchgingige Ubereinstimmung in der Begriffsbildung besteht dann, wenn L : K eine
Galois-Erweiterung ist, vgl. néchstes Kapitel.

9.1.2 Definition: Galoiskorrespondenz
Es sei L : K eine fixierte Korpererweiterung. Es seien dann
G = G(L:K) = {U]| Untergruppe von Aut(L: K)}
F = F(L:K) = {M| Zwischenkorper von L : K}.
die ,,Verbdnde” der Untergruppen von Aut(L : K) bzw. der Zwischenkérper von L : K.
Wir definieren weiter die Operatoren

o g — F
MU — M:={zxe€lL|o(z)==x firale c € U}

r. F = G
N M - U={ceG|o(x)=u firalle z € M}

® ordnet also einer Untergruppe U von Aut(L : K) den Zwischenkorper M der Elemente
zu, der unter allen Automorphismen aus U fixiert bleiben.

" ordnet einem Zwischenkérper M die Untergruppe von Aut(L : K) zu, die die Elemente
dieses Zwischenkorpers fest lassen, also die Untergruppe Aut(L : M).

Man nennt dieses Zusammenspiel zweier Operatoren auch Galoiskorrespondenz.
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9.1.3 Satz: Erste Eigenschaften der Galoiskorrespondenz

(i) Die beiden Operatoren sind inklusionsumkehrend, d.h.

U = o)

-
C M = TI(M)

U
M

v U
e
S

(ii) Es gilt

U

N

r'eWw) firveg
M C ®([(M)) fir M e F.

(i) Fir o € Aut(L : K) und M € F gilt
Aut(L:o(M)) = o-Aut(L:M)-o "

9.1.4 Beweis
(i) ist sofort klar aus den Definitionen.

(ii) Man stellt sorgfiltig die Definitionen zusammen.

oceU reM
— o(z) =z fur alle z € &(M) — o(z) = fir alle 0 € I'(M)
= oel(®)) = 1z € d(I'(M)).

(iii) Uberlege einfach die folgende Kette von Aquivalenzen fiir o € Aut(L : K)

w € Aut(L : o(M))

p(x) =z firalle z € o(M)
olo(y)) =o(y) firalleye M
o lopoo =idy

o lopoo e Aut(L: M)
peo-Aut(L: M) o

111ty

114
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9.1.5 Sammlung von ,,Kennzahlen”
Es sei L : K eine Korpererweiterung und f € K[X]| mit deg f > 1. Wir betrachten dazu
die Menge N der Nullstellen von f in L
N = {a€e L] f(a) =0}
In diesem Kontext definieren wir die folgenden natiirlichen Zahlen.
= deg f
= V]
= [L: K]
= ord(Aut(L : K)).

@ A o~ 3
|

9.1.6 Satz: Beziehungen zwischen m, /¢, d

Wir kénnen einige Erkenntnisse aus Polynom- und Korpertheorie iiber die Zahlen m, ¢, d
zusammentragen.

(i) Es gilt ganz allgemein ¢ < m.
(ii) Ist f irreduzibel, separabel und zerfallt f in L, so gilt £ = m.

(iii) Ist L : K ein Zerfallungskorper fiir f, so gilt d < m!

)

)

)
(iv) Ist f das Minimalpolynom eines Elements von L, so gilt m < d.
(v) Ist f das Minimalpolynom eines primitiven Elements von L : K, so gilt m = d.
)

(vi) Ist f separabel und das Minimalpolynom eines primitiven Elements von L : K, so
gilt £ =m =d.

Die Zahl g = ord(Aut(L : K)) trat hier noch nicht in Erscheinung, dies geschieht in dem
folgenden Satz.

9.1.7 Begriindungen
Alle diese Aussagen sind schon im Laufe dieser Vorlesung aufgetreten.
(i) Ein Polynom f mit Koeffizienten in einem Korper hat hochstens deg f Nullstellen.

(ii) Das entnimmt man der Definition von Separabilitit eines Polynoms, vgl. 7.2.3.
(iii) Das wurde in Satz 6.3.3 (i) konstatiert.
(

iv) Ist a ein solches Element, so gilt geméf Satz 5.1.1 und Gradformel

m < [L:K(a)] [K(a): K] = [L:K] = d.
-
(v) Ist a ein solches Element, so gilt L = K(a) und dann geméf Satz 5.1.1
m = [K(a): K] = [L:K] = d.

(vi) ist eine Kombination von (ii) und (v).
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9.1.8 Satz: Automorphismengruppe eines Zerfiallungskorpers, Beziehungen
zwischen g, (¢

Es sei L : K der Zerfallungskorper eines Polynoms f € K[X| mit deg f > 1.
(i) Fiir alle o € Aut(L : K) ist o(N) = N.
Die Automorphismengruppe operiert also auf der Nullstellenmenge N
(ii) Der zu der Gruppenoperation aus (i) gehérende Gruppenhomomorphismus

— SN’
— U|N

g

{ Aut(L: K

ist injektiv.
Deshalb gilt g | ¢!

(iii) Ist f irreduzibel, so ist die Operation von Aut(L : K) auf N transitiv.
Deshalb gilt ¢ | g.

(iv) Ist f das Minimalpolynom eines primitiven Elements von L : K, so ist die Operation
von Aut(L : K) auf A einfach transitiv.

Deshalb gilt ¢ = g¢.

9.1.9 Beweis
(i) Sind 0 € Aut(L : K) und a € N, so gilt (dhnlich wie im Beweis von Satz 6.4.1)
flo(a)) = fot fiola) +...+ fmlo(a)]™
= o(fo) +o(fi)o ( )+ -+ o(fm)lo(a)]™
— oot frat et fa”)
= o0(0) =0
und damit o(N) C N. Da o bijektiv ist, gilt Gleichheit.
(ii) Dass L : K Zerfallungskorper ist, bedeutet L = K(N). Ist o|n = idy, so folgt o = idy.
(iii) (1) Sind a,a € N, so existiert geméf Satz 6.2.1 ein K-Kérperautomorphismus
_ K(a) — K(a)
T agtalat ... Fapg a™t = ap @t .+ Q1™ 1,
mit o(a) = a.

(2) Dies ist auch ein Kérperisomorphismus K (a) — K(a) ,,innerhalb der Korpererweite-
rungen L : K(a) und L : K(a)”, der gemaf Satz 6.2.3 zu einem K-Koérperautomorphismus

oc™: L — L

fortgesetzt werden kann.
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(3) Dieser fortgesetzte Korperisomorphismus ist dann ein K-Korperautomorphismus
o™ L — L,
der a auf a abbildet.

(4) Gemifl |, Bahn-Lemma” ist fiir ein a € N/

g = ord(Aut(L:K)) = ord(Aut(L : K)(a)) - ord(Stab aw(r:x)(a))
— ———
Bahn von a in N

=N 0 ord(Stab Az (@)).

(iv) In diesem Fall ist der K-Korperautomorphismus

aus Schritt (iii)/(3) gemé&f Schritt (iii)/(2) eindeutig, also ist die Operation einfach tran-
sitiv. In Schritt (iii)/(4) ist dann Stab awyr:x)(a) = {1}, es folgt g = .
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9.1.10 Satz: Endliche Untergruppe induziert einfache Korpererweiterungen

Es sei L ein Korper. Es seien weiter eine endliche Untergruppe U von Aut(L) und ihr
Fixkorper

M = ®U) = {re€Ll|o(x)=uz furalle 0 € U}.
vorgegeben.
In Abhéngigkeit von a € L ist
U(a) = {a1,as,...,ay,}, wobei a; :=a, alle a; paarweise verschieden,

die Bahn von @ in L unter U. Abhéngig von dieser Bahn definieren wird das normierte
Polynom

f = X-—a) X—a) ...-(X—an) € L[X].
Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) Esist f € M[X].

(ii) Es ist a algebraisch iiber M mit Minimalpolynom f, wobei

[M(a): M] = ord(U(a)).

(iii) Es gilt weiter

[M(a) : M] | ord(U).

9.1.11 Beweis

(i) Ein o € U ist bijektiv auf U(a,), ldsst also das Polynom f invariant. Damit sind auch
die Koeffizienten von f invariant unter o, d.h. f € M[X].

(ii) Wegen f(ay) = 01ist a; algebraisch iiber M, es sei g das Minimalpolynom von a; iiber
M.

Ist a; eine Nullstelle von f, so gibt es o € U mit o(a;) = a; und deshalb ist

9(a;) = glo(ar)) = olg(ar)) = 0.
Damit ist f | g, wegen der Irreduzibilitidt und Normiertheit von g ist f = g.

Die Begriindung fiir die zweite Aussage ist

5.1.1(%1)

M(a): M] "=" degf = m = ord(U(a)).
(iii) Das ist eine Konsequenz aus (ii) und dem Bahn-Lemma

ord(U(a)) | ord(U).
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9.1.12 Satz: Zwei Endlichkeitssitze

Es sei L : K eine Korpererweiterung.

(i) Ist U eine endliche Untergruppe von Aut(L : K) und ®(U) der zugehorige Fixkorper,
so ist L : ®(U) endlich mit

[L:®U)] = ord(U).

(ii) Es sei L : K endlich.

Ist M ein Zwischenkorper von L : K und I'(M) die zugehorige Automorphismen-
gruppe, so ist ['(M) endlich mit

ord(T'(M)) | [L: M].

9.1.13 Beweis

Zur Vereinfachung des Beweises setzen wir voraus, dass L : K separabel ist. Wir konnen
dann ohne weiteres — zweimal — den Satz 7.3.5 vom primitiven Element verwenden.

(0) Wir setzen M := ®(U) = {x € L|o(z) == fir alle 0 € U}.
(1) GeméaB Satz 9.1.10 (ii) ist L : M algebraisch. Es ist fiir jede endliche Koérpererweiterung

—

M : M innerhalb L : M
[M:M] < ord(U),

da geméaf Satz 7.3.5 ein primitives Element ¢ € L mit M=M (c) existiert, und dann Satz
9.1.10 (iii) verwendet werden kann.

(2) GeméB dem Zusatz 5.3.6 ist dann auch
[L:M] < ord(U).

(3) Es sei jetzt wieder geméf Satz 7.3.5 ¢ € L ein primitives Element mit L = M (¢). Es
gilt dann

Stab(U)(¢) = {id.},
denn fiir beliebiges o € U gilt die Implikation
o(c) = ¢ = o(x) = zfiralle z € L =M(c).
(4) Geméas$ 9.1.10 (ii) und Bahn-Lemma ist schliefllich
[L:M] = [M(c): M] = ord(U(c)) = ord(Stab(U)(c)) -ord(U) = ord(U).
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(ii) Wir setzen U :=T'(M) = {o € Aut(L: K) | o(x) = x fir alle x € M}.

Wir ziehen wieder ein primitives Element ¢ heran mit L = K(¢). f € K[X] sei das
Minimalpolynom von ¢.

Wie schon mehrfach argumentiert, ist fir o € Aut(L : K) auch
fo@) = o

Da Aut(L : K) einfach transitiv auf der Menge der Nullstellen A von f operiert, gilt
ord(Aut(L: K)) < |N| < degf = [L:K] < o0,

deshalb auch ord(U) < oo.

Es ist dann weiter mit 9.1.3 (ii)
M o= o) = ®T(M) 2 M,
und geméf Gradformel 4.4.2 und Aussage (i)

[L:M] = [L:M]-[M:M] = ord(U)-[M : M].
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9.2 Galois-Erweiterungen

In den beiden Aussagen der Endlichkeitssédtze tritt eine merkwiirdige Unsymmetrie in
Erscheinung, die wir jetzt beseitigen.

9.2.1 Satz und Definition: Galois-Erweiterungen
Die Korpererweiterung L : K sei endlich.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent.

A) L : K heifit eine Galois-Erweiterung.

B) L : K ist eine normale und separable Koérpererweiterung.

(A)
(B)
(C) L ist Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € K[X].
(D) Esist ord(Aut(L : K)) = [L : K].

(E)

E) Es gibt eine endliche Untergruppe U von Aut(L : K) mit

K = oU) = {x€L|o(x)=x fir alle 0 € U}.

9.2.2 Beweis
Die Aquivalenz (B) < (C) ist Satz 6.4.1 zu entnehmen.

(C) = (D). Es sei ¢ ein primitives Element der Zerfallunsgkérpererweiterung L : K und
i das Minimalpolynom von c.

Es ist dann
ord(Aut(L: K)) = ¢g "= ¢ "2Y m 2 4 = [L:K].

(D) = (E). Setzt man U := Aut(L : K), so folgt mit dem Endlichkeitssatz 9.1.12(i)

VOL(D)

[L:®U)] = ord(U) IL: K].
Wegen K C ®(U) folgt die Behauptung ®(U) = K.
(E) = (C). Es sei ¢ ein primitives Element der Koérpererweiterung L : K.

Nach Voraussetzung ist K = ®(U), U endliche Untergruppe von Aut(L : K), so dass wir
9.1.10 (ii) anwenden konnen. Es ist ¢ algebraisch iiber K mit Minimalpolynom

pe(X) = (X —ay) ... (X —ayp), a; = ¢,

also ist L = K(ay,...,a,) Zerfallungskorper von p..

9.2.3 Bemerkung

Beachte bzgl. des Beweises (E) = (C), dass eine separable Korpererweiterung L : K zwar
ein primitives Element und dann ein zugehériges Minimalpolynom hat, der Kérper L
aber nicht Zerfallungskoérper des Minimalpolynoms sein muss. Das wird klar an folgendem
Beispiel.
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9.2.4 Beispiel
Wir betrachten die Korpererweiterung L : K = : Q, d € Z, keine Quadratzahl.
Es ist f(X) = X? — d das Minimalpolynom des primitiven Elements V.

Es ist, wie man leicht {iberpriifen kann

. { QVd) — Q(Vd)
N\ utovd = u—vvd

ein Q-Korperautomorphismus. Es muss also {id., 7} C Aut(L : K) sein.
Wegen | Aut(L : K)| | [L: K], vgl. 9.1.12(ii) /M = K ist
Aut(L: K) = {idg, 7}

Diese Korpererweiterung ist galoissch, tatséchlich ist jede einzelne Aussage aus Satz 9.2.1
erfiillt.

(B) Q(+/d) : Q hat Grad 2 und ist deshalb normal (Ubungsaufgabe 34, Blatt 11). Da Q
vollkommen ist, ist Q(v/d) : Q separabel.

(C) Q(Vd) : Q ist Zerfillungskorper des separablen Polynoms X2 — d.
(D) Es ist ord Aut(L : K) = 2 = [Q(+/d) : Q.
(E) Mit U = Awt(L : K) = {id, 7} ist

O(U) = {zeQWd)|o(z)=uz firalle o € U}
= {zeQWd) |r(x)=12} = Q

9.2.5 Beispiel

Wir betrachten die Korpererweiterung L : K = Q(v/2) : Q.

Es ist f(X) = X® — 2 das Minimalpolynom des primitiven Elements /2.

Da N;NQ(v/2) = {+/2} und o(N}) = N} fiir alle o € Aut(L : K), muss Aut(L : K) = {1}

sein.

Jede einzelne der Aussagen aus dem Satz ist nicht erfiillt.

(B) Q(+/2) : Q ist nicht normal. v/2 ist Nullstelle des irreduziblen Polynoms X3 — 2, die
anderen Nullstellen v/2 - (3 und +/2 - ¢2 sind nicht in Q(3/2) enthalten.

(C) Q(v/2) : Q ist nicht Zerfillungskérper des separablen Polynoms X® — 2 und auch
nicht eines anderen irreduziblen Polynoms f € Q[X].

(D) Esist ordAut(L: K)=1#3=[L: K].
(E) Es ist
®U) = {xe€l|o(x)==xfiralle ceU} = {ze€Ll|x=ux}
L + K.

Der Zerfillungskérper von f(X) = X* — 2 iiber Q ist Q(v/2, (3) mit (3 = exp(%*). Wir
werden ihn in Kapitel 9.4 ausfiihrlich betrachten.
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9.2.6 Folgerungen: Galois-Erweiterungen

(i) Ist L : K eine endliche Kérpererweiterung, so gibt es eine Galois-Erweiterung L:K
mit L als Zwischenkorper.

(ii) Ist L : K eine Galois-Erweiterung, so ist fiir jeden Zwischenkorper M auch L : M
eine Galois-Erweiterung.

(iii) Ist L : K eine Galois-Erweiterung, so muss fiir einen Zwischenkorper M die Kérper-
erweiterung M : K nicht notwendig eine Galois-Erweiterung sein.

9.2.7 Beweis

(i) Es ist L : K algebraisch-endlich-erzeugt, also L = K(ay,...,a,) mit algebraischen
Elementen a; € L.

Es sei nun fiir alle j = 1,...,n ¥ € K[X] das Minimalpolynom von a;, dann

f = f(l).__..f(”)
das Produkt.
Dann hat

L = Zerf;(K)

die geforderten Eigenschaften.
(ii) Folgerungskette
L : K Galois-Erweiterung
— L : K ist Zerfallungskorper eines f € K|[X]

— L : M ist Zerfallungskorper von f € M[X]
—> L : M Galois-Erweiterung

(iii) Als Gegenbeispiel dient wieder Q(+/2, (3) : Q(¥/2) : Q.
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9.3 Hauptsatz der Galois-Theorie
9.3.1 Hauptsatz der Galois-Theorie

Es sei L : K eine Galois-Erweiterung. Wir betrachten die Operatoren

o - g — F
"\ U — {ze€l|o(x)=uc firale c €U}

r. F = G
"N\ M — {oceG|o(x)=ur firalle x € M}

aus 9.1.2. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(i) Die beiden Operatoren ® und I' sind bijektiv, invers zueinander.

124

(ii) Ist M ein Zwischenkorper von L : K, so ist auch L : M eine Galois-Erweiterung. Es

folgt

[L:M] = ord(Aut(L: M))
M : K] = ind(Aut(L: K) : Aut(L : M))

(iii) Ist M ein Zwischenkorper von L : K, so ist M : K genau dann eine Galois-

Erweiterung, wenn Aut(L : M) Normalteiler in Aut(L : K).

In diesem Fall gibt es einen Gruppenhomomorphismus

{ Aut(L: K) — Aut(M : K)
H

o ol

und einen Gruppenisomorphismus

{Aut(]\/[:K) — Aut(L: K)/Aut(L : M)
o +— ocAut(L: M)=Aut(L: M)o.

9.3.2 Beweis

(i) Wir zeigen ® o I' = id|#. Es sei also M € F ein Zwischenkérper von L : K. Setze

U:=T(M)=Aut(L : M). Dann haben wir mit Satz 9.1.3(ii)
K C M C &T(M) C L.

GeméB Folgerung 9.2.6(ii) ist auch L : M eine Galois-Erweiterung, deshalb

9.1.12 (i)

[L:M] " 29 ordU "2V [L:®U)] = [L:®((M))]
und damit M = ®(I'(M)).

Wir zeigen als néchstes I' o & = id|g. Es ist dann U C I'(®(U)) Untergruppe.

Da geméif Folgerung 9.2.6(ii) L : M eine Galois-Erweiterung ist, folgt

ord(D(®(U))) "2 [L: o) "2 ord(U).
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und damit U = T'(®(U)).
(i) Die erste Aussage wurde in Folgerung 9.2.6(ii) bereits angegeben. Es folgt
[L:M] = ord(Aut(L: K))

und dann mit Gradformel und Indexformel der Gruppentheorie ( = Satz von Lagrange)

M K] = L&l — odAut(Li)

[L:M] — ord(Aut(L:M))) = ind(Aut(L : K) : Aut(L : M)).

(iii) =. Es sei also L : K eine Galoiserweiterung, d.h. Zerfillungskorper eines Polynoms
f € K[X]. Weiter sei 0 € Aut(L : K) beliebig, fixiert.
(1) GeméaB der Implikation (A) = (B) in Satz ?? ist (M) C M.
(2) Es ist weiter [M : K| = [o0(M) : K] < oo, deswegen M = o(M).
(3) Schliellich folgt mit Satz 9.1.3(iii), dass
Aut(L: M) = Aut(L:0(M)) = o-Aut(L: M) -0 *
d.h. Aut(L : M) ist Normalteiler in Aut(L : K).

< (1) Ist Aut(L : M) Normalteiler in Aut(L : K), so folgt mit 9.1.3(iii) fiir ein beliebiges
o€ Aut(L: K)

Aut(L:o(M)) = o-Aut(L: M) -0t = Aut(L: M),

(2) Gemé$ (i) gibt es eine ein-eindeutige Zuordnung der Automorphismengruppen zu den
Fixkorpern, es folgt

M = o(M)
(3) Dadurch ist der Gruppenhomomorphismus

{Aut(L K) — Aut(M :K)

o = oy

wohldefiniert.
(4) Es ist kere := Aut(L : M) und dann mit dem Homomorphiesatz der Gruppentheorie

Aut(L: K)/Aut(L : M) ~ ime C Aut(M : K).
(5) Mit dem Endlichkeitssatz 9.1.12(ii) und (ii) dieses Satzes folgt

9.1.12(ii)

M: K] > ord(Aut(M : K)) > ord(ime)
€ ind(Aut(L: K) : Aut(L: M)) = [M: K],
also
M : K] = ord(Aut(M : K)).
Damit ist M : K eine Galois-Erweiterung. Die Inklusion in (4) ist dann wegen
ord(Aut(M : K)) = ind(Aut(L: K) : Aut(L : M))

eine Gleichheit und wir erhalten den im Satz angegebenen Isomorphismus.
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9.4 Der Zerfillungskorper von X3 — 2
9.4.1 Beispiel: Der Zerfillungskérper von X3 — 2

Das Polynom
fX) = X'-2  eqQlx]
ist geméaf Eisenstein irreduzibel, die Nullstellen in C sind
21 = w, 29 = w(, 23 = w(?,
wobei zur Abkiirzung
w =2, (= s
gesetzt wurde.

Der Zerfallungskorper von f ist
L = Q(z1,22,23) = Q21,22) = Qw,() = Qw+ Q).
Zwei mogliche geordnete Basen von L : QQ sind
Bl = (w, o’ w( ¢ we W)
By, = (1, ¢, w, w( w’ w*).
Es gilt also [L : K| = 3! = 6.
Die Tabelle auf der néchsten Seite zeigt auf, dass Aut(L : K) ~ Ss.

9.4.2 Diagramm zur Galoiskorrespondenz

L (1)
Aut(L, )
2 2 2 3 R 2 2 2 3
Q(z1) Q(=2) Q(z3) 6 Q) ((23)) ((13)) ((12)) 6 ((123))
Fix(L, )
2 <~ 2
Q S3
Pfeil bedeutet: galoissche Erweiterung Pfeil bedeutet: Normalteiler

Zahl bedeutet: Grad der Erweiterung Zahl bedeutet: Index der Untergruppe
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Es seien
27
m € S3 | Nullstellen | {w, (} prim. Element Basis B; Basis Ba
o1 || (1) e B R wH+(¢ = w+¢ W= w 1 -1
Zo > 29 ¢ — C w? = w? ¢~ C
zZ3 — 23 w( — w( w W
Wi = W w( — wl
wC? = w? w? = w?
LUZC2 — w2<2 LUQC — w2<
oo || (12) 2=z | we w |wHC = wCHCC w = wC 1—1
2 21 | C = (2 w? = W | P
Z3 — 23 w( — w w — wC
Wi = Wi w( — w
wC? = w? W= —w? —w¥C
Wi ? = Ww? Wi = W
oz || (13) 210 23 |we wC ot wCHE | w i~ w 1 -1
Zo > 29 ¢ = (2 w? = W ¢ = 2
zZ3 — 21 w( = w( w > —w—w(
Wi = w? w( — w(
w® = w w? = W
W22 o W22 | W e w?
o4 || (23) 21— 21 w = w wHC = w2 W= w 1 =1
Zo > 23 ¢ = (2 w? = w? ¢ = 2
z3 > 2o wC = w(? W w
Wi o= W3 | wC = —w—wC
wC® = w( w? = w?
Wi = W | W s —w? =W
o5 || (123) |21 = 29 |w = w( |w+{ = w(+(C w = wC 1 =1
Zo > 23 ¢ —C w? = w?(? ¢~ C
z3 21 wC = wC? w — wC
w? — w? w( = —w—w(
wCQ — W w? — —w2—w2C
Wi = W | W = WP
o6 | (132) |21 = 23 |wr WP |lw+ = WP+ |w e w 1 =1
Zo — 21 ¢ — C w? = W ¢ — C
23 > 29 w( — w w = —w—w(
Wi o= W W= w
wC?® = wl w? = w¥
w2C2 — w2 w2C — —w2—w2C




S. Hilger — Algebra mit Elementen der Galoistheorie — Sommersemester 2019 — 22. Oktober 2019 128

9.5 Galoistheorie fiir endliche Korper

9.5.1 Satz: Galoistheorie fiir endliche Koérper

Wir betrachten eine Korpererweiterung L : K mit Koérpern der Michtigkeit |L| = p® und
|K| = p". Esist dann n = £ € N.

(i) Die Korpererweiterung L : K ist galoissch mit

ord(Aut(L: K)) = [L: K] = n.

(ii) Die Automorphismengruppe Aut(L : K) ist zyklisch, sie wird erzeugt von der k-
fach-Nacheinanderausfithrung des Frobenius-Automorphismus

L — L
ok .
® { r = 2@,

(iii) Zu jedem m € N mit k | m und m | ¢ gibt es genau einen Zwischenkorper M von
L : K mit |[M]| = p™. Die Galoiskorrespondenz kann man dem folgenden Diagramm

entnehmen.
L~TF, (@°%) = (idy) ~ Z/7Z
: :
M ~F,n (@) ~ 7/(£2)
7 8
K =, (@) ~ 2/(42)

9.5.2 Beweis

(i) Geméf Satz 8.0.10(ii) ist L Zerfallungskorper des (iiber dem vollkommenen Korper F,,
vgl. Satz 7.2.5) separablen Polynoms X? — X € F,[X]. Gemé&f Definition 9.2.1 ist L : F,
galoissch.

Gemif Folgerung 9.2.6 (ii) ist dann auch L : K galoissch und es ist ord(Aut(L : K)) =
[L: K]=n.

(i) Geméaf 8.0.10 (ii) stimmt K mit der Nullstellenmenge
Ny = {zeK |z —z=0}
iberein. Deshalb ist fiir alle x € K

@Ok|K(.T) — x(pk) = x,
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also ®°%| = idg und damit ®°*F € Aut(L : K).

Die gleiche Argumentation mir ¢ anstelle von k zeigt, dass fiir alle x € L
(@) (2) = (z) = ) = o,

also (®°%)" =idy,.

Wire (®°)°F = id, fiir ein j € {1,...,n — 1}, so wiire fiir alle x € L*

1

x(pjk_l) ’I(p]k) . :B_l = xr-xr = 1

Das wiirde bedeuten, dass L* kein Element der Ordnung £ —1 = p*—1 = p’" —1 enthalten
wiirde im Widerspruch zu Satz 7.3.1, der aussagt, dass L* mit |L*| = ¢ — 1 zyklisch ist.

Damit ist ord(®°*) = n als Element von Aut(L : K). Aufgrund von | Aut(L : K)| = n ist
Aut(L : K) zyklisch.

(iii) Das ergibt sich sofort aus dem Hauptsatz der Galoistheorie und der Tatsache, dass die
Untergruppen der zyklischen Gruppe Aut(L : K) ~ Z/nZ genau die zyklischen Gruppen
sind, deren Ordnung ein Teiler von n ist.
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10 Kreisteilung

10.1 Vorbereitung: Die Eulersche ¢-Funktion

10.1.1 Definition und Satz: Die Eulersche ¢-Funktion
Die Fulersche p-Funktion ist definiert durch

J N = N
P\ n o= | (Z/m2)<| = |{deN|d<n und ggT(d,n)=1}].

Es ergibt sich aus dem Lemma von Bezout oder dem Umfeld des Erweiterten Euklidischen
Algorithmus, dass fiir n,d € Nund d <n

de (Z/nZ7)* <= ggT(d,n)=1.
10.1.2 Satz: Formeln zur Berechnung der ¢-Funktion
(i) Es gilt
e(n)-o(m) = @(n-m), falls n,m € N, ggT(n,m) = 1.
(i) Ist p* eine Primzahlpotenz, so gilt
(") = P (p-1)
(iii) Ist n € N beliebig, so gilt

= p’fl'---'pe
— pn) = pt g (=) - (pe— ).

10.1.3 Beweis

(i) Wegen ggT(m,n) = 1 besteht geméf} chinesischem Restsatz ein [somorphismus von uk
Ringen

Z)/(mnZ) ~ Z/mZ x Z/nZ.
Deshalb gilt
(Z)(mnZ))* ~ (Z/mZ x Z/nZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)*.

(ii) In der Zahlenmenge {1,...,p*} gilt fiir jede p-te Zahl a, dass ggT(a, p*) # 1. Demzu-
folge ist

k _ _
(@) = P8 = PPt = P -1,

(iii) ist eine Folgerung aus (i) und (ii).
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10.2 Kreisteilungskérper und Einheitswurzeln

10.2.1 Definition: Kreisteilungskérper und Einheitswurzeln

Es sei p = 0 oder p eine Primzahl. Es sei dazu K der Primkorper mit char(K) = p.
Es sei weiter eine Zahl n € N fixiert und dann X" — 1 € K[X].

1. Der (bis auf Isomorphie eindeutige) Zerfallungskorper K,, := Zerf(X" — 1, K') von
X" — 1€ K[X] heiBt der n-te Kreisteilungskorper (iber K ).

2. Eine Nullstelle £ € K,, von f(X) = X" — 1 € K[X] heiit n-te Finheitswurzel (iber
K ). Wegen deg X™ — 1 = n gibt es hochstens n solche n-ten Einheitswurzeln in K.

3. Die Teilmenge K der n-ten Einheitswurzeln in K,, bildet eine endliche multipli-
kative Untergruppe von K,°, ist also gemé&f} Satz 7.3.1 zyklisch.

4. Eine n-te Einheitswurzel in K, die diese zyklische Gruppe K" erzeugt, heifit eine
primitive n-te Finheitswurzel. Die Theorie der (multiplikativ geschriebenen) zykli-
schen Gruppen zeigt, dass die Teilmenge der primitiven Einheitswurzeln gegeben ist
durch

KoY = {Ce KM [(¢) = K™}
= {¢e K" |ord(¢) = n}
= {"e K™ |1<k<n, ggT(k,n) =1}, wobei ( € K™ fixiert.

~ Aut(K®V).

10.2.2 Bemerkung

Der Begriff | Kreisteilungskorper” ist eigentlich nur sinnvoll im Fall K = Q, da dann die
adjungierten n-ten Einheitswurzeln 1,(,¢2,..., (" ! genau die Eckpunkte des regelmifi-
gen n-Ecks mit Eckpunkt 1 auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene sind.

Es hat sich jedoch eingebiirgert, dass man auch im allgemeinen Fall von Kreistei-
lungskorpern spricht.

10.2.3 Beispiele: Kreisteilungskorper fiir kleine n

1. n = 1. Das Polynom X —1 hat die Nullstelle 1 € K. Der ,,erste” Kreisteilungskorper
iiber K stimmt mit K {iiberein.

2. n = 2. Das Polynom X? — 1 = (X — 1)(X + 1) zerfillt iiber K in Linearfaktoren.
Der zweite Kreisteilungskorper iiber K stimmt ebenfalls mit K iiberein.

3. n = 3. Das Polynom X®—1 = (X —1)(X?+ X + 1) enthélt als Faktor das Polynom
X%+ X + 1, die beiden Nullstellen ¢ und ¢! sind multiplikativ invers zueinander.

Der dritte Kreisteilungskorper K3 = K ({) wird von einer dieser beiden Nullstellen
erzeugt. Ist X2 + X + 1 irreduzibel iiber K, so gilt [K3 : K] = 2.
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4. n = 4. Das Polynom X% — 1 = (X — 1)(X + 1)(X? + 1) enthélt als Faktor das
Polynom X2 + 1, die beiden Nullstellen ¢ und —¢ sind additiv invers zueinander.

Der vierte Kreisteilungskorper K, = K(() wird von einer dieser beiden Nullstellen
erzeugt. Ist X2 + 1 irreduzibel iiber K, so gilt [K, : K] = 2.

10.2.4 Sonderfall: char(K) | n

Es sei char(K) =pund n=m-p € N.

Dann ist
X'—1 = X™—-1 = (Xm-1)

und die zyklische Gruppe der n-ten Einheitswurzeln ist gegeben durch

Das heiBt, alle Uberlegungen im Zusammenhang mit n-ten (primitiven) Einheitswurzeln
und den darauf beruhenden n-ten Kreisteilungspolynomen lassen sich vom Fall n auf den
Fall m zuriickspielen.

Man kann O.B.d.A. annehmen, dass char(K) fn.
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10.3 Kreisteilungspolynome

10.3.1 Definition: Kreisteilungspolynom

Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper itber K mit char(K) fn.
Das Polynom

,(X) = ][] X-¢ €K[X]

CeKrerEW

heifit das n-te Kreisteilungspolynom (iber K ).

10.3.2 Satz: Kreisteilungspolynome
Es sei K, der n-te Kreisteilungskorper iiber K mit char(K) fn.

(i) Das Polynom X" — 1 ist separabel iiber K. Deshalb ist |K"V| = n und

xr—1 = J] x-9.

gekyW
(ii) Esist |[KE™Y| = deg®, = ¢(n) und

o,(X) = ] &x=90

CeKErEW

= H (X — M), wobei ¢ € KP™V | fixiert.

1<k<n
ggT(k,n) =1

(iii) Es ist

KBV = U KyeY (disjunkte Vereinigung) ,

1<d<n
d|n

wobei wir hier die Abhéngigkeit der Teilmenge KV von n durch den zusatzlichen
Index n zum Ausdruck bringen. Deshalb gelten dann die Rekursionsformeln

o (X) = X—1
0,(X) - [ 2u(X) = X"—1.

1<d<n
d|n
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10.3.3 Beweis
(i) Aufgrund von char(K) Jn ist
geT(X" —1,nX" ) = geT(X"—1—n"'XnX""' nX"1)
= geT(~1,nX" 1) = 1.
GemaéB der Implikation (B) = (A) in Satz 7.2.1 hat X™ —1 in K, nur einfache Nullstellen,
also genau n Nullstellen.

(i) Das ist eine Aussage aus der Gruppentheorie iiber die Erzeuger von zyklischen Grup-
pen.

(iii) Die erste Teilaussage ist wieder der Gruppentheorie von zyklischen Gruppen entnom-
men. Die zweite ergibt sich dann direkt aus der Definition der Kreisteilungspolynome.

10.3.4 Illustration

Wir illustrieren die Aussage (C) anhand der ersten 10 Kreisteilungspolynome.

‘ O1(X) P2(X)  P3(X) D4(X) @5 (X) D6 (X) @7 (X) D5 (X) D9 (X) ®19(X)
X—1|(x=-1)
X2 -1 | (X —1)(X+1)
X3 1| (X —-1) (X2 +X+1)
X4 -1 | (X —1)(X+1) (X2 +1)
X% 1| (x-1) (X*+ X34+ X24X+1)
X0 1 | (X —D(X+1)(X2+X+1) (X2 =X +1)
X7T—1 | (Xx=-1) (X8 +...41)
X8 -1 | (X-1D(X+1) (X2 +1) (x*+1)
X9 1| (Xx-1) (X2 +X+1) (X% + x34+1)
X0 1 | (X —1)(X +1) (X*+ X34+ X2+ X +1) (X* - x34+x2-Xx+41)

Die dann folgenden sechs Kreisteilungspolynome sind

P11(X) = X4 x xS xT x4 xt e xt x4 xT x4

Pia(X) = x*-x%241

Br3(X) = X4 xM x4 x% 4 x8 i xT x4 xP x4 xP x4 x4
Pia(X) = X0 x4 x*_x34x?_x+41

Pi5(X) = XxP-XxT+x%_x*1x%-_x+1

Pip(X) = X®+1.

10.3.5 Beispiel

Ist n eine Primzahl, so kann schnell bestétigt werden, dass

D(X) = X"+ X" 24+ X+ 1
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10.3.6 Satz: Koeffizienten der Kreisteilungspolynome
Es sei K,, der n-te Kreisteilungskorper iiber K mit char(K) Jn.

Fiir die Kreisteilungspolynome ®,, gelten die folgenden Aussagen.
(i) Esist @, € K[X] und normiert.
(ii) Im Fall char(K) = 0 gilt sogar ®,, € Z[X]| C Q[X].

(iii) Das n-te Kreisteilungspolynom % bei Charakteristik p entsteht aus dem n-ten
Kreisteilungspolynom & bei Charakteristik 0 durch Reduktion der Koeffizienten
mod p.

10.3.7 Beweis

(i),(ii) Aufgrund der Aussage (iii) in Satz 10.3.2 ergibt sich ®,, durch Polynomdivision
aus den Vorganger-Polynomen durch

2,(X) = (x"~1-[ J]@x) }1.
Sda‘ln<n

Der Satz 3.4.1 iiber die Polynomdivision in uk Ringen bei ,,Divisor-Leitkoeffizient ist
Einheit” liefert die Aussage, dass ®,, € K[X] und im Fall char(K) = 0 sogar ®,, € Z[X].
Die Normiertheit ist dann eine einfache Folgerung.

(iii) Da die Polynomdivision und Reduktion der Koeffizienten mod p vertauschbar sind,
ergibt sich auch die Aussage (iii).
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10.4 Kreisteilung bei Charakteristik 0

10.4.1 Satz: Kreisteilung bei Charakteristik 0
Wir betrachten die Kreisteilung iiber Q. Es sei n € N fixiert.

(i) Esist ®, € Z[X] irreduzibel in Z[X] und damit auch in Q[X].

(ii) Die Koérpererweiterung Q,, : @ mit dem n-ten Kreisteilungskorper Q,, iiber Q ist
galoissch mit

|Aut(Q,: Q)| = [Qn:Q] = o(n).
(iii) Es bestehen Gruppenisomorphismen wie folgt

o :{ (Z/nZ)* — Aut(Qp™) — Aut(Q,:Q)

J = (=) = o
Insbesondere ist Aut(Q, : Q) abelsch.

10.4.2 Beweis

Fiir den Fall, dass n Primzahl ist, wurde der Beweis schon in Ubungsaufgabe 22/Blatt
8 erbracht. Der folgende Beweis fiir den allgemeinen Fall n € N stammt von Dedekind,
1857.

(1) Es sei ¢ eine fixierte primitive Einheitswurzel. Dann ist geméB 10.2.1 die Menge aller
primitiven Einheitswurzeln gegeben durch

- {6p1""‘P“ € Q)" | pj Primzahl mit p; fn fir alle j =1,...,¢}.

(2) Wir zeigen nun: Ist © das Minimalpolynom von ¢ € Q>*W und p Primzahl mit p fn,
so gilt auch p(¢?) = 0. Damit ist x4 auch das Minimalpolynom von (7.

(3) Wegen (™ — 1 = 0 gibt es ein normiertes Polynom
f = fot iX+. . 4 fua X"+ X" €QX]

so, dass

4) Da die drei Polynome in dieser Gleichung normiert sind, erhalten wir mit der Folgerung
3.7.8 (iv), dass

p, f € Z[X].
(5) Angenommen, p(¢?) # 0. Dann ist f(¢(?) = 0 und damit

XD | [fo+ HiXP 4 frma (XD + (X)),
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das heifit, es existiert — wieder nach Folgerung 3.7.8 (iv) — ein g € Z[X], normiert, mit
fot hXP+ o+ [ (X7 = (X)) - g(X).

(6) Wir reduzieren diese Gleichung mod p und erhalten
Jot+ AXP+ .+ fu(XP)" = [(X)-g(X).

Beachte, dass @ nicht notwendig die Irreduzibilitdt von u erbt.

(7) Wir wenden dann den Frobenius-Monomorphismus auf diese Gleichung an und erhal-
ten, da der Frobenius-Monomorphismus gleich der Identitét in IF), ist,

(fo+ AX 4.+ fuX™)P = F(X)-g(X).

(8) Ist nun A ein irreduzibler Teiler von i, so ist h auch Teiler von
f(X) = fo+ iX+.. 4 fnX™

(9) Reduziert man nun die Gleichung aus (3) mod p, so folgt, dass
(A(X))* | (X" =T).

(10) GeméfB Satz 10.3.2(i) ist X™ — 1 separabel, hat also nur einfache Nullstellen, beachte
dabei, dass p fn.

(11) Ein irreduzibler Teiler kann also nicht doppelt auftreten. Aufgrund dieses Wider-
spruchs muss die Annahme p(¢?) # 0 aus Schritt (5) verworfen werden.

(12) Damit ist nachgewiesen, dass das Minimalpolynom fiir ( € QW und das Kreis-
teilungspolynom ®,, iibereinstimmen. Damit ist ®,, irreduzibel in Z[X], gemifl Satz von

Gaufl dann auch in Q[X].

(ii) Ist Z eine n-te Einheitswurzel iiber Q, also Nullstelle des irreduziblen Polynoms ®,,,
so gilt

und deshalb
Q,:Q] = deg®, = ¢(n).

(iii) Der zweite Isomorphismus ist einfach durch die Fortsetzung der Abbildung (¢ —
&) € Aut(QEW) auf Q,, gegeben, siche dazu Satz 6.3.3.
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Die Nullstellen des n-ten Kreisteilungspolynoms in @Q,, C C sind wie folgt.

®,,(X) | Primitiv Weitere auBer 1
P1(X) || G =+1

By(X) | G = —1

PBy(X) | (g = =5 G ="5=
Py(X) || Cati (=i

2(X) | =i+ P +i/i+8 | 3G

Do(X) | Go = =2 G =4
O7(X) | ¢ ENCHENRENE!
5(X) | o= 4 ==t G = i = 1
Do(X) || Go ENENENRENS;
D10(X) | Go= (4 +¥8) +iy/2 =L | Gl G

138
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10.5 Kreisteilung bei Charakteristik p

10.5.1 Satz: Kreisteilung bei Charakteristik p
Wir betrachten die Kreisteilung iiber IF),.

Es seien n € N und die Primzahl p fixiert mit p /n. Dazu sei

m = ord(p) in der Gruppe (Z/nZ)*.

139

(i) ®,, zerfallt in F,[X] in 2) paarweise nicht assoziierte irreduzible Faktoren vom

Grad m. "
(i) Es ist

(Fp)rn =~ Fym.

Damit sind alle weiteren Eigenschaften der Koérpererweiterung (F,,), : F,, durch Satz

9.5.1 erschlossen.
(iii) Es ist
®, € F,[X] irreduzibel und [(F,),:F,] = ¢(n)
genau dann, wenn

ord(p) = ¢(n) in der Gruppe (Z/nZ)*,

also wenn p erzeugendes Element der (dann zyklischen) Gruppe (Z/nZ)* ist.

10.5.2 Beweis
(i) Es sei f € F,[X] ein irreduzibler Faktor von ®,,.

(1) Wir stellen eine Liste von Aussagen iiber eine Zahl ¢ € N zusammen.

(A) Es gilt m | .
B) Esist p‘=1 modn.

(

(C) Esist n| (p* —1).
(

(E) f zerfallt vollstéindig in I [X].
(

(G) @, hat eine Nullstelle in [F..

(

)
)
)
D) @, zerfillt vollstandig in F,.[X].
)
F) f hat eine Nullstelle in [F..
)
)

H) Es gilt (deg f) | .
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Wir zeigen im folgenden, dass alle Aussagen dquivalent sind.

(2) Die Aquivalenz (A) < (B) folgt leicht aus der Definition von m.
Die Aquivalenz (B) < (C) ist offensichtlich.

(C) = (D). Wende den Satz 10.3.2 (iii) mit n = p* — 1 an. Dann ist

X1 = J] ®uX) = @.X)- [[ @ux).
1<d< (pt—1) 1<d<(p —1)
dl(p* — 1) dl(p* — 1)
d#n

Da X®'~D —1in IF,e[X] vollsténdig zerfallt, gilt dies auch fiir ®,,.

Die Implikationen (D) = (E) = (F) = (G) sind wegen f | ®,, trivial.

(G) = (C). Ist ¢ € F,¢ Nullstelle von ®,,, dann auch von X" — 1, also ist (" = 1.

Wegen [F,| = p* — 1 folgt n | (p — 1).

(F) & (H). Ist ¢ eine Nullstelle von f (in einem Zerfillungskorper iiber F,), so gilt
deg f = [Fp(C) : Fp

und weiter geméfl Satz 8.0.10 iiber die Charakterisierung endlicher Korper, dass
]F‘p (C) ~ ]deeg f-

Weiter ist dann aufgrund von Satz 9.5.1 iiber Galoistheorie bei endlichen Kérpern

¢ € sz
— F,(() € Fp
< degf| /.

(3) Es sind also die beiden Aussagen
m | (deg f) | €

fiir beliebiges ¢ € N dquivalent. Daraus folgt unmittelbar m = deg f, was zu beweisen
war.

(4) Da ®,, paarweise verschiedene Nullstellen im Zerfallungskorper hat, konnen nicht zwei
verschiedene Teiler f und f von ®,, assoziiert sein.

(i) Ist Eeine n-te Einheitswurzel iiber I, also Nullstelle des irreduziblen Polynoms ®,,,
so ist ¢ auch Nullstelle eines der irreduziblen Teiler f wie in (i). Wegen

~

(Fp)n = Fp(C)
gilt
[(Fp)n : Fy] = degf = m,
also (Fp)n ~ Fym.
(iii) Das ist der Fall m = ¢(n) aus (i) und (ii).
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10.5.3 Beispiel

Wir ziehen als Beispiel den Fall ¢ = 5 und n = 12 im Kontext von (ii) heran. Es ist dann,
da 5% = 25 = 1 mod 12, also

m = ord(5) = 2.

Tatséchlich zerfallt das Kreisteilungspolynom @15 iiber F5 in zwei nicht assoziierte irre-
duzible Faktoren:

Pp(X) = X' - X241 = (X2-2X-1)-(X?*+2X —1).

10.5.4 Beispiel

Wir zichen als Beispiel den Fall ¢ = 2 und n = 15 im Kontext von (ii) heran. Es ist dann,
da 2* = 16 = 1mod 15, also

m = ord(2) = 4.
Tatséchlich zerfallt das Kreisteilungspolynom
P5(X) = X°-X"+X° - X'+ X°-X+1
nach Reduktion mod 2 in zwei nicht assoziierte irreduzible Faktoren vom Grad 4.

P(X) = X4+ X" +X°+ X'+ X3+ X+1 = (X' +XP+1D- (X +X+1).
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11 Konstruieren mit Zirkel und Lineal

11.1 Einstieg
11.1.1 Ebene geometrische Objekte

Wir wollen hier zur Vereinfachung Teilmengen der Zeichenebene (ebene geometrische)
Objekte nennen, wenn es sich um

e Punkte, Geraden, Halbgeraden, Strecken, Kreislinien und Kreisbogen, Winkel, Pfeile
oder

e deren Vereinigung oder Schnitte

handelt.

11.1.2 Kommentare

e Man konnte in dieser ,,Definition” auf die Erwdhnung von Geraden, Strecken oder
Winkeln verzichten, da sich diese Objekte als Vereinigungs- oder Schnittmengen der
anderen ergeben.

e Ein Pfeil ist die Zusammenstellung einer Halbgerade und einer in ihr enthaltenen
Strecke.

e Wird die Zeichenebene mit einem Koordinatensystem versehen, so werden die
erwahnten Objekte durch lineare oder quadratische Gleichungen und Ungleichungen
beschrieben.

e Umgekehrt umfasst die Liste oben nicht alle Objekte, die durch quadratische Glei-
chungen beschrieben werden, beispielsweise Ellipsen, Parabeln oder Hyperbeln.

11.1.3 Definition: Konstruieren
Die folgenden Moglichkeiten beschreiben, wie man — ausgehend von gegebenen Objekten
— neue Objekte ,erstellen” kann. Wir wollen sie elementare Schritte nennen.

e Zu zwei gegebenen Punkten konnen erstellt werden

— die Verbindungsstrecke
— die Halbgerade mit einem der beiden Punkte als Anfangspunkt
— die Gerade durch die zwei Punkte
e Zu einem gegebenen Punkt und einer gegebenen Strecke kann der Kreis erstellt wer-

den, der den vorgegebenen Punkt als Mittelpunkt und die Lange der vorgegebenen
Strecke als Radius hat.

e Sind zwei Geraden und/oder Kreise gegeben, so konnen der oder die Schnittpunkte
dieser beiden Objekte erstellt werden.

Jede Abfolge von solchen elementaren Schritten wird als Konstruktion bezeichnet. Die
zugehorige Tatigkeit heiit Konstruieren.
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11.2 Algebraisierung der Konstruierbarkeit
11.2.1 Einstieg

Die klassischen Fragen, welche Objekte konstruiert werden kénnen, kénnen durch Alge-
braisierung genauer gestellt — und dann auch beantwortet — werden.

11.2.2 Modellierung durch kartesisches Koordinatensystem

Mit Hilfe eines Koordinatensystems (Zwei senkrecht zueinander stehende Achsen, mit
Léngenskalen) konnen die Punkte der Zeichenebene eineindeutig reellen Zahlenpaaren
oder komplexen Zahlen zugeordnet werden.

Zeichenebene ~— R2 ~— C
Punkt ~—+— reelles Zahlenpaar ~———  komplexe Zahl
kurz: Zahl

Bezogen auf diese Korrespondenz seien zwei Punkte £ Zahlen fest vorgegeben:

O e (07
1

E ~— ( 9

0) —— 0
0

) —— 1

11.2.3 Satz: Die Menge der konstruierbaren Zahlen

Fiir einen Punkt C' der Zeichenebene und die zugehorige komplexe Zahl ¢ sind die folgen-
den Aussagen dquivalent.

(K) Der Punkt C'ist — ausgehend von O und E — in endlich vielen Schritten mit Zirkel
und Lineal konstruierbar.

(R) Die Zahl ¢ ergibt sich — ausgehend von den Zahlen 0 und 1 — durch eine endliche
Abfolge von Grundrechenarten und Ziehen von Quadratwurzeln.

(A) Die Zahl c ist enthalten in einem Korper K,,, der sich mit einer endlichen Abfolge
von Korpererweiterungen vom Grad 2 aus dem Korper Q der rationalen Zahlen
ergibt:

11.2.4 Begriindung
(K) = (R)

Es sei C' ein Punkt, der — ausgehend von bereits konstruierten Punkten — konstruiert
werden kann. Das bedeutet, dass sich C' als Schnittpunkt von zwei Geraden und/oder
Kreisen ergibt, die durch bereits konstruierte Punkte definiert sind.

Die zugehorige Zahl ¢ ist demzufolge Losung eines Systems von zwei linearen oder quadra-
tischen Gleichungen, deren Koeffizienten sich aus denen der bereits konstruierten Punkte
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ergeben. Diese Koeffizienten sind also selbst mit Grundrechenarten und Quadratwurzel-
ziehen herstellbar.

Die Losungen dieses Gleichungssystems sind wiederum mit Grundrechenarten und Qua-
dratwurzelziehen herstellbar. Es gilt also (R).

(R) = (K)

(1) Summe und Differenz von zwei Zahlen kénnen geometrisch mittels Aneinandersetzen
der Ursprungs-Verbindungsstrahlen (= Ortsvektoren) konstruiert werden.

(2) Dass auch Produkte, Quotienten und Quadratwurzeln von Zahlen geometrisch kon-
struiert werden kénnen, zeigen wir zunéchst fiir vorgegebene reell-positive Zahlen auf. Man
kann dies anhand der folgenden Konstruktionen einsehen, die auf den Strahlensétzen bzw.
auf dem Hohensatz beruhen.

t t 1
a a a b e

Vorgegeben: a, b Vorgegeben: a, b Vorgegeben: a, b
Zu konstruieren: a - b Zu konstruieren: g Zu konstruieren: Va - b

(3) Sind dann a und b beliebige komplexe Zahlen, so kénnen Produkt, Quotient und
Quadratwurzeln mit Hilfe von Polarkoordinaten auf

e Produkt, Quotient und Quadratwurzel der Betrige sowie
e Winkeladdition, -subtraktion und -halbierung der Argumente

zuriickgefiihrt werden.
(R) < (A).

Die Abgeschlossenheit der Menge der , konstruierbaren Zahlen” unter den Grundrechen-
arten entspricht genau der Tatsache, dass alle komplexen Zahlen mit rationalen Koordi-
naten konstruiert werden kénnen. Es kénnen also alle Zahlen des Zwischenkorpers Q(i)
von C: Q mit [Q(z) : Q] = 2 konstruiert werden.

Das Ziehen von Quadratwurzeln bedeutet algebraisch, dass Nullstellen von beliebigen
quadratischen Polynomen adjungiert werden koénnen. Das entspricht aber genau den
Korpererweiterungen vom Grad 2.
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11.3 Klassische Fragen der Konstruierbarkeit

In Zeiten, in denen die Mathematikdidaktik Begriffe wie ,,Anwendung, Konkretisierung,
Veranschaulichung” als alleinige Prinzipien eines gelingenden Mathematikunterrichts dar-
stellt, erscheint die Formulierung dieser Aussage als ,,schwer, abstrakt, absurd”.

Tatséchlich ermoglicht sie auf dann ,,einfache” Weise, klassische Fragen der Konstruier-
barkeit zu beantworten.

11.3.1 Verdoppelung des Wiirfelvolumens

Es sei die Kantenldnge eines Wiirfels in der Zeichenebene vorgegeben. Kann die Kan-
tenldnge des Wiirfels mit doppeltem Volumen konstruiert werden?

NEIN. Sieht man man die gegebene Kantenlénge als ,,gleich 1”7 an, so ist die Frage auf
die nach der Konstruierbarkeit des Punktes mit Koordinaten (0, v/2) reduziert.

Als Nullstelle des irreduziblen Polynoms z — 2 — 2 ist die Zahl v/2 sie in einem Erwei-
terungskorper K mit [K : Q] = 3 enthalten. Damit kann sie nicht in einem Korper des
Typs wie in Aussage 11.2.3 (A) enthalten sein.

11.3.2 Konstruktion des regelméafligen n-Ecks

Es sei ein Kreis vorgegeben. Kann das ihm einbeschriebene regelméflige n-Eck konstruiert
werden?

Diese Frage lasst sich auf die nach der Konstruierbarkeit einer n-ten primitiven Einheits-
wurzel ¢, € C zuriickftihren. Mit algebraischen Methoden zeigt man die folgende Kette
von Aquivalenzen (Carl Friedrich Gauss, 1796)

Das regelméfige n-Eck ist konstruierbar.

< Eine primitive n-te Einheitswurzel ¢, € C ist konstruierbar.

(3

n ist in einem Korper wie 11.2.3 (A) enthalten.

< Das Minimalpolynom ®,, von ¢, (= n-tes Kreisteilungspolynom) hat eine Zweier-
potenz als Grad.

¢

Es ist p(n) = 27 fiir ein j € N,.

& Die Zahl n hat eine Primfaktorzerlegung der Form n = 2% -p, -...-p,, wobei k € N,
und py, ..., p, paarweise verschiedene Fermatsche Primzahlen sind. Dabei heif3t eine
Primzahl Fermatsch, wenn sie eine Primfaktorzerlegung der Form p = 2(2) 4 1 mit
(e No, hat.

Die heute bekannten fiinf Fermatschen Primzahlen sind in der Tabelle aufgelistet. Man
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vermutet, dass es keine weiteren gibt.

( 0 1 2 3 4 5
2! 1 2 4 8 16 32
202 4 1 oL+ 12241 (24 4+128+1| 21641 232 4 1

= = =17 | =257 | = 65537 = 4294967 297
Fermat’sch? V4 Vv Vv vV Vv = 641-6700417

11.3.3 Dreiteilung des Winkels
Kann ein beliebiger vorgegebener Winkel gedrittelt werden?
NEIN.

Anderenfalls wiirde beispielsweise der konstruierbare Winkel mit Maf3 60 ° gedrittelt wer-
den konnen. Mit Hilfe des Winkels mit Mafl 20° kénnte dann ein regelméfliges 18-Fck
konstruiert werden, was aber gemafl Abschnitt 11.3.2 unmoglich ist.

11.3.4 Die Quadratur des Kreises

Es sei ein Kreis vorgegeben. Kann die Seitenldnge des Quadrats mit gleichem Fléchenin-
halt konstruiert werden?

NEIN.

Sieht man man den gegebenen Radius als ,,gleich 1”7 an, so ist die Frage auf die nach der
Konstruierbarkeit der Zahl /7 reduziert.

Die Frage wurde endgiiltig im Jahr 1882 von Ferdinand von Lindemann (1852 — 1939)
negativ beschieden: Er bewies, dass 7 transzendent ist, d.h. nicht als Nullstelle eines
Polynoms mit rationalen Koeffizienten auftritt. Dann kann aber 7 und demzufolge auch
/7 nicht in einem Koérper wie in Aussage 11.2.3 (A) enthalten sein.
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12 Auflésbarkeit von polynomialen Gleichungen

12.1 Zwei vorbereitende Satze

12.1.1 Satz: Galois-Eigenschaft bei Adjunktion einer primitiven n-ten Ein-
heitswurzel

Es sei L : K eine Galoiserweiterung und ( eine primitive n-te Einheitswurzel.
(i) Dann ist auch L(¢) : K(¢) eine Galoiserweiterung.

(ii) Zwischen den Automorphismengruppen gibt es einen Gruppenmonomorphismus

Awt(L(¢) : K(¢)) = Aut(L: K).

12.1.2 Beweis
(i) Es ist

L Zerfallungskorper eines Polynoms f € K(¢)[X],

L(¢) Zerfallungskorper des Polynoms X™ — 1 € L[X],

K(¢) Zerfallungskorper des Polynoms X" — 1 € K[X].
Folglich ist auch

L((¢) Zerfallungskorper des Polynoms f(X) - (X" — 1) € K[X],
also L(() : K galoissch. Weiter ist dann geméf Satz 9.2.6 (ii)

L(¢) : K(C) galoissch f(X)- (X" —1) € K[X].

(ii) Die beiden Korpererweiterungen L(¢) : L und L : K sind galoissch. Geméafi dem
Hauptsatz iiber normale Korpererweiterungen 6.1.4 ist

o(L) = L firalle o€ Aut(L((): K).
Es folgen die Implikationen
oce Aut(L((): K(¢) = oceAuwt(L(():K) = oecAut(l:K).
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12.1.3 Lemma von Artin
Es seien K ein Korper und o7y, ..., 04 € Aut(K).

Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent.

(A) o4,...,0% sind paarweise verschieden.

(B) o1,...,04 sind linear unabhéngig im K-Vektorraum Abb(K*, K).

12.1.4 Bemerkung

In dem Satz (und Beweis) kann anstelle von K* als Definitionsmenge fiir den Abbildungs-
vektorraum in (B) eine beliebige Halbgruppe H gewéhlt werden. In diesem Fall muss an
die Abbildungen o7, ..., 0} die Forderung gestellt werden, dass sie Halbgruppenhomomor-
phismen H — K™ sind.

12.1.5 Beweis
(B) = (A) ist trivial.

(A) = (B). Induktion tiber k. Der Fall £ = 1 ist trivial, da ¢ nicht die Nullabbildung
sein kann.

Sei die Behauptung fiir £ — 1 € N gezeigt.
(1) Wir setzen an, dass

o101 + aeog + ...+ oo, = 0 ().
(2) Da 0y # oy, gibt es ein a € K* mit

o1(a) # ox(a).

(3) Mit beliebigem x € K* setzen wir in die Gleichung (x) einerseits die Stelle a - x ein,
andererseits setzen wir die Stelle z ein und multiplizieren die Gleichung mit oy (a).

ajoi(a)or(x) + ... 4+ ag_iok—1(a)oz(x) + agop(a)or(z) = 0

ayop(a)or(z) + ... + a1 ox(a)oe(z) + apor(a)or(x) = 0.
(4) Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt

ajloi(a) —ok(a)lor(z) + ... + ag_1|og-1(a) —ox(a)]og—1(xz) = 0.
fiir alle z € K*.
(5) Gemé$ Induktionsvoraussetzung folgt

ajloj(a) —og(a)] = 0 fir alle j € {1,...,k—1}.
Mit Schritt (2) folgt aq = 0.
(6) Die Gleichung (*) lautet nun

09 + ...+ oo, = 0.
Geméf Induktionsvoraussetzung sind auch

agzagz...:ak:().
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12.2 Zyklische Erweiterungen

12.2.1 Formel fiir reine Polynome
Es seien n € N und M ein Koérper mit char M} n.
Enthélt der Kérper M eine primitive n-te Einheitswurzel, so gilt in M[X, Y] die Formel

X"—Y" = (X-Y)- (X =C)-...- (X =Y.

12.2.2 Beweis

Als Elemente in (M[Y])[X] haben die Polynome links und rechts die n verschiedenen
Nullstellen

Y, CY, %Y, Y

und stimmen deshalb tiberein.

12.2.3 Satz: Zyklische Erweiterungen

Es sei n € N. Wir betrachten einen Kérper K mit char K = 0 und die Korpererweiterung
M = K(¢) mit einer primitiven n-ten Einheitswurzel (.

Die folgenden Aussagen iiber eine Korpererweiterung L : M sind dquivalent.

(A) L : M ist eine zyklische Korpererweiterung mit Grad n, d.h. sie ist galoissch mit
einem Gruppenmonomorphismus Aut(L : M) = Z/nZ.

(B) Es gibt ein a € L mit den Eigenschaften

a” € M,
X" —a" € M[X] ist das Minimalpolynom von a tiber M,
L = M(a).

(C) Es gibt ein a € L so, dass L Zerfallungskorper des reinen irreduziblen Polynoms
X" —a" ist. Es gilt dabei

X"—a" = (X—a)-(X—=Ca)...- (X =(""a).

12.2.4 Beweis
(A) = (B).

(1) Gemé&B der Voraussetzung existiert ein erzeugendes Element o € Aut(L : M) der
Ordnung n, also ist

Aut(L: M) = {idy,o,...,0" '}
(2) Wir betrachten die Linearkombination von Abbildungen in Abb(L*, L)

o= 1loidpx +C o+ 202+ 4 gt
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Nach dem Lemma von Artin 12.1.3 kann dies nicht die Nullabbildung sein, es gibt also
ein ¢ € L™ mit

a = 7(c) = c+(ro(e)+¢ 2% () + ...+ ¢ Ve He) e L”.
(3) Wir wenden auf diese Gleichung die Abbildung (™' an und erhalten, da (" = 1 und
o" = ldL

(Tlo(a) = (Tlo(@)+ ¢+ AT T )+ (T () = q,
——

=C

umgekehrt
ola) = (-a.
(4) Daraus folgt
o@) = o@" = ((-a)" = a", also a" € ®(Aut(L: M)) = M.
(5) Ist p € M[X] das Minimalpolynom von a, so gilt fiir alle j € {0,...,n — 1}
0 = uloia) = plc-a),

es hat p also mindestens n verschiedene Nullstellen, damit deg pu > n.

(6) Wegen a € L ist M(a) C L und aufgrund von
[M(a): M] = degp = n = [L:M]

folgt L = M (a).

(B) = (C). Mit der Formel fiir reine Polynome 12.2.1 folgt
X"—a" = (X—a)-(X—=Ca)...- (X =(""a).

Also zerfillt das reine Polynom X™ — a” in L. Da X™ — a™ irreduzibel in M[X] ist, ist
L = M(a) Zerfillungskorper.

(C) = (A). L enthélt die n verschiedenen Nullstellen (“a, j € {0,...,n — 1}. Der M-
Automorphismus

L — L
1l a — (-a

erzeugt also die Automorphismengruppe Aut(L : M) mit n Elementen.
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12.3 Zerfallungskorper von reinen Polynomen
12.3.1 Definition: Reines Polynom
Ist K ein Korper (oder allgemeiner ein uk Ring), so heifit ein Polynom der Form

X" —b mit b€ K

ein reines Polynom (iber K mit Grad n und konstantem Glied b).

12.3.2 Satz: Zerfillungskorper eines reinen Polynoms

Es sei K ein Korper mit char K = 0 und f(X) = X" —b ein (nicht notwendig irreduzibles)
reines Polynom iiber K.

Dazu definieren wir die beiden Koérpererweiterungen
M := K((), wobei ( eine primitive n-te Einheitswurzel ist.
L := Zerf(X™ - b, K).
Es sei a € L eine Nullstelle von X™ — b, also a™ = b.
Dann gilt
(i) M ist ein Zwischenkorper von L : K.
(ii) Es gilt in L[X]

X"—b = (X—a)- (X —=Ca)-...- (X —("""a).

Insbesondere ist L = K((,a) = M(a).
(iii) Es gibt m, ¢ € N mit m-¢ = n so, dass die drei folgenden Aussagen dquivalent sind.

(A) Esist Aut(L : M) = Z/mZ zyklisch.
(B) L = M{(a) ist Zerfallungskorper des irreduziblen Polynoms X™—a™ € M[X].

(C) Das reine Polynom f(X) = X" — b zerfillt in M[X] wie folgt in ¢ irreduzible
Faktoren mit Grad m

Xt —=b = (X" —a™) - (X" ="a™) - (X = Pra™) - (X = e,
Die irreduziblen Faktoren wiederum zerfallen wie folgt in L[X].
Xm—mam = (X —a)- (X = FFa) .. - (X = gHmDEy),

(x) Beachte, dass Aut(L : K) i.a. nicht einmal abelsch ist, wie das Beispiel des reinen
Polynoms X3 — 2 aus Kapitel 9.4 zeigt.
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12.3.3 Beispiel
Man mache sich die Aussage (iii) klar an dem folgenden Beispiel eines reinen Polynoms
X% —-125 € Q[X].
Ist ¢ € C eine primitive 6-te Einheitswurzel, so gilt
X5 125

= (X*=5)-(X* =) (X* = ¢"5)

= [(X = VB)(X = VB - (X = ¢VB)(X = ¢'VE)] - [(X = (VB)(X — V)],
Die zweite Zeile bringt zum Ausdruck, dass das Polynom reduzibel iiber M = Q(() ist.
Die dritte Zeile gibt die vollstindige Zerfillung in L = M(v/5) = Q(¢, v/5) an.
Esist [L: M]=2und [M: Q] =2, also [L: Q] =4.

12.3.4 Beweis

(i) O.B.d.A. ist n > 2. Gemé&$ der Implikation (B) = (A) aus Satz 7.2.1 hat das reine
Polynom X™ — b die paarweise verschiedenen Nullstellen ay,...,a, € L*. Es sind dann
auch die n Elemente

ap  az an
e’ a’ " ay

paarweise verschieden und n-te Einheitswurzeln, da
(2 = G b
a a? b :

(ii) Als Zerfallungskorper von X™ — b enthélt L eine Nullstelle a. Die Zerlegung in lineare
Faktoren ist durch die Formel 12.2.1 gegeben.

(iii)
(A) = (B). Ist g das Minimalpolynom von a iiber M, so gilt deg g = m.
Wegen ¢ | (X™ —a") und (ii) muss g die Form
9(X) = (X—a)- (X =¢"a)...- (X = (""a)
haben. Das konstante Glied ist dann
@ = (LG €M,

also a™ € M. Dann ist aber g(X) = X™ — o™ € M[X] das Minimalpolynom und es gilt
L = Zerf(g, M).

(B) = (C). ("™ ist eine primitive (-te Einheitswurzel. Deshalb gilt mit der Formel 12.2.1

X" _p = (Xm)é_ am)f
_ (Xm_am)(Xm_cmam)(Xm_CZmam)(Xm_c(é—l)mam)

Fir j € {0,...,0— 1} gilt
X7 gman = () - am),
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also sind alle Faktoren irreduzibel.

¢’ ist eine primitive m-te Einheitswurzel. Deshalb gilt mit der Formel 12.2.1
Xm—mgm = XM —(Fa)™ = (X —a)- (X = FFa)- ... (X = gHm=DEy),
(C) = (A). Geméif der Aussage (C) ist
L = Zerf(X"—b,M) = Zerf(X™ —a™ M).

Das Polynom X™ — a™ € M[X] ist ein reines irreduzibles Polynom. Die Implikation (C)
= (A) aus Satz 12.2.3 liefert die aktuelle Implikation (C) = (A).

12.3.5 Satz: Zerfillungskorper eines irreduziblen reinen Polynoms

Es sei K ein Korper mit char K = 0 und f(X) = X" — b ein irreduzibles reines Polynom
iiber K.

Dazu definieren wir die beiden Kérpererweiterungen
M := K((), wobei ( eine primitive n-te Einheitswurzel ist.
L := Zerf(X™ - b, K).
Dann gilt
(i) Es gibt einen Gruppenisomorphismus Aut(L : M) = Z/n’Z.
(i) Ist K = Q und X" — b irreduzibel, so existiert ein Gruppenisomorphismus

Awt(L : Q) = (Z/nZ) x4 (Z/nZ)*,

wobei innerhalb des semidirekten Produkts die Operation von ¢ gegeben ist durch
den kanonischen Isomorphismus (Z/nZ)* — Aut(Z/nZ). Vgl. Theorie der zykli-
schen Gruppen.

L (1)
Aut(L, )
p(n) n _— p(n) n
Q(a) Q<) : (z/n2Z)* Z/nZ
Fix(L, -)
n () DEE— n ()
Q (Z/nZ) »p (Z/nT)*
Pfeil bedeutet: galoissche Erweiterung Pfeil bedeutet: Normalteiler

Zahl bedeutet: Grad der Erweiterung Zahl bedeutet: Index der Untergruppe
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12.3.6 Beweis
(i) Das ist die Implikation (C) = (A) aus Satz 12.2.3.
(i) Sind 0,5 € Aut(L : Q), so gibt es £,0 € (Z/nZ)* und j,j € Z/nZ so, dass

L — L L — L
o ¢ — o ¢ — (*
a C‘]a a C;a

Es gilt dann
Foo)Q) = F(C) = (¢ = ¢ ) )
Foola) = 3¢ -a) = F(¢)-Fa) = (@) Tea = Ha
Zu der Verkniipfung von ¢ und o korrespondiert also die Verkniipfung

{ (Z/nZ) x (NZZ/nZ)X]Q, — (%/HZ)NXN(Z/TLZ)X s

wobei ¥ die Aktion von (Z/nZ)* auf Z/nZ mit ¥;(j) = (- j bedeutet.

Sl
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12.4 Radikalerweiterungen
12.4.1 Definition: Radikalerweiterung

Eine Korpererweiterung L : K heifit Radikalerweiterung, wenn es eine endliche Folge
My, My, ..., M, von Zwischenkorpern gibt so, dass

K = MyCM;C...CM, = L
und
Mj = Mj_l(aj), wobei a?j < Mj—l-

Der Zwischenkorper M; entsteht also aus seinem Vorgénger-Zwischenkdérper M;_; da-
durch, dass die Nullstelle a; eines reinen Polynoms
X" — ay € M;4[X]
~
GMj_l
adjungiert wird. Anders ausgedriickt, es wird die n;-te Wurzel eines Elements aus M;_;
adjungiert, um M; zu erhalten.

12.4.2 Bemerkung

Es ist unmittelbar klar aus der Definition, dass die Eigenschaft , Radikalerweiterung”
transitiv ist.

12.4.3 Satz: Einheitswurzeln zuerst

Es sei eine Radikalerweiterung
K:MongggMg:L

mit char(K) = 0 gegeben. Dazu existiert eine modifizierte Radikalerweiterung gemafl der
unteren Zeile in dem folgenden Diagramm

K - MO g Ml C - Mﬁ—l g Mg - L

N N N N N N
M-

K:MOQJ/\ZQ

—~— ~

M, = L

N
N

mit folgenden Eigenschaften
(A) Esist My = My(¢) mit einer primitiven Einheitswurzel (.

(B) Far alle j € {1,...,¢} ist ]\Z : %_1 eine galoissche Korpererweiterung mit zykli-
scher Automorphismengruppe Aut(M; : M;_q).

(C) Fiir alle j € {0,..., ¢} ist ]\A/E : K eine galoissche Radikalerweiterung.

Insbesondere ist L : K eine galoissche Radikalerweiterung.
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12.4.4 Beweis
(1) Wir definieren
n o= np-...-Nyg,
wobei die Faktoren n; der originalen Radikalerweiterung geméf Definition 12.4.1 entnom-
men sind.

Es gibt dann eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ so, dass
My = My(¢) = Zerf(X™ —1,M,),

also (A). M, : K ist Radikalerweiterung.

(2) Wir fithren nun Induktion iiber die Lénge 7 = 0,..., ¢ der originalen Radikalerweite-
rung durch.

Fiir j = 0 ist My: K = My(C) : K eine galoissche Radikalerweiterung.
(3) Die Aussage sei jetzt fiir eine Radikalerweiterung der Léinge j — 1 bereits gezeigt.

Wir betrachten das Diagramm der bereits erstellen modifizierten Radikalerweiterung Es
muss in dem Diagramm

K =My C My C ... C M, C M,
N N IR N N
K =M C M C ... C M, C M,

der Korper ]\Z mit den angeforderten Eigenschaften konstruiert werden.

(4) Nach Induktionsvoraussetzung ist ]\Ajj_l : K galoissch, also Zerfiallungskorper eines
Polynoms f;_;(X) € K[X].
(5) Nach Voraussetzung des Satzes ist M; = M;_(a;) mit a}’ € M;_;. Wir definieren das

Polynom

gi1(X) = [T & -o(a) eMX].

O'EAut(Mjfl,K)

Das Polynom ist invariant unter der Operation von Aut(]\A/[/j,l, K) auf den Koeffizienten,
also gilt

9i-1(X) € K[X].

(6) Wir definieren nun ]\Ajj als Zerfallungskorper des Polynoms
[i(X) = fim(X) - gj-1(X) € K[X]

und iiberlegen die angeforderten Eigenschaften.

(7) Es ist zunéchst

M'—l g ]/—\Zja

J

da fj-1 | f;.
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(8) Weiter ist nach Induktionsvoraussetzung

M.

j—

und a; € ]\7]-, da

1 © M, C© M;

gi-1(a;)) = 0 und g | f
Daraus folgt

—~

M, = Mjfl(&j) g M]

J

(9) Der Definition von M als Zerfallungskorper von f;_; - gj_1 ist zu entnehmen, dass

M M _1(a;). Also M M _1 eine Radikalerweiterung. Somit ist auch M : K eine
Radlkalerweiterung.

(10) Als Zerfallungskorper-Erweiterung eines Polynoms aus K[X] ist ]\Ajj : K galoissch.
Damit ist (C) gezeigt.

(11) Schliefllich ist ]\A/[/J = ]\A/[/j,l(aj) mit a;’ € Z\N/[j,l. Wegen n; | n gilt auch af € J\A/[/j,l
Also enthalt ]\Ajj_l alle n;-ten Einheitswurzeln. Es folgt mit Satz ?7(iii), dass ]\Z : ]\Ajj_l

galoissch ist mit zyklischer Automorphismengruppe.

12.4.5 Hauptsatz iiber Auflésbarkeit

Es seien K ein Koérper mit char K = 0 und f € K[X] ein Polynom. Es sei L der
Zerfallungskorper f iiber K. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent.

(A) Die Automorphismengruppe Aut(L : K) ist auflosbar.

(B) f ist durch Radikale losbar, d.h. es existiert eine Radikalerweiterung L : K mit
LCL.

12.4.6 Beweis

(A) = (B).
(1) Nach Voraussetzung gibt es eine Normalreihe
Aut(L:K) = Ny 2 ... 2 N, = Aw(L:L) = {id.},

deren Faktoren N;_;/N; (nicht nur abelsch, sondern sogar) zyklisch sind. Vgl. den dies-
beziiglichen Satz in ALG1.

(2) GemaB Hauptsatz der Galoistheorie korrespondiert dazu eine Korperkette
K = M, € ... € M = L,

mit M; := ®(L : N;) so, dass M, : M;_; galoissch ist
Aut(M; : M;_y) = N,;_1/N; (zyklisch).

(3) Mit n := ord(Aut(L : K)) sei ¢ eine n-te primitive Einheitswurzel. Gemaf Satz 12.1.1
ist M;(C) : M;_1(¢) galoissch mit

Allt(M](C) : Mj—l(g)) — Aut(MJ : Mj—l) (ZykllSCh)
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(4) Geméf Satz 12.2.3 gibt es ein a; € M;(¢) und ein n; € N mit n; | n so, dass

a;’ € M;1(C)

und

Mj:

j-1(a;)-

(5) Wir erhalten eine Kette von Kérpererweiterungen

K C K(Q) = MyQ)...

S M) = L(Q),

Wegen (" = 1 ist K(() : K eine Radikalerweiterung. Da alle anderen Erweiterungen auch

Radikalerweiterungen sind, ist insgesamt L(() : K eine Radikalerweiterung. Mit L= L(¢)
folgt die Behauptung (B).

(B) = (A).

(1) GeméB Voraussetzung sei zu dem Zerfallungskorper L eine Radikalerweiterung~f K
mit L C L gegeben. Wir betrachten dazu die modifizierte Radikalerweiterung L : K

gemaf Satz 12.4.3

K = M, C
N N
K = M, C

M,
N
M,

IN

-

N

C

Moy
[
My

(2) (3) Wir zeigen nun, dass die Faktoren

Aut(L : M;_y)/ Aut(L : M)

in dieser Normalreihe abelsch sind.

und

-

M,
M

M,

b

Aut(L : K)/ Aut(L : K)

(3a) Aufgrund des Isomorphismus aus dem Hauptsatz der Galoistheorie

Aut(L : M;_y)/ Aut(L : M)

= Aut(]\% : ]\//v[j_l), jed{l,...,n}

und Aussage (B) in Satz 12.4.3 ist diese Faktorgruppe zyklisch.

(3b) Die Faktorgruppe

Aut(L : K)/ Aut(L : K)

ist geméf Satz 10.4.1 (iii) abelsch.

Aut(K : K)

(4) GemiB der Definition von ,,Auflosbarkeit einer Gruppe” auflosbar ist Aut(L : K)

(5) Esist L : K als Zerfallungskorper galoissch. Die Automorphismengruppe

Aut(L: K) =

Aut(L : K)/Aut(L : L)

ist als Faktorgruppe einer auflésbaren Gruppe dann selbst auflosbar.
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12.5 Auflésbarkeit von Polynomen
12.5.1 Satz: Untergruppe der symmetrischen Gruppe
Es sei p eine Primzahl und U C S, eine Untergruppe. Gilt fiir U
plord(U) und
U enthélt eine Transposition,

soist U = §,.

12.5.2 Beweis

(1) Geméf Satz von Cauchy enthélt U eine Element o der Ordnung p. Die Bahn von 1
unter der von o erzeugten Untergruppe muss als Ordnung ein Teiler von p sein, damit
kann sie nur gleich p sein. Damit ist o ein p-Zyklus. O.B.d.A. ist 0 = ( 12 - p )

(2) Wir konnen weiter (nach evtl. zyklischer Permutation der Elemente) annehmen, dass
die Transposition gleich ( 1 2 ) ist.

Dann enthilt U auch alle Transpositionen der Form
(j=14) = (12 - p)loro(1 2 p)" 1
und dann (rekursiv)
(1j) = (1 j-1)o(j=-1j)o(1l j-1),
schlieBlich
(4 k) = (1 j)o(l k)o(1l ).
U enthilt also alle Transpositionen und ist, da jede Permutation als Produkt von Trans-

positionen dargestellt werden kann, gleich S,,.

12.5.3 Satz: Polynom nicht auflésbar
Es sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom mit deg f = 5 und Zerfallungskorper L C C.

Hat f genau drei reelle (und damit zwei echt komplexe) Nullstellen, so gilt

Aut(L:Q) = Ss.

12.5.4 Beweis
Ist a € L eine Nullstelle von f, so gilt aufgrund der Irreduzibilitdt von f

[Q(a): Q] = 5
und damit

ord(Aut(L: Q)) = [L:Q(a)]-[Qa): Q] = 5-[L:Q(a)].
Die Konjugiert-Komplex-Abbildung « ist ein Element von Aut(L : Q) mit ord(k) = 2.
Gemif Satz 12.5.1 ist Aut(L : Q) = S;.
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12.5.5 Beispiel
Wir betrachten das Polynom

FX) = XP—4X+2 = X-(X'—4)+2

Es ist gemiB Eisenstein irreduzibel. Die Ableitung f/(X) = 5X* — 4 hat die beiden
Nullstellen —\/% und —1—\/§ . An diesen beiden Stellen ist

f8 = i 2 >0
fG/3) = \/é-(—%)m < 0.
Also hat f genau drei reelle Nullstellen.

Die fiinf Nullstellen des Polynoms kénnen also nicht — ausgehend von der Zahl 1 € Q —
mit Hilfe von Grundrechenarten und Ziehen beliebiger Wurzeln dargestellt werden.



