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1 Vorspann: Die Tangens—Funktion

Definition Die Funktion

mﬂ{R\{@k+Ug

keZ} 5 R

o > tan(a) = 2mo

heifit Tangens—Funktion. Die gleiche Funktion

{1784 2 B

o > tan(a) = 2o

mit der eingeschriankten Definitionsmenge | — %, +7 [ nennen wir eingeschrinkte Tangens—

2
Funktion.

Satz 1 Die eingeschrinkte Tangens—Funktion ist stetig, streng monoton steigend und sur-
jektiv. Sie besitzt also eine stetige, streng monoton steigende Umkehrfunktion

arctan R = =543 .
x +— arctan(x)

Beweis Auf dem Intervall [0, 2| sind sowohl die Sinusfunktion als auch die Funktion ——

COs &

positiv und streng monoton steigend, also ist auch ihr Produkt, die Tangens—Funktion,
auf [0, 7[ positiv und streng monoton steigend.
Wegen der Schiefsymmetrie (Graph punktsymmetrisch)

sin(—a)  —sina

t — = = = —t
an(—a) cos(—a) oS (v and

ist die Tangens-Funktion auf dem Intervall | — 7, 0] negativ und ebenfalls streng monoton
steigend. Daraus folgt, dass sie auf dem ganzen Intervall |7, +7 [ streng monoton steigend
ist.

Weiter existiert fiir jedes M > 0 ein aq € [0, 5[, so dass fiir a > ay:

>2M = tana > M.

sina > — und
2 COS (v

Da die Tangens—Funktion streng monoton steigend und schiefsymmetrisch ist, folgt

lim tana = +oo und lim tana = —oc.
a/+5 aN—7
Mit dem Zwischenwertsatz folgt, dass jede reelle Zahl als Bild angenommen wird. Das ist
die Surjektivitét. ¢
Uberlege die Formeln:
sin? o sina 1 —cos’a 1

tan? a = 5 = —— = 5 = 5 — 1.
COS® (v 1 —sin® « COS* & COS? «v




S. Hilger — Analysis 2 (GS/HS/RS) — SS 2006 5

2 Differenzierbare Funktionen

2.1 Definition

In diesem Kapitel sei D eine Teilmenge von R und die Zahl a € D habe die Eigenschaft,
dass es mindestens eine Folge (z,) C D \ {a} gibt mit lim, - x, = a.

Man denke dabei immer an solche a, fiir die es ein € > 0 gibt, so dass Ja —e,a +¢[ C D
ist. Wir beniitzen ab jetzt die abkiirzende Schreibweise

lim f(z) == lim f(z)

L T—a,rx#a

fiir Funktionsgrenzwerte, bei denen die zuléssigen gegen a konvergierenden Folgen (z,) C
D nicht die Grenzstelle a selbst enthalten diirfen.

Definition Die Funktion f: D — R heifit differenzierbar an der Stelle a, (kiirzer: in a),
wenn der Grenzwert

o J@) = @) fath) — f(a)

z>a Tr—a h-20 h

existiert. Der Grenzwert heifit in diesem Fall auch Differentialquotient (Neue Rechtschrei-
bung: Differenzialquotient) oder Ableitung der Funktion f an der Stelle a.

Geometrisch kann die Ableitung als die Steigung der Tangente an den Graphen von f im
Punkt (a, f(a)) interpretiert werden.

R

- | f(=) = f(a)

Der Quotient

A _ fl@) - f(@

Ax r—a
gibt dabei die Steigung der Sekante an. Er heifit auch Differenzenquotient. (Beachte, dass
die Symbole A keine eigenstandige Bedeutung haben. )

Existieren die Grenzwerte
f(z) = f(a)

lim M bzw.  lim ————=

x,'a Tr—a z\a T —a
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so spricht man von der linksseitigen bzw. rechtsseitigen Ableitung in a.

Uberlege, dass die Ableitung an einer Stelle a genau dann existiert, wenn die beiden
einseitigen Ableitungen existieren und gleich sind.

Definition Die Funktion heifit differenzierbar in D, wenn sie an jeder Stelle a € D
differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so kann die Funktion

D — R
,_df _
f :%- 0 — lim f(:L’) f(a)
zSa r—a

gebildet werden. Sie heifit Ableitungsfunktion oder einfach Ableitung der Funktion f.
(Beachte, dass das zweite Symbol nur als ganzes Sinn macht.)

2.2 Beispiele

1. Ist f: D — R eine konstante Funktion, f(z) = ¢ fiir alle x € D, so gilt

) — i L) S@ _eme

za r—a za L — @

Die Ableitung ist die Konstant—Null-Funktion.

2. Die Identitdt f = idg hat als Ableitung die Konstant—Eins—Funktion:

f'(a) = lim M —m =Y

z3a r—a z3a T — 4
3. Es sei n € Ny. Die Potenz—Funktion f : z + 2™ hat als Ableitung die Funktion
fl(x)=n-a"".

Dazu iiberlegen wir zunéchst mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes

n n n n . n k n—k n
" —a" = — —a" = — . —
(z—a)+a]"—a Z (k) (x—a)’-a a
k=0
_ — (n Nk n—k
Z ( k> (r—a)®-a
k=1
und dann
et —a" — (n o Nk=1_ n—k
= < k‘) (x —a) a" ",
k=1
Jetzt kann man den Differentialquotienten ausrechnen:
" —a” " /n
lim = lim ( ) (x —a)" - a™"
zHa LT —0Q T>a ; k

= lim (T) (x—a)™t-a"t=n-a"".

.
T—ra
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Die Hyperbel-Funktion und ihre Ableitung sind gegeben durch

J R = R ;R = R
f{xr—>% f’{xt—)—%

T

Zur Begriindung:

11
h-=0 h h-50
lim 22T (a+h) = lim B

nto hMa+h)a o (a+h)a T

Wir betrachten die Betragsfunktion f(z) = |z|. Zu jedem x # 0 gibt es eine e—
Umgebung, so dass die Betragsfunktion mit der Funktion x +— z oder z — —=x
iibereinstimmt. Deshalb ist sie an diesen Stellen differenzierbar mit

F(w) = sgn(a).

An der Stelle a = 0 gilt

e R T ek

zN\a T —a xN\a T — Q

Tl e el ) Y
x/la T — Q z,/a Tr—a

Es existieren die einseitigen Ableitungen. Sie sind aber verschieden. Die Betrags-
funktion ist nicht in a = 0 differenzierbar.

Die Funktion exp hat sich selbst als Ableitungsfunktion. Tatséchlich ist aufgrund
der Restgliedabschétzung Lemma 46 (Analysis 1) zunéchst

3
‘exp(x) —(1 +x)‘ < |zf? fir |z| < 3

woraus folgt

—1 3
‘%_1‘914 fiir 0 < |o] < 5
und deshalb
—1
lim SR =L
20 T

Dann geht es so weiter:

- —a) -1
lim exp(z) — exp(a) ~ im exp(z — a) - expla)
z3a r—a z3a r—a
-1
= lim exp(h) =1 exp(a) = exp(a)

>=

20
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7. Um die Ableitung des Sinus zu berechnen, iiberlegen wir zunéchst mit Hilfe der
Additionstheoreme (Satz 51, ANAO1):

sin(z 4+ h) — sin(z) _ sin(z+ 2 +24) —sin(z + 2 — 1) _
h h
2 cos(z + &) sin(2 cos(z + M) sin()
( z)sin(3) = ( ,?> (5) s cos(z),
h h
2
. (h
Der Grenziibergang h — 0 erfolgt mit Hilfe von lim, « Sméf) = 1 (Folgerung 53,

ANAO1) und der Stetigkeit des Cosinus. Es gilt also
sin’(x) = cos(x).

8. Mit Hilfe des Zusammenhangs cos(z) = sin(x + %) oder analog zu gerade eben kann
man ausrechnen, dass

cos'(z) = —sin(x).

Satz 2 (Alternativdefinition der Differenzierbarkeit) FEs sei f: D — R ein reelle
Funktion und a € D.

(i) f ist an einer Stelle a genau dann differenzierbar mit Ableitung f'(a), wenn es fir
jedes € > 0 ein 0 > 0 existiert mit

[f(x) = fla) = f'(a) - (x —a)| <e-|w—al,  falls |z —a| <4

(i1) f ist an einer Stelle a genau dann differenzierbar, wenn eine Konstante { € R
existiert, so dass fir alle e > 0 ein 6 > 0 existiert mit

[f(x) = fla) =€ (x —a)| <e-|z—al,  falls |z —a] <.

Bemerkung Die beiden Alternativdefinitionen unterscheiden sich dadurch, dass bei (i)
die Ableitung bereits vorgegeben ist, bei (ii) nur die Existenz (irgend)einer Konstante
verlangt wird. Natiirlich ist — im Nachhinein — diese Konstante eindeutig die Ableitung.
Die Alternativdefinitionen muten zunéchst sehr abstrakt und umstéandlich an. Thr Vorteil
besteht aber darin, dass das ,,Dividieren” vermieden wird. Das ist fiir die ,,Abschétze-
rei der Differentialrechnung” von Vorteil. Auflerdem sind sie der Ansatzpunkt fiir eine
Verallgemeinerung der Differentialrechnung auf mehrdimensionale Funktionen.

Beweis Die Aussage (ii) ergibt sich durch die folgenden Aquivalenzen:
e f ist in a differenzierbar.

<= FHs existiert der Grenzwert

¢ = tim 10 =10

z3a r—a
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<= Es existiert ein £ € R, so dass es zu jedem £ > 0 ein § > 0 gibt mit

f(x) — f(a)

—l| <eg, falls 0 < |z —al <0.
r—a

<= Es existiert ein ¢ € R, so dass es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt mit

|f(z) = fla) —C-(x —a)| <e-|z—al| falls |z —a] <.

Die Aussage (i) kann man aus diesen Uberlegungen ebenfalls ablesen.

Satz 3 (Differenzierbarkeit = Stetigkeit)

(i) Ist f an der Stelle a differenzierbar, so gibt es ein 6 > 0 und eine Konstante L > 0,
so dass

[f(x) = fla)| < L- |z —al, falls |z —af <.

(i1) Ist die Funktion f an der Stelle a differenzierbar, so ist sie an dieser Stelle auch
stetig.

Beweis (i) Zu der Zahl 1 gibt es ein § > 0, so dass
[f(x) = fla) = f'(a) - (x —a)| < 1-[e—al, falls [t —a] <0
Fiir diese z gilt dann weiter

[f() = fl@)] < [f(&) = fla) = f'(a) - (z = a)| + | f'(a) - (z — a)|
1|z —a| +|f(a)] - [& = a] = (1 + | f"(a)]) |z — al.
N————

=:L

IA A

(ii) Ist € > 0 vorgegeben, so wihlt man §; = min{o
Satzes. Dann gilt fiir alle x mit |z —a| <

, 707} mit 6 und L gem&f Teil (i) des

|f<x>—f<a>|§L-rm—a|gLL—;<g.
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2.3 Differentiation und ,,Grundrechenarten”

Satz 4 Es seien f,g: D — R zwei in a differenzierbare Funktionen.

(i) Fir o, € R ist auch die Linearkombination of + Bg differenzierbar in a und es
gilt:

(af +Bg)'(a) = af'(a) + By (a).
(ii) Das Produkt der beiden Funktionen ist differenzierbar in a und es gilt:
(f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a).

(iii) Ist g(x) # 0 fir x € D, so ist die Funktion 5 definiert und differenzierbar in a.
Dabei gilt:

Yy = '@ -g(a) = f(a) - g'(a)
<g> (a) g9(a)? '

Beweis Die erste Behauptung ergibt sich sofort aus den entsprechenden Regeln fiir
Grenzwerte (Vgl. Satz 20 Analysis I).

(ii) Fiir den Beweis der zweiten Behauptung formen wir den zugehorigen Differenzenquo-
tienten um:

f@)g(@) = flajgla) _ 4y 9t) = g(a)

T —a T —a Tr—a

Da f und g in a differenzierbar sind und f stetig in a ist, existiert der Grenzwert lim_.,
der rechten Seite. Deswegen existiert auch der Grenzwert der linken Seite, er hat den im

Satz angegebenen Wert.
(iii) Es ist

9@ ~gl@ _ 1 flz)g(a) — fla)g(x)
x—a 9(z)g(a) r—a
- g(x)lg(a) ' f(xzz - £<a>g(a) a f(a)g(xi - z<a)]'

Der Grenzwert lim_. der rechten Seite existiert und ist wie im Satz angegeben. Deshalb
gilt dies auch fiir die linke Seite. ¢

Beispiele Ubung: Beweise mit Hilfe der im Satz angegebenen Regeln, dass die Funktion
x — " (geeignete Definitionsmenge) die folgende Ableitung hat:

(z") = na" .

Die Tangens—Funktion hat die Ableitung

, sin'acosa —sinacos’ @ cos® a4 sin? o 1
tan' o = 5 = 5 = 5
Cos* v Cos” & cos?
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2.4 Differentiation und Umkehrfunktion

Satz 5 (Differentiation und Umkehrfunktion) Es seien D und E Intervalle und f :
D — E streng monoton steigend (fallend) und stetig. GemdfS Satz 42 (ANAO1) existiert
die Umkehrfunktion g : E — D, die ebenfalls streng monoton steigend (fallend) und
stetig ist. Ist f in a € D differenzierbar mit f'(a) # 0, so ist g im Bildpunkt b = f(a)
differenzierbar und es gilt:

f'a)-g'(b) = 1.

Beweis (i) Es sei y,, eine beliebige Folge in E'\ {b} mit lim,, oo ¥, = b. Mit z,, := g(yy)
gilt aufgrund der Stetigkeit und Bijektivitdat von g, dass

lim z, = a, T, # a.
n—oo
Dann ist
g(yn)_g(b) _ Iy —Q _ 1
Yn — b f(z,) — f(a) J(@n)—f(a) "

Tn—a

Der Grenzwert lim,,_,,, auf der rechten Seite existiert aufgrund der Voraussetzungen des
Satzes. Also existiert auch der Grenzwert lim,,_., auf der linken Seite. Da die Folgen y,
beliebig waren, gilt

—g(b ) — g(b
4 = lim 9@) —9(®) _ . 9) —9(b) _
y>b Yy — b n—00 Yn — b
y L |
nhoo fa=J@ ~ o T@=I@ ~ f/(q)’
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Beispiele

1. Da die Exponentialfunktion auf R differenzierbar ist, ist auch ihre Umkehrfunktion,
der natiirliche Logarithmus, auf seiner Definitionsmenge R™ differenzierbar. Fiir ein
b€ R" und a = In(b) gilt

exp(a) -In'(b) =1

und daher

rN r 1
(6) = exp/(a)  exp(a)

1
5
Weiter kann man daraus ableiten, dass

1
lim (1+—)" =e.
im ( —i—n) e

n—oo
Es ist namlich

1

(1+ %)n = €xp [ln[(l + %)n]] = exp [n “In(1 4+ 5)} = exp [hl(l +

—)}

Wendet man darauf lim,, .., an, so folgt die Behauptung wegen der Stetigkeit von
exp (x) und In’(1) = 1 (*x) so:

3=

3=

S|
3=

1 In(1 * In(1 o
lim (14 —)" = lim exp [M} © exp [ lim M ) exp(l) =e.

n—o0 n n—oo n—oo

3=
3=

2. Die eingeschrankte Sinus—Funktion

sin { -

ist differenzierbar und streng monoton steigend, da fiir o, 8 € [-F, +F] mit a > 3

, +

NIE

— [—1,+1]
—  sin(a)

o) [SIE]

. . a+fB  a—=F . a+f a-p
sin v — sin 3 = sin( 5 T ) — sin( 5 5 )=
. a+f a—pf a+p6 . a—p
sin coS + cos sin
2 2 2 2
. a+pf a—f a+p . a—p
— sin coS + cos sin =
2 2 2 2
€l-5.+5l €]0,4n]
—~ —~
a+p . a—p
2 cos sin 5
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Es existiert also eine differenzierbare Umkehrfunktion

arcsin:{ [-1,+1] — [_§f+5]
r +— arcsin(zx)

Ist b € [~1,+1], so gibt es ein o € [-F, 4+F] mit sina = b.
arcsin’(b) - sin’(a) = arcsin’(b) - cos(a) = 1.

Da cosa > 0 fir a € [-5,+7], erhalten wir cosa = V1-—sina = 1 - 82,

insgesamt also

1
Vi—p

3. Fiir die Ableitung der Arcus-Tangens—Funktion

arcsin’(b) =

arctan : R o= )= 543
x +— arctan(x)
iiberlegen wir: Ist b € R, so gibt es ein a € | — 7, 4-7[ mit tana = b, es folgt
1 = arctan’(b) - tan’(a) = arctan’(b) - Lo
cos? a

= arctan'(b) - (1 + tan® a) = arctan’(b) - (1 + ),

also

1
1+0b*

arctan’(b) =

2.5 Differentiation und Verkniipfung von Funktionen

Satz 6 (Kettenregel) Es seien f : D — R und g : E — R reelle Funktionen mit
f(D) C E. Ist f ina € D differenzierbar und g in b = f(a) differenzierbar, so ist auch
die Funktion go f : D — R in a differenzierbar und es gilt:

(9o f)(a)=4g'(b)- f(a).
Man spricht auch vom Nachdifferenzieren der Funktion g bzgl. des Arqguments f(a).
Beweis Es sei z,, eine beliebige Folge in D \ {a} mit lim,_,, x,, = a. Die Folge y,, :=
f(x,) konvergiert aufgrund der Stetigkeit von f in a gegen b = f(a).

Wire y,, # b fiir alle n, (beispielsweise wenn f bijektiv) so kénnten wir umschreiben

9(f (@) = 9(f(a)) _ glyn) — 9(b) flwn) — fla)

T, — Q Yn — b Tp, — Q

und der Grenziibergang lim,, .., wiirde sofort die Behauptung liefern.
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Da wir aber das nicht voraussetzen konnen, benutzen wir die Alternativdefinition der
Differenzierbarkeit.

Zunichst zerlegen wir den Ausdruck in der Alternativdefinition geeignet:
9(f(x)) = 9(f(a) = g (B) (@) (= — a)
9y) = 9(6) = g B)y = 1) + J D)/ (2) = f(@) = ¢ B)f ()& ~ a)| <
9w) = 9(0) ~ G O)(y = b)| + ¢ B)I| () = f(a) = [a)(z — )| <

< elz —al.
Unser Ziel ist es jetzt, zu einem vorgegebenem € > 0 ein 6 > 0 zu finden, so dass die letzte
Ungleichung fiir |z — a| < 0 erfillt ist.

Dazu gehen wir der Reihe nach so vor:

1. Es existiert (vgl. Satz 3) ein d; und ein L > 0, so dass
ly —bl=|f(z) = f(a)]| < L-|z—al, falls |z — a| < d;.

2. Es existiert (vgl. Satz 2) ein dy > 0, so dass

€

f(x) = f(a)— f'(a x—a‘< r — al, falls |z — a| < ds.
1) = (@) = f@)(e = a)| < gl —a 2= al <0,
3. Es existiert (vgl. Satz 2) ein d3 > 0, so dass
£
—g(b) =g By = b)| < 57—y~ falls [y — b| < 0.
9(6) = 90) = Oy =) < gyl =tk falls ly =8 <5,
Setzen wir jetzt 0 := min{dy, o, L‘S—jl}, so gilt fiir x € D mit |z — a|] < § zunéchst

y— b =|f(x)— f@)| <L e —a| <L~ <4,

L+1
und dann
9(y) — g(b) — g'(0)(y — b)| +|g'(b)] ‘f(x) — fla) = f(a)(x —a)| <elz —al.
. Szl . Sz T
<%lz—al <%lz—al
¢
Beispiele

1. Ableitung und ,,Shift” einer Funktion sind vertauschbar: Der h—Shift f;, einer Funk-
tion f: R — R ist definiert durch f(x) := f(z + h). Beim Ubergang von f nach
fn wird der Graph horizontal um A nach links verschoben. Ist f differenzierbar, so
ist auch f; differenzierbar, es gilt:

fu(x) = f'(x + h).
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2. Wird das Argument einer Funktion mit dem Faktor a € R gestreckt: g(x) = f(ax),
so gilt fiir die Ableitung:

g (x) =a- f(ax).

3. Die Ableitung der Funktion z°, b € R fest, mit D = R™*, ergibt sich wegen der
Definition

2’ = exp(b-Inz)

zu

(%) = Jexp(b-Inz)] = [exp/(b-Inz)] - [b-In(z)] =
é :xb-ﬁ =b-2b

= exp(b-lnz)-
x
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2.6 Differentiation und Abschitzung, der Mittelwertsatz

Definition Es sei f: D — R eine reelle Funktion und a € D.
(1) Der Punkt (a, f(a)) des Graphen heifit wie in der ersten Spalte angegeben, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass die Bedingung der zweiten Spalte gilt:

lokales Maximum f(z) < f(a) fir alle x € D mit |z —a| <e¢
lokales Minimum f(z) > f(a) fir alle z € D mit |z —a| <e
strenges lokales Maximum | f(z) < f(a) fir alle z € D mit 0 < |z —a| <¢
strenges lokales Minimum | f(z) > f(a) fiir alle x € D mit 0 < |z —a| <¢

(2) Der Punkt (a, f(a)) des Graphen heifit wie in der ersten Spalte angegeben, wenn die
Bedingung der zweiten Spalte erfiillt ist:

globales Maximum f(z) < f(a) fir alle z € D
globales Minimum f(z) > f(a) fir alle z € D
strenges globales Maximum | f(z) < f(a) fiir alle z € D
strenges globales Minimum | f(z) > f(a) fur alle x € D

(3) Man spricht jeweils von einem Extremum, wenn es sich um ein Maximum oder Mini-
mum handelt.

(4) In diesem Zusammenhang heifit a auch Stelle des Maximums, Minimums oder Extre-
mums und f(a) der Wert des Maximums, Minimums oder Extremums.

Satz 7 (i) Ist die Funktion f : D — R an der Stelle a differenzierbar und hat sie dort
ein lokales Extremum, so gilt f'(a) = 0.

(ii) Die Umkehrung gilt nicht, wie das Beispiel f(x) = x® und a = 0 zeigt.

Beweis O.B.d.A. habe f in a ein lokales Minimum. Es gibt dann ein € > 0, so dass fiir
alle x € D mit |z — a| < e gilt: f(z) — f(a) > 0. Es folgt, dass

WSO fir alle z € DNJ]a —¢,al,
WZO fir alle z € DNa,a+ <.

Da f in a differenzierbar ist, kann man in diesen Ungleichungen zum Grenzwert iibergehen
(vgl. Satz 20(v) ANAO1):

@) =) @) = f(@)

f’(a):lm—zun—g()’
z>a Tr—a z,/'a T —a
fil@ =i L= I@ oy, S =Sl 5
z3a r—a z\a T —a =
Es muss also f’(a) = 0 sein. .

Satz 8 (Satz von Rolle) Es sei f : [c,d] — R eine stetige, in |c,d| differenzierbare
Funktion. Gilt f(c) = f(d), so gibt es ein & € |e,d[ mit f'(§) = 0.
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Bemerkung: Beachte, dass nicht die Stetigkeit der Ableitung f’ auf |c,d| gefordert ist.

Beweis 0.B.d.A. ist die Funktion nicht konstant. Nach Satz 41(ii)/ANAO1 nimmt die
Funktion ihr globales Maximum oder Minimum in einem & € |e,d[ an. Nach Satz 7 gilt

f(€) =0. ¢

Satz 9 (,,Umkehrung” des Satzes von Rolle) Es sei f : [c,d] — R eine stetige, in
le,d] differenzierbare Funktion. Ist f'(x) # 0 fur alle x € |e,d[, so ist f streng monoton
steigend oder streng monoton fallend.

Beweis Wenn f nicht streng monoton wire, so gibe es in [c, d] drei Stellen x; < xo < 3
mit

f(z2) > max{f(z1), f(z3)}  oder

f(@2) <min{f(z1), f(xs)}.

In jedem Fall nimmt die Funktion f in ]e,d| ein Maximum oder Minimum an, was eine
Nullstelle von f” an dieser Stelle nach sich zieht. Widerspruch. ¢

Satz 10 (Mittelwertsatz) Die Funktion f : [c,d] — R sei stetig in [c,d] und differen-
zierbar in |e,d[. Dann gibt es eine Stelle & € |c,d][, so dass

£(d) ~ fte)

716 = 5=

Zeichnung.
Beweis Es sei g die lineare Funktion, deren Graph (Gerade) durch die beiden Punkte

(¢, f(¢)) und (d, f(d)) geht:

Die Differenzfunktion

hx) = f(x) = g(x)

hat dann in ¢ und in d Nullstellen, sie ist stetig in [c, d] und differenzierbar in |c, d]. Nach
dem Satz von Rolle gibt es £ € |¢, d] mit h'(§) = 0. Das aber bedeutet gerade

e~ DT ey i) = e <o
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Folgerung 11 (Differentiation und Abschétzung) FEs sei f : [c,d] — R eine stetige
und in |c,d| differenzierbare Funktion.

(i) (Geometrie-Sichtweise) Die Ableitung ' (Tangentensteigung) sei in e, d| durch zwei
Konstanten My, My beschrinkt.

M, < f'(x) < My fiir alle x € ]¢,d|.

Dann ist auch die Steigung jeder Sekante des Graphen von f in gleicher Weise
beschrinkt:

f(z) = f(y)
Ty

M, < < My fir x,y € [c,d] mit z # y.

Andere Sichtweise: Der Graph der Funktion verlduft zwischen den linearen Funktio-
nen mat Steigung My bzw. My:

F) + My - (@ — ) < f(2) < () + My~ (x — ) fir o,y € [e,d] mit >y,
Der Satz ist auch bei Vorliegen nur einer der beiden Abschdtzungen — entsprechend
— richtig.
(11) (Abschitzungs—Sichtweise) Die Ableitung f' seiin |c, d[ betragsmdfig durch die Kon-
stante M beschrinkt.
|f ()| < M fiir alle x € ]c,d].
Dann gilt:

[f(2) = fY)l < M - [z =yl fir z,y € [c,d].

Beweis (i) Wende fiir fest ausgesuchte x,y den Mittelwertsatz auf die Funktion f :
[z,y] — R an. Der Mittelwert

— flx
y—z
ist durch M;, M5 beschrankt.
(ii) Aus der Voraussetzung folgt
—M < f'(z) < 4+M fiir alle z € |c,d]
und daraus mit (i) fur z,y € [¢,d],  # y
< f0) = 1)
r—y
Das ist aber gleichbedeutend mit

LEES I
T -y

<+M

und weiter mit

[f(@) = fy)| < M|z —y]
Auch fiir y = z stimmt die Aussage des Satzes. ¢
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Folgerung 12 Es seien f,g: [c,d] — R stetig und in |c,d| differenzierbar. Gilt

flc)=glc) und f'(x) < ¢'(z) fiir alle x € |e, d],

f(z) < g(x) fir alle x € [c,d].
Beweis Aus
0<g'(z) = f(z) =(g— f)(z) firalle = €]lc,df
folgt mit der Folgerung 11 (M; = 0) fiir x € ]c, d]
l9(z) = f(@)] — [g(c) — f(c)] _ g(z) — f(z)

0< =
xr—c x—c

und daraus wegen z — ¢ > 0 dann

g(x) = f(z) = 0.

Folgerung 13 Es sei [ : [c,d] — R stetig und in |c,d| differenzierbar. Gilt
f'(x) =0 fiir alle z € |e, d],
so st f auf [c,d] konstant.

Zum Beweis wende man die Folgerung 11 (ii) mit M = 0 an.
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2.7 Differentiation und Monotonie

Satz 14 Es sei wieder f : [c,d] — R stetig und in |c,d| differenzierbar. Es gelten die
folgenden Aquivalenzen bzw. Implikationen:

f'(x) >0 firalle x €]e,d] <= [ ist monoton wachsend in [c,d]

f'(z) <0 fir alle x € le,d] <= [ ist monoton fallend in |[c,d]

f'(z) >0 fir alle x € Je,d] = [ ist streng monoton wachsend in [c,d]
f'(z) <0 fir alle x € Je,d] = [ ist streng monoton fallend in [c,d)

Beweis Wir zeigen zunéchst die Implikation = der ersten Zeile und nehmen dazu an,
dass f nicht monoton wachsend ist. Das heifit, es existieren z,y € [c,d] mit x < y und

fx) > f(y).
Daraus folgt aber fiir die nach dem Mittelwertsatz existierende Stelle £
Jy) = flx
rie=TWTE
y—

was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Die = Implikationen der anderen Zeilen
zeigt man vollig analog.

Es bleibt also noch die Umkehrung <= der ersten Zeile (zweite analog) zu zeigen: Ist f
monoton wachsend, so gilt fiir einen beliebigen Differenzenquotienten

f(z) = f(a)

>0, z,a€[c,d,z#a.
r—a

Fiir festes a € ]c,d[ kann der Grenziibergang lim ., ~durchgefiihrt werden. Es folgt mit
Satz 20(v) (ANAO1):

) — i 1) = 1(@)

z3a r—a

> 0.

¢
Beachte, dass der Satz 20(v) aus ANAO1 nicht bei einer strengen Ungleichung angewandt
werden kann. Tatséchlich zeigt dass Beispiel der Funktion f(z) = 23, dass der Links—
Implikationspfeil in der dritten (analog: vierten) Zeile nicht gesetzt werden kann.
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2.8 Die Regeln von ’Hospital

Satz 15 (Regel von ’Hospital fiir Grenzwerte im Endlichen)
FEs seien f,g : |c,a] — R zwei in |c, a| differenzierbare Funktionen. g habe keine Nullstelle.
Es sei die Voraussetzung

lim f(x) =0 lim g(x) = 0.
lim £() lim g(v)
erfillt.
Wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, dann gilt
!/
lim @ = lim JC,LI)
z/a g(x)  w/ag'(x)

Bemerkung Analoges gilt fiir die folgenden Situationen:

e Funktionen f, g : ]a,d[ — R und rechtsseitige Grenzwerte li{n.

e Funktionen f,g: e, d[\ {a} — R, wobei ¢ < a < d und Grenzwerte lim.

xlm
Beweis Wir wollen zunichst die ZUSATZLICHE VORAUSSETZUNG

lim f'(z) existiert lim ¢'(z) existiert.
x,/'a z/'a

verwenden, wodurch der Beweis durchsichtig und schnell wird. Ein aufwéndigerer Beweis
ohne diese Voraussetzung ist im néchsten Unterkapitel aufgeschrieben.

Nach der Festsetzung f(a) = g(a) = 0 sind die Funktionen f, ¢ : |¢,a] — R stetig und in
le, a[ differenzierbar.

Geméaf Mittelwertsatz (Satz 10) existieren fiir jedes z € |c,a| zwei Zahlen &(z),n(x) €
|z, al, so dass

FOZTO _ peay wna S ZIO g
Dann gilt

fl) T pEw) )

g(e) ~ fE=s@ T g (y(x))’

Wegen &(z), n(x) € Jz, | gilt
limé(r) =a und limn(z)=a,
lim &) lim ()
aufgrund unserer ZUSATZLICHEN VORAUSSETZUNG existiert der Grenzwert des rechten
Ausdrucks in (x)
! /
FE@) S

200 g (n(2)) /e g(z)

Deshalb existiert auch der Grenzwert des linken Ausdrucks in (x), die beiden Grenzwerte
sind gleich. ¢
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Beispiele Existiert jeweils der Grenzwert?

sin(x) )

(1) Existiert der Grenzwert lim
30 T

Wir berechnen die Ableitungen von Zéahler und Nenner und priifen die Konvergenz des
Quotienten:

cos(x)

f'(x) =cos(x), ¢(x)=1, lim =1.
20 1
Also gilt:
lim sin(z) _q
30 x

-1
(2) Existiert der Grenzwert lim exple) = 1 ?
30 T
Wir berechnen die Ableitungen von Zéhler und Nenner und priifen die Konvergenz des
Quotienten:

f(z) =exp(x), ¢'(z)=1, lim exp_(x) -1
=0
Also gilt:
50 X
33— 9 6
(3) Existiert der Grenzwert lim v T+ ?

o1 23— b2+ T — 3
Wir berechnen die Ableitungen von Zéhler und Nenner und priifen die Konvergenz des
Quotienten:

fl(x) =92 -9, ¢(x)=32>—10x+7.

Es liegt wieder die Situation 8 vor. Wir kénnen versuchen, auf diese Situation die Regel

von 1’Hospital erneut anzuwenden.
92% — 9
(3b) Existiert der Grenzwert lim _ T
o1 322 — 102+ 7
Wir berechnen erneut die (zweiten) Ableitungen von Zahler und Nenner und priifen die
Konvergenz des Quotienten:
18r 18 9

"(z) =1 () =6x —1 li = — = .
f) =182, g(@) = 6r =10, lim s = = = =

Also gilt:
922 — 9 9

lim —— 2 2
32 10r+7 2

und deshalb

, 323 — 92+ 6 9
lim = ——.
o1 23 —bx?+Tx — 3 2
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Man hétte dieses Ergebnis auch durch Kiirzen des quadratischen Polynoms (x—1)? mittels
Polynomdivision erhalten kénnen.

Der Satz und die bisherigen Beispiele betreffen die Situation

I =0, I =0,
lim f(x) lim g(x)

die wir mit dem Symbol |7 | (kein mathematisches Objekt) umschreiben kénnen. Andere
Grenzwertsituationen kénnen darauf zuriickgefiihrt werden:

e Existiert der Grenzwert

lim —x, wobei  lim f(x) =00, limg(z)=00 7
T—a g(l’) T—a T—a

Diese Situation | = | kann durch eine kleine Umformung auf die Situation | ¢ | zuriick-
gefithrt werden:

~~

1
() 3@ .
( @

«Q

)
~—
\‘
[y

e [ixistiert der Grenzwert

lim f(z)-g(z), wobei lim f(z)=0, limg(zx)=00 7

T—ra Tr—a r—a

Diese Situation kann ebenfalls durch eine kleine Umformung auf die Situation
zuriickgefithrt werden:

o [xistiert der Grenzwert

lim [f(x) - g(x)}, wobei  lim f(z) =00, limg(x)=0c0 7

T—a r—a T—ra

Diese Situation kann durch eine kleine Umformung auf die Situation | =
und dann — gegebenenfalls — auf zuriickgefiihrt werden:
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Satz 16 (Regel von L’Hospital fiir Grenzwerte im Unendlichen) Es seien f,g :
Je,00[ = R mit ¢ € RU{—o00} zwei differenzierbare Funktionen. g habe keine Nullstelle.
Es sei die Voraussetzung

lim f(z)=0 lim g(x) = 0.
T—r00 Tr—00
erfullt.
Wenn der Grenzwert auf der rechten Seite existiert, dann gilt
!
lim @ = lim @
Beweis Wir fiithren die Aussage dieses zweiten Satzes durch eine Substitution (bijektive

Transformation der Definitionsmenge) auf die des ersten Satzes zuriick: Mit der bijektiven
Abbildung

v, #5351 = e, o0
Yy — x=tany
definieren wir die transformierten Funktionen
F{]77+§[ — R G{]’%‘l’%[ — R
y — f(tany) ’ y ~ g(tany)

Dann kénnen wir die Voraussetzungen des aktuellen Satzes in die Voraussetzungen des
vorherigen Satzes 15 {ibersetzen:

lim F(y) = hfrg f(tany) = lim f(z) =

/(71’
lim G(y) = lim g(t = li =0,
lim () ygw( any) = lim g(z)
, '(tan . 12
i DU gy D]y P00
v/5 G'(y) s [g(tany)] w73 g/(tany) - S
. f'(tany) ~ im f'@) b.

v % ¢'(tany) =00 ¢'(x)
Damit haben wir die Voraussetzungen von Satz 15 nachgewiesen.
Die Riicktransformation liefert jetzt die Behauptung:
f(x) . F(arctanz) . F(Y) saw1s

e g(x) o G (arctan x) ylfr% G(y)

2.8.1 Beweis des Satzes von I’"Hospital

Priposition 17 Es sei f : |c,a] — R eine stetige, in |c,a| differenzierbare Funktion.
Wenn der Grenzwert

glcl;r}lf()

existiert, dann existiert auch der Grenzwert

i 1@) = (@)

x,/'a Tr—a

=b.
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Beweis Es sei ein ¢ > 0 vorgegeben. Wegen der Voraussetzung existiert ein zy € |c, af,
so dass

b—e < fl(z) <b+e firalle zy <z < a.
Mit Folgerung 11 (i), y = a, folgt:

b—e< M <b+e firalle rg <z <a,
r—a
was zu
f@) = 1) |
r—a
umgeformt werden kann. Das ist die Grenzwertaussage. ¢

Priposition 18 Es seien f,g : |c,a] — R stetige, in |c,a[ differenzierbare Funktionen.
g habe in |c,a| keine Nullstelle. Wenn der Grenzwert

!
im L&)
/0 g'(x)
existiert, dann existiert auch der Grenzwert
lim M — b

v/ a g(z) — g(a)

Bemerkung: Mit g(x) = = enthélt diese Préaposition die vorherige.

Beweis (1) Gemif Satz 9 ist die Abbildung ¢ : |¢,a] — R auf jedem kompakten Teilin-
tervall von |c, a[, also auch auf ganz |c, a[ streng monoton. Wir betrachten nur den Fall,
dass g streng monoton wachsend ist. Insgesamt wissen wir, dass die Abbildung

g:]e.al = ]g(c), g(a)]
streng monoton wachsend und differenzierbar mit streng monoton wachsende differenzier-

barer Umkehrabbildung
h:1g(e), g(a)] = Je. a

ist.

(2) Wir definieren die Funktion
F=foh:]g(c),g(a) = R

und iiberlegen mit der Kettenregel und Satz 5:

Flly) = (foh)(y) S f(h(y)) - M (y) “2° ['(h(y))

g'(h(y))
Es gilt jetzt
!/ /
lim F(y) = tim SO0, S@
y./9(a) v/9@ g'(h(y))  =/a g ()
Daraus folgt mit der ersten Préaposition
lim M =0
v/ 9(a) Y
und dann mit Préposition 17
P f) )~ fe@) | F) - Flol)
2/a g(x) —g(a) v 9@ y—g(a) vi9@ Yy —g(a)
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3 Integrierbare Funktionen

3.1 Definition

Definition (Zerlegungen) Es sei ein (echtes) Intervall [c, d] gegeben.

(1) Eine endliche (streng monoton steigende) Folge
c=xg<n<...<xz,=d

von n + 1 Zahlen in [c, d] heiit eine Unterteilung oder Zerlegung Z (von [c,d] in n Teil-
intervalle). Die Zahlen z; heiflen Zerlegungsstellen.

(2) Eine Zerlegung 2, heifit Verfeinerung der Zerlegung Z;, wenn jede Zerlegungsstelle
von Z; auch eine von Z; ist.

(3) Sind zwei Zerlegungen Z; und Z; eines Intervalls [c, d] gegeben, so kénnen wir die
gemeinsame Verfeinerung Z, LI Z5 bilden, deren Menge der Zerlegungsstellen durch Ver-
einigung der beiden gegebenen Mengen von Zerlegungsstellen gebildet wird.

Definition (Riemann-Integral) Es sei f : [c,d] — R eine reelle beschrinkte Funktion,
das heifit es gibt eine Konstante M > 0, so dass

If(z)] <M fiiralle € lcd.

(1a) Die Z-Obersumme von f ist die reelle Zahl

S5(£.2) =Y suwp {f@)} (- i)

i—1 TE€lri—1,wi]

(1b) Die Z-Untersumme von f ist die reelle Zahl

n

S(f,2) =Y, inf {f(2)} (& —zi)

‘) w€lzi-1.ai
(2a) Das Oberintegral von f ist die reelle Zahl
—d
/Cf(x)d:c = 1r%f{S(f,Z)}.
(2b) Das Unterintegral von f ist die reelle Zahl
d
[ f@yde = s {s(7.2)}.
Y _c z

(3) Es ist unmittelbar klar, dass immer

1 jf(af) dr < 7jf<x> dz.
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Die Funktion f heifit (Riemann—)integrierbar (auf [c,d]), wenn Oberintegral und Unter-
integral iibereinstimmen. Diese Zahl

/cdf(:v) dr = 7jf(x) dlejf(x) dz

heifit dann das (Riemann—)Integral (BERNHARD RIEMANN).

ik Tustration mit Klappfolien ***

Bemerkungen

(1) Die Z-Obersumme kann man sich vorstellen als die (vorzeichenbehaftete) Flidche eines
Rechtecksystems, das durch die horizontale Achse, die Abszissen der Intervallgrenzen und
Z—-Strecken, die von oberhalb auf den Funktionsgraphen ,,aufgesetzt” sind, gebildet wird.

(2) Entsprechend ist die Z—Untersumme als Fldche eines Rechtecksystems aufzufassen,
das durch die horizontale Achse, die Abszissen der Intervallgrenzen und Z—Strecken, die
von unterhalb an den Funktionsgraphen ,,angepasst” sind, gebildet wird.

(3) Beachte, dass die Werte der Funktion f an den Zerlegungsstellen fiir die Definition
von Ober-, Untersumme, damit Ober-, Unterintegral und Integral ohne Belang sind. Das
bedeutet, dass man eine Funktion f an endlich vielen Stellen abdndern kann, ohne dass
dies einen Einflufl auf die Integrierbarkeit oder den Integralwert hétte. Niitzlich ist im
folgenden die Abkiirzung

mod Z.

Sie bedeutet ,,bis auf Zerlegungsstellen” oder ,,ohne Zerlegungsstellen”.

(4) Wenn man das Oberintegral berechnen will, muss man im Prinzip erst die Obersum-
men bzgl. aller moglichen Zerlegungen berechnen und dann das Infimum (grofite untere
Grenze) all dieser Zahlen bilden. Dies scheint eine unmogliche Aufgabe zu sein. Wir wer-
den sehen, wie man das — by the help of MATH POWER — bewéltigen kann.

(5) In der Mathematik ungleich wichtiger und ,,natiirlicher” ist ein anderer Integrationsbe-
griff, der auf HENRI LEBESGUE zuriickgeht. Der wesentliche Unterschied zum Riemann—
Begriff besteht darin, dass man dabei die Definitionsmenge der zu integrierenden Funktion
in abzéhlbar unendlich viele Teilmengen zerlegen darf. Leider ist dies viel aufwéandiger,
wir konnen das hier nicht bewerkstelligen.
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Wir ergénzen die obige Definition. Ist f : [¢, d] — R integrierbar und a,b € [¢, d], so setzen
wir

b [P f(z)de, fallsa<b (wic oben),
/ f(x)dr = 0, falls a=2b,
@ — [ f(z)dz, falls a > b.
Ein erster Satz, dessen Inhalte ,,unmittelbar klar” sind, ist:

Satz 19 FEs seien f, g auf [c,d] integrierbar.
(1) Es gilt dann fir beliebige a,b,e € [c,d]

flx)de+ | f(x)de = | f(z)dx.
[ soaes [[saraa= [

(2) Falls f(x) < g(x) fir alle x € [c,d] ist, gilt

d d
/ flx)de < | g(z)dz.
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3.2 Treppenfunktionen sind integrierbar
Definition (Treppenfunktionen)

(1) Eine Funktion ¢ : [¢,d] — R heiBt (naheliegend) Z-Treppenfunktion, wenn sie auf
jedem der n offenen Teilintervalle |x;_1,z;[, i = 1,...,n, konstant ist.

(2) Eine Funktion ¢ : [¢,d] — R heifit einfach Treppenfunktion, wenn es eine Zerlegung Z
gibt, so dass ¢ Z—Treppenfunktion ist.

Die Werte einer Treppenfunktion an den Zerlegungsstellen sind fiir die im folgenden zu
entwickelnden Begriffe und Sétze im wesentlichen ohne Bedeutung. Um technische Pe-
nibilitdten zu vermeiden, denken wir uns Treppenfunktionen immer mod Z definiert.
Dabei kann man sich selbst heraussuchen, ob man die Treppenfunktionen an den Zer-
legungsstellen geeignet ,,nachdefinieren” will oder ob man stdndig mitbedenkt, dass die
Zerlegungsstellen ohnehin keine Rolle spielen.

Satz 20 FEine Treppenfunktion ¢ : [c,d] — R ist integrierbar, wobei

d n
Ti+Ti1
dr = _— ) i — Li=-1)-
| eayds =3 (" - )
k=1
Beweis Ist ¢ eine Z-Treppenfunktion, so gilt fiir jedes i =1,...,n

inf  {p(2)} = )= sup  {p(2)},

T€]wi—1,24[ 2 TE€|Ti—1,%4|

ZT; + Ti—1

und deshalb

Ti + T

5 ) (i — i) = S(f, 2).

S(f,2)=) ¢l

k=1

Das heif3t, dass durch die Zerlegung Z bereits das Infimum der Obersummen und das
Supremum der Untersummen realisiert ist. Es folgt

Z%mw=i<”§“w =) /f
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Fiir die Integrationstheorie wichtig sind Treppenfunktionen wegen des folgenden Satzes.

Satz 21 (Integrierbarkeits—Kriterium mittels Treppenfunktionen)
Betrachte die drei Aussagen tiber eine Funktion f : [c,d] — R.

(A) Die Funktion f ist integrierbar.

(B) Zu jedem e > 0 gibt es eine Zerlegung Z und zwei Z—Treppenfunktionen o, : [c,d] —
R, so dass

(z) < f(z) < (x) fir alle x € [¢,d] mod Z

/w dx—/ o(x)dr < e.

(C) Zu jedem e > 0 gibt es eine Zerlequng Z und zwei Z—Treppenfunktionen o, : [c,d] —
R, so dass

p(r) < flz) <¢(z)
(x) —plr) <e
Dann gelten die folgenden Implikationen:

4) = B = (©O)

fir alle x € [c,d] mod Z.

Beweis (A) = (B) Ist f integrierbar, so sind Ober- und Unterintegral gleich:

s {507.2)} = [ 1w ae = 7jf(w) dr = inf {S(/.2) .

S(£,2) 5(f,2)

Das bedeutet aber, dass es zu jedem ¢ > 0 Zerlegungen Z’ und Z” gibt, so dass

S(f,2") - 5(f,2") <e.

Geht man zu der gemeinsamen Verfeinerung Z = Z’ 11 Z” {iber und definiert man dann
Treppenfunktionen durch

ple) = inf  {f(z)}

z€lw;—1,2:] .
() = sup {f(x)} fir x € Jz;_y, 2] bagl. Z,

T€]Ti—1,Ti|
so gilt p(z) < f(x) < Y(z), z € [¢,d] mod Z, und
d d
[ vwde- [ owde=5(.2) - 5(7.2) < 5. 2) - 5(1.2") <.

(B) = (A) EsseineN.Zue =1 existieren Z,~Treppenfunktionen ¢, ¢, mit
on(x) < f(z) <tp(x) fur alle z € [¢,d] mod Z,,,

/den@;) da — /Cd o () dz < %
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Fiir die zugehorigen Z,,~Ober- und Untersummen gilt:

d d
5(f.2.) < / bo(@)de,  S(f,Z)> / on(2)

deshalb weiter

7jf(x) dz — Z jf(:c) dv <3(f, 2,) — S(f, Z,) < / () i — / () di < L

Da die letzte Ungleichung fiir alle n € N gilt, folgt:

7:f(x) d — ij(x) ~0.

Das war zu beweisen.

(C) = (B). Es sei ¢ > 0 (wie in (B)) vorgegeben. Zu = existieren gemafl (C) Z-
Treppenfunktionen ¢, 1), so dass

p(z) < flz) < (x)
(x) —plr) < 5

Die Funktion ) — ¢ ist eine Z-Treppenfunktion, deren Betrag < = ist. Wir wollen nicht
noch einmal technische Einzelheiten nachvollziehen und schlieflen etwas schneller als oben:

fir alle € [¢,d] mod Z.

d €
c

/cdz/;(:c)da:—/ w(x)dx:/cd[w—w](x)d:cgd_c.(d_c):a
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Gibt es iiberhaupt beschrinkte Funktionen, die nicht integrierbar sind?

Satzchen 22 Die Dirichlet—Funktion

0,1 — R

X0 N 1, falls z€[0,1]NQ,
0, fallsz€0,1]NR\Q.

ist nicht Riemann—integrierbar. (Sie ist Lebesque—integrierbar.)
Beweis Fiir jedes Paar von Treppenfunktionen ¢, 1) mit

p(r) < xo(r) <¢P(z) = €l0,1] mod Z
gilt ndmlich zwangslaufig:

p(r) <0 und Y(x)>1 z€[0,1] modZ

und damit

[ v@ae= [ o) =1

Die letzte Differenz kann also nicht kleiner als ¢ = 1 (beispielsweise) gemacht werden.
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3.3 Stetige Funktionen sind integrierbar

Satz 23 (Stetigkeit =— Integrierbarkeit) Ist die Funktion f : [c,d] — R stetig, so
st sie integrierbar.

Der Beweis erfordert ein wenig Vorbereitung.

Priposition 24 Es sei f : [c,d] — R stetig und a € [c,d]. Zu jedem ¢ > 0 gibt es
Konstanten § > 0, M, M~ € R, so dass

M~ < f(z) <M+ fir alle x € [a —6,a+ 6] N]e, d|

Mt —M <e.
Beweis Wegen der Stetigkeit von f in a gibt es zu § ein ¢ > 0, so dass
|f(x)—f(a)|§§ fir alle x € [¢,d] mit |x —a] < 4.
Setzt man
M™ o= fla) -3
MY = o)+,

so sind die Aussagen des Satzes erfiillt: M — M~ = ¢ und
M~ = f(a) —% < f(x) < f(a)_|_§:M+ fir x € [a—d,a+ 6] Nje,d].

¢

Beweis (von Satz 23) Wir wollen die Implikation (C') = (A) aus Satz 21 anwenden.
Dazu sei ein € > 0 vorgegeben.

Wir betrachten die Zahlen y € [c, d] mit der folgenden Eigenschaft:

(A,) Es gibt eine Zerlegung Z von [c, y] und zwei Z-Treppenfunktionen ¢, :
[c,y] — R mit

pl) < flz) <y(z)

b(x) —p(r) <e
Es sel Y C [c,d] die Menge der Zahlen, die diese Eigenschaft (A,) erfiillen. Wir setzen
(A,) ist erfiillt }

fir alle = € [¢,y] mod Z.

a := supY = sup {y € e, d]

Es gilt offenbar a > c¢. Zur Beweisfithrung nehmen wir an, dass a < d. Gemafl der
Praposition gibt es § > 0 und Konstanten M™*, M~ mit

M~ < f(z) <M+ fur alle z € [a — d,a+ 0] N e, d]
Mt — M <e.

Geméf Definition von a ist die Eigenschaft A,_s erfiillt. Das heifit, auf dem Intervall
[c,a — §] existieren bereits die richtigen Treppenfunktionen. Ergénzt man diese Treppen-
funktionen mit Hilfe der Konstanten M~, M™* zu Treppenfunktionen auf dem Intervall
[c,a + 0], so ist die Eigenschaft A, fir alle ¢ < y < a + ¢ erfiillt. Das steht aber im
Widerspruch zur Definition von a. ¢
*HK Zeichnung **
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3.4 Monotone Funktionen sind integrierbar

Satz 25 Ist eine Funktion f : [c,d] — R monoton steigend oder monoton fallend, so ist
sie integrierbar.

Beweis Wir wenden die Implikation (B) = (A) aus Satz 21 an und beschrinken
uns dabei auf den Fall ,,;monoton wachsend”. Dazu sei ¢ > 0 vorgegeben. Es sei n eine
natiirliche Zahl mit

fld) = f(o)] - (d—c)

3

n>[

und die (dquidistante) Zerlegung Z gegeben durch

o d—c .
T, = c+1- , 1=20,...,n.
n

Wir definieren Z-Treppenfunktionen durch die intervallweise Festlegung

o(x) = flxiy) < f(zy) =1 (x), falls z € |z;_q, 2]

Aufgrund des Monoton-Wachstums von f gilt p(z) < f(x) < ¢(z) fiir € [¢,d] mod Z.
AuBlerdem ist

/Cd¢(x)dx—/cd¢(x) dr = /cd[w—somdx:

S @) — Fla)] - (o —mi) = S () — Fla)] - T

i=1 =1

n

*** Zeichnung bzw. Folie *#**
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Beispiel:
Es sei die Funktion f : [c,d] — R, x — x? gegeben. Wir berechnen fiir ¢ > 0 die
Obersumme bzgl. der dquidistanten Zerlegung Z,

?
i=ct Ld— o).
x C+n( c)

n

S(f,2,) = Z sup  {f(2)} - (i — 2i-1)

i=1 Z‘E]Zi_l,ri[
n

n
i=1

— Cll_c-zz[c—f—i(al—c)]2

— d;C. _zn:62+%c(d—c)2n:¢+ (d;C)QXZ:ZQ]

| =1 i=1

= —. n.c2+%6(d_c>n(n2—i—l)+(d—c) n(n+1)(2n+1)

= (d—c)®+c(d — c)?

n+1
_l’_

Diese Werte sind monoton fallend fiir grofler werdendes n. Das Infimum ist zugleich der
Grenzwert. Es gilt (x miisste noch etwas feiner begriindet werden)

iréfg(f,Z) = inf S(f, Z,) = lim S(f, Z,)

neN n—00
—_ )3 2_2 2
= (d—c)02+c(d—c)2+<d 30) =(d—c)- 02+cd—02+%
d—
= TC-[cd+d2+CQ]

d® -3
T
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3.5 Linearkombinationen sind integrierbar

Satzchen 26 Sind ¢, Treppenfunktionen und o, 5 € R, so ist auch die Funktion
ap+ Y

eine Treppenfunktion.
Beweis Ist ¢ eine Z'-Treppenfunktion und ¢ eine Z”-Treppenfunktion, so ist « ¢ +

B 1 eine Z-Treppenfunktion, wobei Z = Z' U Z” die gemeinsame Verfeinerung ist. Der
genauere Beweis ist einfach, ein biichen technisch. ¢

Satz 27 (Linearitédt) Sind die beiden Funktionen f,g : [c,d] — R integrierbar und
a, B €R, so ist auch die Funktion of 4+ Bg integrierbar und es gilt:

/Cd[aerﬁg](w) dz = a/Cdf(w) dx+ﬂ/cdg(w) dx

Das bedeutet, die Menge der integrierbaren Funktionen ist ein R-Vektorraum (vgl.
LALO1). Die Menge der Treppenfunktionen ist ein Untervektorraum.

Beweis Wir zeigen zunéchst, dass f + ¢ integrierbar ist und wenden dafiir das Kriterium
aus Satz 21 an. Dazu sei ein € > 0 vorgegeben. Zu § existieren Z;—Treppenfunktionenen
©1, 41, so dass

o1(z) < fx) < 9y(2) fiir alle x € [¢,d] mod Z;

[ o~ [(oar <

und Z,-Treppenfunktionenen o, 19, so dass

pa(x) < g(x) < ho(x) fiir alle z € [¢,d] mod Z,

/wz d‘”_/c o2(x) da <

Dann sind ¢ 4+ 9 und ¥; + 19 21 L Zo—-Treppenfunktionen, fiir die gilt:
01(x) + pa(x) < f(x) + g(x) < () + o(x) fiir alle x € [¢,d] mod Z; U 2

N ™

[\DI(“)

/cd[% + o) (z) d — /Cd[sm + o] (z) dz < e.

Als néchstes iiberlegen wir, dass mit einer Funktion f auch die Funktion —f integrierbar
ist. Dies folgt aber mit Hilfe des Kriteriums, wenn man alle beteiligten Funktionen mit
—1 multipliziert und die Rollen von —¢ und — vertauscht.

Ist f integrierbar und o > 0, € > 0 vorgegeben, so existieren Z—Treppenfunktionen mit
der Eigenschaft, dass

o(x) < f(z) < ¢(x) fir alle x € [¢,d] mod Z

/Cdl/J(I)dx—/cdcp(x)dx < 2

Multipliziert man diese beiden Gleichungen mit o > 0, so entsteht das Kriterium fiir die
Integrierbarkeit von af

Da die Funktion «a.f + 8¢ schrittweise aus f und g durch die obigen Operationen aufgebaut
werden kann, ist der Satz gezeigt. ¢
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3.6 Produkte sind integrierbar

Fiir eine Funktion f : D — R definieren wir den Positiv- und Negativteil

o f(z), falls f(x) >0, o —f(z), falls f(z) <0
Felx) = { 0, falls f(z) <0 f-z) = { 0, falls f(z)>0

Es gilt dann
f=r—r- |fl=f++ [-

Satz 28 (Betrags—Integrierbarkeit) FEs sei f : [¢,d] — R integrierbar. Dann sind
auch fi, f—,|f| integrierbar. Es gilt:

[ rwae| < [ @i

(Beachte die Ahnlichkeit zur Dreiecksungleichung)

Beweis Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 Treppenfunktionen ¢, mit

(z) < f(x) < ¢(x) fir alle z € [¢,d] mod 2,

/¢ dx—/ olz)dz < e.

Fiir die zugehorigen Positivteile gilt:

() < fi(z) <Yy (x) fur alle z € [¢,d] mod Z4

/¢+ d;c—/c% dx</¢ dx—/ olx)dr < .

Also ist auch f, integrierbar. Wegen f_ = (—f), ist auch f_ integrierbar. Wegen |f| =
f+ + f- ist auch |f] integrierbar. Dabei kann man schliefen

e = [ wars [yl

-f< = —/Cdf(ﬂf)dfﬂ:/cd[—f(w)]dxé/Cdlf(x)ldl"

In jedem Fall gilt also

[ rwa| < [swrar

Satz 29 (Integrierbarkeit von Produkten) Es seien f,g : [c,d] — R integrierbar.
(1) Fiir jedes p € [1,00[ ist die Funktion |f|P integrierbar.
(11) Dann ist auch die Produktfunktion f - g integrierbar.

¢
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Beweis (i) Es sei M := sup{\f(x)\)x € [¢,d]}. Ist ein € > 0 vorgegeben, so existieren
(vgl. Satz 28) Z-Treppenfunktionen ¢, 1, so dass

0 < p(x) <|f(x)] <P(x) < M fiir alle x € [¢,d] mod Z (%)

d d
/cw(a:)dx—/c gp(x)dxéﬁ-

Sind ¢;,9; die Werte der beiden Treppenfunktionen im Intervall |x; 1, ;| der Zerlegung
Z, so gilt

WP — G| < p- & — il

wobei £ € [p;,¥;] C [0, M] ein Mittelwert ist. (Mittelwertsatz 10,11 angewandt auf die
Funktion z? und die beiden Stellen ¢;, ;). Wir formulieren um und schitzen weiter ab:

(@) — @ (@)] < p- MP U s(e) — ()] i alle @ € [e,d] mod Z
Daraus folgt aber

€

pArT =

d d
[ 10 = ods < [t - st e <po 2
Die Ungleichung
OP(x) < |fIP(z) < ¢P(x) fiir alle x € [¢,d] mod Z
folgt direkt aus ().

(i) Dies ist ganz einfach, da

(f+9)°—(f—g)?
. .

fg=
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3.7 Integration und Abschitzung, der Mittelwertsatz

Satz 30 (Abschitzungssatz, Mittelwertsatz) Es sei die Funktionen p : [c,d] — R
eine nicht-negative integrierbare Funktion (,,eine Gewichtung auf dem Intervall [c,d]”).
Dann gilt fir eine integrierbare Funktion f : [c,d] — R:

(1)

e [ < [ fontaria < s (1
(2)

inf {f(@)}- (d =) / f@)de < swp (J@)}- (=0

(3) Ist f stetig, so gibt es ein & € [c,d], so dass

[ s =0 [ utwya

(4) Ist f stetig, so gibt es ein & € [c,d], so dass

| f@yde= 1) @-o

Beweis Es gilt einfach:

inf {f(z)} - p(x) < flz)u(r) < sup {f(2)} - p(z)

z€lc,d] z€[e,d)

und deshalb mit Satz 19 (2) die Behauptung (1). Die Behauptung (2) ist ein Spezialfall
von (1) fiir p = 1. Die Behauptungen (3) und (4) ergeben sich aus dem Zwischenwertsatz.

Fiir den Fall fcd p(z) de = 0 folgt die Aussage (3) sofort aus (1).
Im Fall [?pu(x) dz > 0 gilt mit (1)

xrél[u(li]{f( )} = 1I1f {f( fc /i(x) da: = sefed z€le,d]

Also existiert eine Zwischenstelle £ € [¢, d] mit

S f@)p() da
S i) da

f(&) =
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3.8 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Satz 31 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (HDI)) Es sei J C
R ein Intervall und f : J — R eine stetige Funktion, a € J eine fest gewdhlte Stelle.

Fiir eine andere Funktion F : J — R sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(A) F ist die Integralfunktion (Unbestimmtes Integral) zu f mit unterer Grenze
a, das heift

Fa)= [ 1w
(B) F ist die Stammfunktion von f mit Nullstelle bei a, das heifit es gilt
F'(z) = f(z) fiir alle v € J und  F(a) =0.

Bemerkung: Ist x ein Endpunkt des Intervalls J, so ist die Ableitung als einseitige Ablei-
tung definiert.

Beweis Wir beweisen die Folgerung (A) = (B):
Geméaf Aussage (A) sei

Fa) = [ " fy) dy

eine Integralfunktion zu f mit unterer Grenze a im Intervall J. Fiir ein beliebiges x € J
miissen wir F'(x) = f(x) beweisen.

— G
J(&n) T

x & x+h
Wir betrachten fiir h > 0, wobei x, x + h € J, den Differenzenquotienten

Fla+h) = F(x) _ [T fy)dy = [T fy)dy _ [T fy)dy
h h h '

Im Intervall [x;z + h] gibt es gem&f Mittelwertsatz eine Stelle &, so dass

/ " Fdy = 1) -
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insgesamt also

Fle+h) - F@) _ ™" f@dy _ & h _
- R e P (3]

Wir lassen jetzt h \, 0 gehen. Wegen £ € [z;x + h] gilt

1 —
fige =

und, da die Funktion f als stetig vorausgesetzt ist,

lim £() = f(@).

Mit der Gleichung oben folgt insgesamt:

F(x +h) — F(x)

. — lim £(6) = /(z).

lim
AN)

Eine analoge Uberlegung mit h < 0 fithrt auf

. F(z+h)— F(x)
Him - = f(),

insgesamt also

F(z) = }g}% F(x+h})L— F(z)

= f(z).

Zum Schluss bemerken wir noch, dass

z/aaf(y)dyz

Damit ist die Aussage (B) gezeigt.

Wir beweisen die Folgerung (B) = (A))
Gemif Aussage (B) sei F' eine Stammfunktion von f im Intervall J mit Nullstelle a:

F'(z)=f(z) fir z€l F(a) = 0.
Nach der (bereits bewiesenen) Folgerung (A) = (B) ist

0= [ )

ebenfalls eine Stammfunktion zu f mit G(a) = 0. Fiir die Differenz H(z) = F(z) — G(z)
dieser beiden Stammfunktionen von f gilt nun:

H'(z) = F'(z) = G'(x) = f(z) = f(z) = 0.

Nach Folgerung 13 ist diese Funktion konstant, und zwar wegen
H(a)=F(a) —G(a) =0—-0=0

gleich Null. Daraus folgt mit Folgerung 13

z/:f(y)dy

Das ist die zu beweisende Aussage (A).
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3.9 Anwendungen des HDI: Berechnung von Integralen

Man sagt, eine Funktion ist elementar, wenn sie als Verkniipfung (Grundrechenarten,
Hintereinanderausfithrung) von Polynom—, Exponential-, trigonometrischen Funktionen
und deren Umkehrfunktionen gebildet werden kann. Bei Zugrundelegung geeigneter
Definitionsmengen sind elementare Funktionen differenzierbar, also

elementar = differenzierbar ==  stetig =  integrierbar.

Aufgrund der Differentiationsregeln ist einsichtig, dass die Ableitungsfunktion einer be-
liebigen elementaren Funktion wieder eine elementare Funktion ist.

Beachte aber, dass es elementare Funktionen gibt, deren Stammfunktion nicht elementar
ist. Beispiele dafiir sind die Funktionen sin(z?) oder 2% - (1 — z)°.

Der HDI erleichtert erheblich die Berechnung von Integralen vieler elementarer Funktio-
nen.

Als abkiirzende Schreibweise fiir die Differenz von zweil Funktionswerten fithren wir ein:

r=b r=b r=b

@) = @] = f@)

r=a Tr=a

r=a

Beispiele Die Formel

d a+1
/ o de ==
¢ a+1

ist giiltig, wenn die Ausdriicke auf den beiden Seiten wohldefiniert sind, das heifit, eine
der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

d

[

a>0

a€Z,a< -2 und (c,de€ R oder ¢,d € R7),

a€eR\{-1} und c¢deR".

a>—1 (k)
Der Nachweis, dass die letzte Bedingung (#x) ebenfalls hinreichend ist fiir die obige Formel,
erfordert eine Ausweitung des Integralbegriffs auf Funktionen f, die im Integrationsinter-

vall [¢,d] Polstellen haben (Uneigentliche Integrale: Sie gehoren nicht zum GS/HS/RS-
Grundstock).

Fiir den Sonderfall @« = —1 und (¢,d € R" oder ¢,d € R™) gilt:

d
/ vV dr = In ||

Fiir die natiirliche Exponentialfunktion und die allgemeinere Exponentialfunktion (a > 0)

gelten:
d d z q
, / o de = -2 .
c c ln(a) c

d

[

/c ' exp(a) dz = exp(z)
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Aus den Ableitungsformeln fiir trigonometrischen Funktionen ergeben sich die folgenden
Integrationsformeln:

d

/jsin@)dm = —cos(x)

C

d

[

d

/cdcos(:v)dx = sin(z)
/C "l =t

: 1 I
cos2(2) ,  wobei (k— §)W <cd< (k+ 5)# fiir ein k € Z.

C

Aus den Ableitungsformeln fiir die Umkehrfunktionen trigonometrischen Umkehrfunktio-
nen ergeben sich die folgenden Integrationsformeln:

d

¢
/C T dx = arctan(zx)

/d 1 in(x)
—— A = aIcCsin\x
C 1—.%2

c

d
,  wobei —1<c¢,d< —+1.

C

3.10 Partielle Integration

Mit Hilfe des HDI kann die Leibniz’sche Produktregel in eine Integrationstechnik umge-
schrieben werden:

Satz 32 (Partielle Integration) Fs seien f,g: [c,d] — R differenzierbare Funktionen,
ihre Ableitungsfunktionen f',g' : [c,d] — R (in den Endpunkten einseitig definiert) seien
stetig. Dann gilt:

[ swg@ s [ @ =[]

Beweis Ist die Funktion F' definiert durch F(x) = f(z)g(x) — f(c)g(c), so gilt:
F'(z) = f(x)g () + f'(x)g(x) und  F(c) =0.

Aufgrund der Implikation (B) = (A) aus dem HDI gilt:

/x[f(y)g’(y) + f(W)gy)]dy = F(x) = f(z)g(x) — f(c)g(e).

Fiir x = d (und Ersetzung der Integrationsvariablen y durch x) ist dies die Aussage des
Satzes. N

Beispiele (1) Fiir ¢,d > 0 ist

d d d
1
/ In(x)de = / 1 -In(z)de=| =z -1n(x)]§—/ r - — dx
C C V V C :C
@) g f@)  g@) f(z) \/(f)’
g X
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(2) Fiir ¢,d € R ist

d d d
/ sin(z)de = / sin(z) - sin(z) dx = [~ cos(x) - sin(z)]¢ — / —cos(z) - cos(x) dx
c ¢ N~ S——— —— —— ¢ N——— N~ —
f'(=@) g9(x) f(=) 9(z) f(@) g'(x)
d
= [~ cos(z) - sin(z)]? + / [1 — sin’(x)] dz.
@ @ ’
f(x g(x

Daraus folgt:

d
2. / sin?(z) dz = [z — cos(z) - sin(x)]?.
Allgemeiner kann man mit Hilfe der Zerlegung
sin™(x) = sin(z) - sin™ ()

Integrale von Sinus—Potenzen bestimmen.

3.11 Die Substitutionsregel

Satz 33 (Substitutionsregel) Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion und die Funk-
tion ¥ : [c,d] — R differenzierbar mit stetiger Ableitungsfunktion ' : [c,d] — R (in den
Endpunkten einseitig). Das Bild von ¥ sei in [a,b] enthalten: 9([c,d]) C |a,b]. Dann gilt:

d 9(d)
| sow-v@ = | e

Beweis Ist die Funktion F' irgendeine Stammfunktion von f, so gilt gemafl Kettenregel
(F'od)(y) = F'(0(y) - 9" (y) = f(0(y)) - V' (y)

Die Implikation (B) = (A) aus dem HDI liefert:

x d(z)
/ F0()) - ' (y) dy = F(0(x)) — F(9(c)) = / f(y) dy

Mit = d (und Ersetzung der Integrationsvariablen y durch x auf der rechten Seite) folgt
der Satz. ¢

** Zeichnung **

Beispiele (1) Die lineare Transformation ¢ : y +— x = ax + (8 fiir die Definitionsmenge
fithrt auf die Formel

d ad+p
[ atay+pydy= [ .
c ac+p
Beachte die Spezialfille « = —1, 8 = 0 (Spiegelung) und ao = 1 (Verschiebung).
(2) Beispiel: Fiir o # 0 ist

d ad+8 d 3 5
/C<ay+6)2dy:é/ac+ﬁ a:de:(O‘ + ) Sa(ac—i—ﬁ) |
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Satz 34 (Logarithmische Integration) Es sei g : [c,d] — RT (oder R™) differenzier-
bar mit stetiger Ableitung. Dann gilt

Ygly)
/c Ly = (tn (o)

Beweis Dies ist eine direkte Anwendung der Substitutionsregel mit den Ersetzungen
f(@) ~ ¢ und 9(y) ~ g(y).

d d @) ot »
9 ) / , /g 1 ’ g(d) y
/c oy 2= [ T gwdy= | o e )]

d

Cc

¢
Beispiel Es gilt fir ¢,d € | — z —1—%[

/C d tan(y) dy

d

din(y) = —(In| cos
- [ Sy = ~(n o)

C
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4 Analytische Funktionen

4.1 Taylor—Approximation

Definition Es sei J C R ein Intervall.

(1) Fiir n € Ny heifit eine Funktion f : J — R heifit n—mal differenzierbar, wenn — der
Reihe nach — fiir £ = 0,...,n die Ableitungsfunktion

e A
existiert. (An Intervallenden benutzen wir die einseitige Ableitung).

(2) Die Funktion f heifit n—mal stetig differenzierbar, wenn zuséitzlich die n—te Ableitung
stetig ist.

(3) Die Funktion f heiit co—oft (stetig) differenzierbar, wenn sie n—mal (stetig) differen-
zierbar ist fiir jedes n € Nj.

Beispiele Vorbemerkung: Die Alternativdefinition 2(i) der Differenzierbarkeit zeigt, dass
fiir eine Funktion f mit f(0) = 0 in 0 die Ableitung 0 existiert, falls

f@) =|f(x)—0—=0-(z—0)| <2z’ =z-x

(Setze 6 = ¢).
(1) Die Funktion
2
x — sgn(x) - %

ist einmal differenzierbar. Die Ableitung x — |z| ist stetig, aber nicht differenzierbar.

(2) Die Funktion

2? -sin(2), falls 2 #0,
x»—>{ 0, falls x=0.

ist differenzierbar. Die Ableitung

2 -sin(2) — cos(2), falls z #0,
IH{ 0, falls x=0.

ist aber nicht stetig in 0.
Definition Es sei a € J C R eine Stelle im Intervall J.

(1) Existiert fiir eine Funktion f : J — R die n—te Ableitung an der Stelle a, so kann man
ihr das Taylorpolynom n—ten Grades mit Entwicklungsstelle a

k

Z: f(k)(a) %

(z —a)
1

(x —a)?
2

(z —a)
1

fla) + f'(a)

zuordnen.

+ f'(a) + f"(a)
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(2) Die Differenz r,1(x) zwischen Funktion und zugeordnetem Taylorpolynom n—ten
Grades wird als (Taylor-)Restglied (n + 1)-ter Ordnung bezeichnet:

k
(r—a
Z f® ) + T (7).
Es gilt offenbar:

(r—a)y

n!

(@) = g () = f(a)
Beispiel Priife selbst nach: Ist f ein Polynom m-ten Grades

f(2) =po+ piz + pex® + ...+ pnx™,

so enthélt das zugeordnete Taylorpolynom n—ten Grades, n < m, mit Entwicklungsstelle
a = 0 genau die Glieder bis zum Grad n. Demzufolge enthilt das Restglied (n + 1)-ter
Ordnung genau die Glieder ab Ordnung n + 1.

Satz 35 (Taylor—Formel) Die auf einem Intervall definierte Funktion f : J — R sei
(n + 1)-mal stetig differenzierbar. Es sei a € J eine Entwicklungsstelle.

(1) Fiir das Restglied 41 gilt:

Tny1 (2 / f(n+1 — ) dy.

(2) Zu jedem x € J existiert ein & zwischen a und x, so dass

n+1
_ p(n+1) (z —a)""
Man nennt diesen Ausdruck das Lagrange—Restglied.

Beweis (1) Fiir n = 0 ist dies einfach der HDI. Um den Induktionsschritt n — n + 1
einzusehen, berechnen wir die Differenz der beiden Ausdriicke fiir die Restglieder (n+2)-
ter und (n + 1)-ter Ordnung:

n+1
Fast(2) = Fusalz) = /f”“’ /J”“ (il DSy

T(n+1)
n+1
_ n+1 d +/ n+2 —(x — y) J
/ £ Yy £ NCESI y
F(y) F’(y) —f—’
G(y)

me@w_@_” "™ = g E

=a (n+1)' '

Ist also der Ausdruck fiir das (n+ 1)-te Restglied richtig, so ist er auch fiir das (n + 2)—te
richtig.
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(2) GeméaB Mittelwertsatz der Integralrechnung existiert zwischen a und z ein &, so dass

n

Pl = / o) L0 gy g / ey,

n! n!
ity oy [ZE =)y (=)™
- ﬂ+“®[ (n+1)! FJ:ﬂ+M© (n+1)! "

¢

Satz 36 (Taylor Approximationssatz) Fs sei f : J — R n—mal stetig differenzierbar.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass

n

’f(x)—Zf(k)(a)M <elx—al" falls |z — a|] < 0.

k!
k=0

—
=rn+1(2)

Beweis Wir verwenden das Lagrange—Restglied. Es ist dann fiir ein geeignetes £ zwischen
a und z

(z —a)" —a)"

rasa(@)] = [ra(a) — £ a) Ty = o) — poogay (L2

n!

Wegen der Stetigkeit von f(™ kann man den ersten Faktor rechts kleiner als ein vorgege-
benes € > 0 machen, wenn nur |z — a|, und damit |{ — a|, kleiner als ein geeignetes § > 0
gemacht wird. ¢
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4.2 Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Es sei in diesem Abschnitt (f,)men eine Folge von reellen Funktionen f, : D — R. Es
stellt sich die Frage nach der Konvergenz. Eine weniger wichtige Definition ist zunéchst:

Definition Die Funktionenfolge ( f,,) heifit punktweise konvergent in einem festen x € D,
wenn die Folge (f,,(2))nen konvergent in R ist. Sie heiit punktweise konvergent (schlecht-
hin), wenn dies fiir alle z € D zutrifft. Es kann dann die Grenzfunktion

fla) = lim fux)

n—oo
mit Definitionsmenge D gebildet werden.
Beispiele (1) Essei D =]—1,+1] und f,(z) := 2™ Es gilt

1, falls z = +1.

n—o0

o {0, falls —1 <z < +1,
lim 2" =

Die Grenzfunktion f : ] — 1,+1] — R ist nicht stetig in # = 1, obwohl dies fiir alle
Funktionen der Folge zutrifft.

(2) Fiir die auf [0, 1] definierten Treppenfunktionen

n, falls 10, 1],
pn(T) = { 0.l

0, sonst,
gilt fol on(x)dx = 1. Fiir jedes feste x € [0,1] gilt aber
p(r) = lim @,(z) =0

und daher fol o(z)dx = 0.
(3) Die Funktionen

folz) = |z|"",  neN,

sind alle differenzierbar. Fiir n = 1 ergibt sich als Graph die Normalparabel, fiir n — oo
konvergiert die Funktionenfolge punktweise gegen die nicht differenzierbare Betragsfunk-
tion.

Wie kann man gewéhrleisten, dass sich bestimmte Eigenschaften der Funktionen f, in
der Folge auf die Grenzfunktion f iibertragen?

Definition
(1) Ist f : D — R eine beschréankte Funktion, so heifit

If]| = sup|f(z)]
xzeD
die Supremumsnorm von f. (Vgl. LALOL: Das ist eine Norm auf dem Vektorraum der

beschrankten Funktionen.)

(2) Die Funktionenfolge (f,)nen heifit gleichmdfig konvergent (gegen die Grenzfunktion
f), wenn die Zahlenfolge (|| f,, — fl|)nen eine Nullfolge ist:

lim | f,, — f[| = 0.
n—00
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Bildlich: Zu jedem e-Streifen um den Graphen von f muss es ein N € N geben, so dass
fiir alle n > N die Graphen von f, in diesem Streifen drin liegen miissen.

Man kann dies auch ohne Bezugnahme auf die Supremumsnorm formulieren:

Die Funktionenfolge (f,,)nen heifit gleichméfig konvergent gegen die Grenzfunktion f, es
zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N gilt:

|fu(z) — f(x)] <€ fir alle z € D.

Wesentlich ist, dass das N unabhéngig von x € D gefunden werden muss.

Satz 37 FEs sei (fn)nen €ine Folge stetiger Funktionen, die gleichmdf$ig gegen die Grenz-
funktion f konvergiert.
(i) Die Grenzfunktion f ist stetig.

(i1) Ist [c,d] C D, so gilt fiir die zugehiorigen Integrale:

/ f(x)dr = lim dfn(x) dx

n—oo c

(Integration und Limesbildung sind vertauschbar.)

(i1i) Fir jedes n € N sei F,, eine Stammfunktionen von f, und F eine Stammfunktion
von f. Konvergiert die Folge der Stammfunktionen an (mindestens) einer Stelle a € [c, d]
gegen die Stammfunktion der Grenzfunktion,

lim F,(a) = F(a),

so konvergiert die Folge der Stammfunktionen F,, gleichmdfig gegen F'.

(iv) Aus der Differenzierbarkeit der Funktionen f, kann — auch bei gleichmafSiger Kon-
vergenz von (f,) — micht auf die Differenzierbarkeit der Grenzfunktion f geschlossen
werden.

Beweis (i) Es sei x € D und ¢ > 0 vorgegeben. Wir wollen zeigen, dass es ein § > 0
gibt, so dass

fy) = @) <e, falls |y — 2| < 6.
a (fn) gleichméfig konvergiert, gibt es zu § ein N € N, so dass
[fn(2) = f(2)] <
Insbesondere ist
[fn(z) = F(2)] <

Da fy stetig ist, gibt es zu £ ein § > 0, so dass

§ fir alle z € D,  falls n > N.

fir alle z € D. (%)

Wl M

InG)—In@I< S, Rllsly-al <6 (e
Insgesamt gilt fiir alle y € D mit |y — x| < 6
) = £ < 1) — fu()|+ v (0) — F@)| + @) — F(a)] < o

() <3 (ve) <5 () <5
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(ii) Es sei € > 0 vorgegeben. Fiir ein festes n € N gilt geméf Satz 28 und Satz 30 (2)

‘/cdf(m)dx_/cdfn(x)dx) = ‘/ — fulz dm‘</ |f(x 2| dz
fal2)

< —c-s?p{lf() I}Ss,
z€le,d
da aufgrund der gleichméfigen Konvergenz das Supremum kleiner als ) gemacht wer-

den kann.

(iii) Fiir die Stammfunktionen F,, und F' gilt aufgrund des HDI:

Fo(2) = Fu(a) + / Cfa)dy,  F(e) = F(a) + / i) dy

Es ist dann

F(2) — Fafa)| = /f )dy — ol /fn )dy| =

< ‘F( —l—‘/ dy’

Zu einem vorgegebenen € > 0 kann — gemifl Voraussetzung des Satzes und Aussage (2)
— ein NV € Ny gefunden werden kann, so dass fiir alle n > N gilt

‘/ ~ h)ldy] < 5, |Fla) ~ Fu(a)| < £

gilt und damit fiir alle x € [c, d]
‘F(:c) — Fn(:c)‘ <e.

(iv) Wir zeigen, dass die Funktionenfolge f,(z) = |z|'*# aus Beispiel (4) sogar gleichméBig

gegen die Betragsfunktion konvergiert. Zunéchst ist

1 1 1 1
lim - =0 = lim—-ln(—):—hmﬂ:HO.
T—00 I T—00 I x r—00 I
Daraus folgt fiir die Funktion
1
lim(z - Inz) = lim —-In(—) =0,

so dass die Funktion f(z) = 2 - Inz auf dem Intervall |0, 1] ein Betragsmaximum hat:

M = |
rg]gf]ﬂx nzl}.

Fiir ein festes € ]0,1] und « € [1,2] gibt es aufgrund des Mittelwertsatzes ein £ €
[1,a] C1,2], so dass

dz®

Jl—al=|lnz-2%- [l —a|<|lnz 2| - |1 —a] <M-|1—-al
a=¢

Daraus folgt, dass fiir alle x € [—1, +1] gilt:

‘I—.T

<M-|1—al

2] = Jz]°

Das aber bedeutet, dass fiir « =1+ % — 1 die Funktionenfolge gleichméfig konvergiert.

¢
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Satz 38 (Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenreihen, Weierstrass)
Es seien g, : D — R die Glieder einer Folge (gx)ren, von reellen Funktionen und

fn = ng
k=0

die zugehdérige Partialsummenfolge. Wenn die Zahlenreihe

> llgel
k=0

konvergiert, dann konvergiert die Partialsummenfolge gleichmdflig (und absolut). Man
sagt, die Funktionenreihe konvergiert gleichméflig absolut.

Beweis Fiir jedes feste x € D gilt

|9k (2)| < zgg{\gk(y)\} = [lgrll-

Daher stellt die Zahlenreihe ) ,°  ||gx|| eine konvergent Reihe fiir die Reihe

ng(f)

dar, die also nach dem Majorantenkriterium (ANAO1, Satz 32) absolut konvergiert. Wir
definieren die Funktion f durch diese Grenzwerte

fla) == lim fo(z) = gi(x)

und zeigen, dass die Funktionenfolge f, gleichméflig gegen f konvergiert. Zu einem vor-
gegebenen ¢ > (0 gibt es nach Voraussetzung des Satzes ein N € N, so dass fiir alle
n>N

D gl <D gl < e
k=n k=N

Fiir alle n > N und alle z € D folgern wir weiter (mit ANAO1, Satz 31)

1@ -] =] S a2 S w@l< 3 lad <=

k=n+1 k=n+1 k=n+1
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4.3 Potenzreihen

Definition Ist (pg)ken, eine Folge reeller Zahlen und a € R, so heifit der Ausdruck

Zpk(x —a)"
k=0

(formale) Potenzreihe mit der Koeffizientenfolge (pg)ken, und Entwicklungsstelle a.

Die beiden Begriffe ,,Ausdruck” und ,,formal” sollen zum Ausdruck bringen, dass die
Frage der Konvergenz noch nicht geklért ist und deshalb noch nicht von einer Funktion
(mit Definitionsvariabler ) gesprochen werden kann. Erst, wenn fiir  eine konkrete reelle
Zahl eingesetzt wird, entscheidet sich die Konvergenz.

Potenzreihen kénnen addiert und mit einer reellen Zahl (Skalar) vervielfacht werden,
indem man diese Operation mit den Koeffizientenfolgen durchfiihrt.

Zpkl' +Z%x —Z P+ a) 2", a- Zpkx —Za ) ¥
k=0 k=0

Beispiele
(1) Jedes Polynom

po+ p1x + pax® + ...+ pua”

stellt eine Potenzreihe (mit py = 0 fiir k£ > n+ 1) dar. Offenbar , konvergiert” sie fiir jedes
x € R.

(2) Die Exponentialreihe
> et
e
k=0
ist eine Potenzreihe mit p;, = % Wir wissen bereits, dass sie fiir jedes x € R konvergiert.

(3) Kosinus und Sinus waren durch die Potenzreihen

S (-1 _
> ppat mit  pp=4{ @O falls k = 20 gerade,
0, sonst,

= (—1)* B
Z pr” mit  pp =< DY falls k =20+ 1 ungerade,
0, sonst,

definiert. Sie konvergieren ebenfalls fiir jedes x € R.

(4) Setzt man p; = 1 fiir alle & € Ny, so entsteht die geometrische Reihe

00
E ZEk.
k=0

Wir wissen bereits, dass sie fiir jedes x € R mit |z| < 1 konvergiert und fiir |z| > 1
divergiert.
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(5) Die Potenzreihe

o0

Z Kkt

k=0

konvergiert nur fiir z = 0. Fiir jedes x # 0 gibt es ndmlich ein N € N, so dass N - |z| > 2.
Dann ist fir k > N

|KFa¥) = |k - x|F > |N - z|F > 28
Also ist die Reihe )7, 2% eine ,,divergente Minorante”.
(Bei all diesen Beispielen war die Entwicklungsstelle a = 0. Das ist auch der wesentliche

Fall.)

Eine erste wesentliche Beobachtung iiber Potenzreihen ist in dem folgenden Lemma ent-
halten:

Lemma 39

(i) Jede Potenzreihe konvergiert an ihrer Entwicklungsstelle.

(ii) Konvergiert die Potenzreihe -, prx® fiir ein festes y € R, so konvergiert sie auch
(absolut) fir alle z € R mit |z| < |y|.

(iii) Konvergiert die Potenzreihe Y oo pr(x—a) fiir ein festes y € R, so konvergiert sie
auch (absolut) fir alle x € R mit |v — a| < |y — al.
Beweis (i) muss nicht bewiesen werden.

(ii) Da die Reihe > ;7 pry" konvergiert, ist (py y*) ren, €ine Nullfolge und daher be-
schréankt:

lpr y¥| < M fiir alle k € N,.

Fiir alle 2 mit |z| < |y| gilt dann
k
|pkl‘k|=|pkyk|~‘z’ <M - o, wobei ¥ = ’E‘<1.
Y Y

Die Reihe Y2 M - 9* ist eine geometrische (absolut konvergente) Reihe und stellt daher
eine Majorante fiir die Reihe Y ;2 pi2* dar.

Fiir den Beweis von (iii) muss man in (ii) nur  durch  —a und y durch y — a ersetzen. 4

Aus dem Lemma folgt unmittelbar, dass die Menge der x € R, fiir die eine Potenzreihe
konvergiert, ein Intervall ist, dessen obere und untere Grenze symmetrisch bzgl. a liegen.
Beachte, dass das Lemma keine Aussage dariiber macht, ob die Potenzreihe an den beiden
Grenzen selbst konvergiert.

Definition (1) Fiir eine gegebene Potenzreihe Y - pir(z — a)* heifit die Menge

K = {x €eR ‘ Zpk (z — a)* konvergiert }
k=0
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das Konvergenzintervall (der Potenzreihe).

(2) Die Zahl p mit 0 < ¢ < 400, definiert durch
infC =a— o, supkC =a+ o,

heifit Konvergenzradius (der Potenzreihe).

Bemerkung Die Theorie der Potenzreihen ldsst sich auch fiir 2 € C anstelle z € R
aufbauen. Die nahezu gleichen Uberlegungen zeigen dabei, dass anstelle eines Konver-
genzintervalls eine Konvergenzkreisscheibe mit Mittelpunkt a € C in Erscheinung tritt.
Deshalb der Name Konvergenzradius.

Beispiele

(1) Polynome, die Exponentialfunktion und die beiden Funktionen sin und cos haben den
Konvergenzradius g = +o00.

(2) Ist r eine beliebige positive Zahl, so konvergiert die Potenzreihe
> ;)
=0
genau dann, wenn }%‘ <1 <<= |z| <r.Der Konvergenzradius ist also o = 7.

(3) Wir betrachten die Potenzreihe
oo
k=1
Sie wird fiir < 1 von der geometrischen Reihe majorisiert. Wir wissen, dass sie fiir x = 1

divergiert (harmonische Reihe) und fiir + = —1 konvergiert (Leibniz-Kriterium). Es ist
also p = 1.

l’k

=l

Préaposition 40
(1) Fiir 0 <b <1 undn € Ny gilt:

lim 2" - = 0.
Tr—r0o0

(2) Die beiden Potenzreihen

Zpk (z —a)* und Z kpy (z — a)*
k=0 k=0

haben den gleichen Konvergenzradius o.

Beweis (1) Per Induktion: Es ist (b*)" = Inb - b" < 0, deshalb ist die Funktion = + b*
monoton fallend. Fiir die geometrische Folge gilt lim,, ,, " = 0, also ist der Induktions-
anfang gesetzt: Es gilt auch lim,_,., b* = 0.

Wir nehmen jetzt an, die Aussage sei fiir n — 1 gezeigt. Es sei f(z) = 2" und g(z) = b™".
Es gilt dann

f/(x) - $n—1 n 1 T—00
— Lt W K
g(r) —1Inb-b—= mb " — 0
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und dann mit "'Hospital

(2) Es gentigt, den Fall a = 0 zu betrachten. Fiir ein beliebiges x ist
pra®| < [kpg 2®),

so dass aus der absoluten Konvergenz der rechten Reihe mit dem Majorantenkriterium
auf die Konvergenz der linken Reihe geschlossen werden kann. Deshalb ist der Konver-
genzradius g, der rechten Potenzreihe in (2) kleiner oder gleich dem Konvergenzradius o,
der linken Potenzreihe.

Es bleibt o, > gy zu zeigen. Dazu sei y mit 0 < |y| < g, vorgegeben. Es existiert ein r mit
ly| < r < g4, so dass die Reihe Y 72 p r* absolut konvergiert. Nach (1) (mit n = 1) ist
die Folge

k
[l
r
eine Nullfolge, also durch M beschrankt. Dann gilt weiter
’kpky’“‘ = ‘k (%)’“ -pkr’“( < M‘pkr’“‘-

Damit haben wir eine absolut konvergente Majorante fiir die Reihe

> kpryt
k=1

gefunden, sie konvergiert also absolut. Insgesamt haben wir bewiesen, dass
or >y fiir alle y mit y < g¢

gilt. Das heifit aber gerade o, > oy.

Satz 41 (GleichmifBlige Konvergenz einer Potenzreihe)
Ist r < o, so konvergiert die Potenzrethe Y o px (x — a)¥ gleichmifig absolut auf
l[a—r,a+r].

Beweis (Nur fir a = 0) Fiir alle z mit |z| < r gilt

Ipr 2% < |pir”|
und daher

Ilpra®|] = sup {|pea®|} < |ppr®].
z€[—r,+7]

Damit stellt die Reihe > pyr* eine konvergente Majorante fiir die Reihe

o
> llpea®]
k=0

dar. Nach dem Satz 38 von Weierstrass konvergiert die Potenzreihe o pra® gleichméBig
auf [—r, +r]. ¢
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Satz 42 (Eigenschaften der Grenzfunktion einer Potenzreihe)
Es sei’y o pe(z — a)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius ¢ und

f:{]a—g,aJrg[ — R )

T = Y lpk(z—a)
die Grenzfunktion.
(i) f ist auf Ja — o,a + o] stetig.

(i1) f ist auf [c,d] C Ja — o,a + o[ integrierbar. Das Integral darf gliedweise berechnet
werden.

(i1i) f besitzt eine Stammfunktion F auf |— o, +p[. Die durch F(a) = 0 festgelegte Stamm-
funktion ist gegeben durch die Potenzreihe

oo

p
F(z) = kfl(:lc—ab)k+1
k=0

Y

(,, Gliedweise Stammfunktion”). Ihr Konvergenzradius ist o.

() [ ist auf la — o0,a + o[ unendlich oft differenzierbar. Dabei gilt

[e.e]

flx) = kak z—a)* Z Dagy (v — a)*
k=0
=~ kK
fM(z) = = n)'pk (x —a)"™", insbesondere f™(a) = nla,.
k=n ’

(,,Gliedweise Ableitung”). Die Potenzreihen haben den Konvergenzradius o.

Beweis (Generell nur fiir a = 0). Fiir r < p ist die Funktionen—Partialsummenfolge

n
k
= E PrT
k=0

gleichméBig konvergent auf [—r, +r]. Damit sind die Aussagen des Satzes 37 (i) — (iii)
anwendbar. Die Grenzfunktion hat also die Eigenschaften (i) — (iii) auf [—r, +r]. Da dies
fiir alle r < p so ist, sind die Eigenschaften auch auf

1 1
] —o,+0] = ngv [—o+ e 5], (N groB genug)

erfiillt.

Die Préposition zeigt, dass die in der ersten Zeile von (iv) angegebene Potenzreihe den
gleichen Konvergenzradius ¢ hat wie die urspriingliche Potenzreihe und daher gleichméfig
auf [—r, +r] fur jedes r < p konvergiert. Das aber bedeutet geméf Satz 37 (iii), dass die
Grenzfunktion der urspriinglichen Potenzreihe auf | — o, 4| eine Stammfunktion ist.

Die anderen Aussagen fiir n > 2 werden einfach mit Induktion bewiesen. ¢
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4.4 Zwei Aussagen iiber den Konvergenzradius

Ist eine Folge (ax)ren gegeben, so konnen wir weitere Folgen bilden:

e o, :=sup{a;} (Folge der ,,Rest—Suprema”)
k>t

° = k{;fe {ar}  (Folge der ,,Rest-Infima”)
Es ist klar, dass (0¢)een eine monoton fallende, (i7)gen eine monoton wachsende Folge mit
Werten in R = [—o00, +00] ist.

Daraus folgt, dass jede der beiden Folgen einen (eigentlichen oder uneigentlichen) Grenz-
wert hat. Fiir sie gibt es eine besondere Bezeichnung:

Definition Die beiden Grenzwerte heiflen Limes superior bzw. Limes inferior.

limsupay = lim oy = lim sup{ax} € [—o0, +00],
k—00 {—00 {—00 k>0

liminf a = lim ¢y = lim inf{a;} € [—00, +00|.
k—oc0 K {—o0 ¢ {—o0 kZE{ k} [ ’ ]

Wir halten einige Eigenschaften dieser Grenzwerte in einem Satz fest:

Satz 43
(1) Der Limes superior S einer Folge ist durch die folgende Eigenschaft eindeutig fest-
gelegt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein N € N, so dass

ap < S+e  firalle k> N,
arp > S —e  fiir unendlich viele k> N.

(2) Der Limes inferior I einer Folge ist durch die folgende Eigenschaft eindeutig festgelegt:
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass

ap > I —e  firalle k> N,
ar < I+e  fir unendlich viele k > N.

(8) Hat die Folge (ay)ren selbst einen eigentlichen oder uneigentlichen Grenzwert, so gilt

liminf a;, = lim a; = lim sup a.
k—o0 k—o0 k—00

Beispiel Es sei (a¢)een eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Wir schieben Nullen
dazwischen:

~ { ap, falls k=20 gerade ,

W = 0, sonst.
Dann gilt
lim ~  Joa, fallsa>0, minfa, — 4 @ falls a <0,
k_i:jp W= 0, falls a <0, e kT 0, falls a > 0.
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Satz 44 (Formeln fiir den Konvergenzradius)
Es seiy o pr(z — a)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius o. Es gilt

1

0 = — (Formel von Cauchy-Hadamard)
lim sup +/|px|
=00 p>p
lim inf < ¢ < limsup
=00 k>l | P4q =00 p>p I Ppt1
Dabei sind die Rechenregeln % = 00, é =0 anwendbar.

FEzistiert der (eigentliche oder uneigentliche) Grenzwert auf der rechten Seite, so gilt

Beweis Die beiden Aussagen sind Ubertragungen von Wurzel- bzw. Quotientenkriterium
auf Potenzreihen. Wir beweisen nur die erste, konnen dabei wieder a = 0 annehmen.

(1) Wir bezeichnen den Cauchy-Hadamard—Ausdruck mit

1
R = = lim inf —.
lim sup v/[pr] ~ ©70k2¢ {/|py
f— 00 k>4 N——

=0

GeméiB der Charakterisierung (2) des Limes inferior in Satz 43 gibt es zu jedem € > 0 ein
N € N, so dass

> R—¢ firalle k> N, (%)

< R+e¢ fir unendlich viele £ > N. (k)

vk |pk| a

(2) Es sei jetzt (O.B.d.A.) R > 0 und y € R beliebig, so dass 0 < |y| < R. Dann gibt es
ein € > 0, so dass |y| < R — e. Aufgrund von (*) gibt es zu diesem ¢ ein N € N, so dass

ok - v = ekl - y| < % =g<1 firalle k> N.
GeméB Wurzel-Kriterium (ANAO1, Satz 34) konvergiert die Reihe Y7/ pyy* absolut. Da
y eine beliebige Zahl mit |y| < R war, kénnen wir R < p folgern.

(3) Wir betrachten jetzt ein y € R mit |y| > R und setzen ¢ = |y| — R. Aufgrund von
(%) gibt es N € N, so dass

o < R+e=|y| fiir unendlich viele k£ > N,
Pk

woraus folgt, dass
1 < |pey®|  fiir unendlich viele k > N.

Das aber bedeutet, dass die Reihe ) ;- pry® nicht konvergieren kann, es folgt:
R > po.

(4) Die zweite Formel wird hier nicht bewiesen. ¢
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4.5 Analytische Funktionen

Definition (und Bezeichnungen) Es sei a € R.

Ce® sei die Menge der reellen Funktionen f, die auf einem ,Intervall” [a — 7, a + r| mit
r > 0 definiert und dort oo—oft differenzierbar sind.

P gei die Menge der (formalen) Potenzreihen mit Entwicklungsstelle a.

Pr sei die Menge der Potenzreihen mit Entwicklungsstelle a, die einen positiven Kon-
vergenzradius haben, also in einem echten Intervall um a konvergieren.

Zu jeder Funktion in f € C2° kénnen wir die Taylorreihe

Z F®(q) %

k

00
=0

bilden. Dies ist eine formale Potenzreihe mit Entwicklungsstelle a. Uber ihre Konvergenz
wissen wir a priori NICHTS.

Wir kennen inzwischen zwei ,,Operatoren”, die eine Beziehung zwischen oco—oft differen-
zierbaren Funktionen und Potenzreihen aufbauen.

COO Taylorreihe Pform
a a

COO konv
a Grenzfunktion Pa

Dazu einige Erlduterungen:

e Der Operator ,, Taylorreihe” der oberen Zeile des Diagramms ist nicht injektiv. Dies
zeigt das Beispiel der Funktion

o exp(—%), falls > 0,
n(w) = { 0, falls z <0.

Sie ist oo—oft differenzierbar (Beweis?), es gilt
0" (0) =0

fiir alle n € Nj. Insbesondere ist ihre Taylorreihe mit Entwicklungsstelle 0 gleich
Null. Die Funktion n besitzt also die gleiche Taylorreihe wie die Nullfunktion, ob-
wohl sie in jeder (beliebig kleinen) Umgebung von 0 nicht mit der Nullfunktion
iibereinstimmt.

e Ein Satz von Borel besagt, dass es zu jeder (formalen) Potenzreihe eine oco—oft
differenzierbare Funktion gibt, die diese Potenzreihe als Taylorreihe besitzt. Mit
anderen Worten, der Taylorreihe-Operator ist surjektiv. Das heifit insbesondere,
dass die Taylorreihe einer C*°~Funktion den Konvergenzradius ¢ = 0 haben kann,
also nur in der Entwicklungsstelle konvergiert. Beim Beweis des Satzes von Borel
muss zu jeder gegebenen Potenzreihe eine passende C* Funktion konstruiert werden.
Dabei wird gerade die Funktion 7 von weiter oben benutzt.
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Definition Eine C*-Funktion f : D — R heiflt analytisch in a, wenn es ein € > 0 gibt,
so dass

(a) Ja—e,a+e[C D,

(b) die Taylorreihe von f mit Entwicklungsstelle a

Z F®)(q) %

k

00
=0

einen Konvergenzradius ¢ > ¢ besitzt und

(c) die Grenzfunktion der Taylorreihe auf Ja — €, a + €[ mit f iibereinstimmt.

Eine C*—Funktion f : D — R heifit analytisch (schlechthin), wenn sie analytisch in jedem
a € J ist.

Beachte nochmals, dass die Taylorreihe fiir jede C>**~Funktion existiert.
Die Bedingung (b) ist durch die Existenz der Taylorreihe nicht gewéhrleistet.
Die Bedingung (c) ist durch (b) nicht gewéhrleistet.

Satz 45 Ist

Zpk(x — oz)’C
k=0

eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius o, so ist die Grenzfunktion f analytisch
auf Ja—e,a+¢l.

Beweis Dass f in a analytisch ist, folgt aus Satz 42 (iv). Den Beweis, dass f auch in
jedem anderen x € |a — €, a + £] analytisch ist, lassen wir weg. ¢
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5 Topologie des R?

5.1 Grundlage
Im folgenden steht im Mittelpunkt die Menge

R := RxRx...xR={(21,29,...,2q)|7; €R fiir alle i = 1,...,d}.

d-mal

Oft (Staatsexamen) geht es nur um die Félle d = 2 oder d = 3. In der Linearen Algebra
steht im Vordergrund, dass man die Elemente des R? addieren und skalar multiplizie-
ren kann: Der R? ist ein (reeller) Vektorraum. Der Nullvektor 0 = (0, ...,0) heiBt auch
Ursprung.

Oft — je nach Kontext — werden fiir die Elemente des R? auch die Schreibweisen
T
L2
r=(x1,T9,...,2q) oder T =

Zq

benutzt. Beachte, dass in der Matrixtheorie Zeilenvektoren und Spaltenvektoren unter-
schieden werden.

Eine reelle Abbildung ,,mehrerer Variabler” ist einfach eine auf einer Teilmenge X C R
definierte Abbildung

] X —=- R
f'{:vz(xl,---,:vd) = f(z) = flz, ..., 2q).

Umgekehrt werden wir uns auch fiir Kurven

{ J — R?
Ut e (@), valt),

wobei J ein Intervall in R ist, interessieren.
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5.2 Die euklidische Norm im RY
Definition (1) Die euklidische Norm im R? ist definiert als die Abbildung

{2 R
r = x| =2+ a2k 422

(2) Wird bei mathematischen Uberlegungen iiber den R? die euklidische Norm benutzt,
so spricht man auch vom euklidischen Vektorraum R

(3) Die Abbildung

d.{Rded & R

heifit (euklidische) Abstandsfunktion oder Metrik (auf R?).

Satz 46 (Eigenschaften der euklidischen Norm) Fiir z,y € R und o € R sind die
folgenden Eigenschaften erfiillt.

(i) llz] =0 = z=0,

(i) fo- zl| = | - ||z,

(iii) ||z + yl| < [lz]] + [yl (Dreiecksungleichung)
(iv ) |l = Iyl | <l =yl

Tty

0

Beweis Die Aussagen (i) und (ii) sind einfach nachzurechnen. Die Aussage (iv) beruht
auf (iii). Die Dreiecksungleichung (iii) wird in der Linearen Algebra mit Hilfe des Begriffs
des Skalarprodukts und der ,,Cauchy—Schwarz—Ungleichung” bewiesen(vgl. LALO2, Satz
18 (EU 2)). ¢



S. Hilger — Analysis 2 (GS/HS/RS) — SS 2006 64

5.3 Besondere Teilmengen im R

Definition [Kugeln, Sphiren] Es sei @ € R? und r > 0 (Das impliziert r € R).
(1) Wir definieren die Mengen

Ur(a) := {x € RY ||z —al < r} (Offene Umgebung oder Kugel)
B.(a) = {x € R ||z —al < r} (Abgeschlossener Ball)
Sp(a) = {m c R ||z —al = r} (Sphdre)

jeweils mit Radius r und Mittelpunkt a.
Es sei X eine Teilmenge des euklidischen R

(2) X heiBt beschrinkt (in R?), wenn es ein M > 0 gibt, so dass

|lz|| < M fiir alle x € X.

(3) X heifit offen (in R?), wenn es zu jedem z € X ein € > 0 gibt, so dass
U.(z) C X.
Bildlich gesprochen: Jedes Element von X hat ein biichen Abstand zum Rand.

(4) X heifit abgeschlossen (in R?), wenn die Komplementirmenge R¢\ X offen ist.

Beispiele (0) Uberlege, was diese Begriffe in R = R! bedeuten.
(1) Umgebungen, Bélle und Sphéren sind beschrinkt.
(2) Eine offene Umgebung U,.(a) (im Sinne von (1)) ist offen (im Sinne von (3)). Ist ndmlich

r € Uy(a) und dabei 7 := ||z —al| <, so gilt fiir alle y € U,,(z) mit ry := 5=:
r—r T T
Iy —all <l —all+ o —al <ratri= " =Ty Do

also y € U,(a). Insgesamt bedeutet dies U,,(z) C U,(a).
(3) Bille B,(a) und Sphiren S,(a) sind abgeschlossen: Beweis als Ubung.
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5.4 Folgen im R?

Wir wiederholen und verallgemeinern die Definitionen im Umfeld von Folgen.

Definition Es sei (a,)qen eine Folge im RY, d.h. eine Abbildung

N — R?
Il n = an="(a1n,...,040)
Fiir jedes j = 1,...,d heifit die Folge (a;,)nen €ine Koordinatenfolge. Das Komma vor

einem Index bedeutet, dass es sich um einen Folgenindex handelt. Wir benutzen ab jetzt
diese Schreibweise, um Folgen—Indices und Koordinaten—Indices unterscheiden zu kénnen.

e Die Folge heifit Cauchy—Folge, wenn es zu jedem € > 0 eine Zahl N € N gibt, so
dass fiir alle n,m € Nmit n > N, m > N gilt:

la,—aml <e.

Ganz grob: |, Die Folgenglieder riicken immer nédher aneinander”.

e Es sei a € RY. Die Folge heiit konvergent gegen (den Grenzwert) a, wenn es zu
jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n € N mit n > N gilt:

|la, —al <e.
In diesem Fall schreibt man lim,, . a, = a.
e Die Folge heifit divergent, wenn sie nicht konvergent ist.

e Die Folge heift Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert.

Satz 47
(1) Die folgenden Aussagen iber eine Folge (a,)nen sind dquivalent:

1. Die Folge (a,)nen ist eine Cauchy—Folge.

2. Fir jedes j =1,...,d ist die Koordinatenfolge (a;,)nen eine Cauchy-Folge.
(i1) Die folgenden Aussagen iber eine Folge (a,)nen sind dquivalent:

1. Die Folge (a,)nen ist konvergent gegen a = (ay, ..., aq) € R%.

2. Esist  lim |la, —al =0 (inR).
n— o0

3. Bsist  lim [(a1, —a1)® + (ag, — as)* 4 ...+ (agn — aq)?] = 0.

n—oo
4. Fiir jedes j =1,...,d konvergiert die Koordinatenfolgen (a;,)nen gegen a;:
lim a;,, = o
n—oo
lim ay,, = a
n—oo
lim ag, = aq.

n—0o0
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Beweis Wir zeigen nur (ii) mittels einer Kette von Aquivalenzen:
lima, =a (im R?)
Zu jedem € > 0 gibt es ein N € N, so dass ||a, — b|| < ¢ fiir alle n > N.

Es ist lim,, . ||a, — al = 0.

Es ist lim \/(aln - a1)2 + (a2n - a2>2 + ...+ (adn - Cld)2 =0.

n—oo

Es ist lim [(aln — a1)2 + (a2n - a2)2 + ...+ (adn - ad)Q] = 0.

n—oo

Esist lim (aj, —a;)>=0 fiiralle j=1,...,n.
n—oo

Esist lim (a;,, —a;) =0 firalle j=1,...,n.
n—oo

rtrri11101

Esist lim a;,, =a; firalle j=1,...,n.
n—oo

Satz 48
(i) Eine konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge.

(ii) Der R® ist vollstindig im folgenden Sinne:

Jede Cauchy-Folge ist konvergent.

Beweis Der Beweis besteht darin, dass man diese Aussagen mittels Satz 47 auf die
entsprechenden Aussagen in R (vgl. Sitze 18 und 22, ANAO1) zuriickfiihrt:

Die Folge (a,)neny im R? ist Cauchy—Folge.
Jede Koordinatenfolge (@, )nen, 7 = 1,...,d, ist eine Cauchy-Folge.

Jede Koordinatenfolge (a;,)nen, j = 1,...,d, ist konvergent.

117

Die Folge (a,)nen im R? ist konvergent.
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5.5 Kompakte Mengen im R

Definition Eine Teilmenge des euklidischen R? heifit kompakt (in R?), wenn sie be-
schrankt und abgeschlossen ist.

Satz 49 Es sei X eine Teilmenge von RY.

(1) X ist genau dann beschrinkt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge enthilt.

(2) X ist genau dann abgeschlossen, wenn jede konvergente Folge in X ihren Grenzwert
in X hat.

(8) X st genau dann kompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in X hat.

Beweis (1) Wenn X unbeschriankt ist, so gibt es zu jedem n € N ein a, € X mit
la,|| > n. Diese Folge besitzt keine konvergente Teilfolge.

Ist umgekehrt X beschrénkt, so ist jede Folge a,, C X beschrénkt, das heifit, es existiert
ein M > 0, so dass

lan|| <M fiir alle n € N.

Dann ist aber auch jede der Koordinatenfolgen (a; ), .,y beschriankt.

neN

Wir zeigen jetzt per Induktion iiber die Koordinatennummern ¢ = 0, ..., d die folgende
Aussage:

Es existiert eine (streng monoton steigende) Auswahlfunktion natiirlicher Zah-
len

N — N
kiani

(der Index i als die Nummer des aktuellen Induktionsschritts kennzeichnet
den Namen des Folgenindex k;), so dass die ersten i geméfi dieser Auswahl
gebildeten Koordinaten—Teilfolgen

k; — al:nki ...... k; — a; n, (*)z

)

jeweils konvergieren.

Der Induktionsanfang ist trivial: Man wéhlt einfach die Auswahl ky = idy, was bedeutet,
dass gar keine echte Teilfolge ausgewéhlt wurde. Konvergenzeigenschaften miissen hier
nicht bewiesen werden.

Induktionsschritt i — ¢ + 1. Wir betrachten die (i + 1)-te Koordinatenfolge und deren
entsprechend dem vorhergehenden Schritt ausgewihlte Teilfolge:

ki — @it1,my,

Diese Folge ist beschriankt, besitzt also geméfl dem Satz von Bolzano—Weierstral (ANAO1,
Satz 24) eine konvergente Teilfolge

kiy1 — Qit1np, (**)i+l
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Die Tatsache, dass es sich um eine Teilfolge handelt, wird dabei dadurch ausgedriickt,
dass zu jedem k;;; € N ein k; € N existiert, so dass ng,,, = ny,

Diese Auswahl bringt es aber mit sich, dass alle Koordinaten—Teilfolgen
ki—i—l — alvnki+1’ ...... ki+1 — ai+17nki+1

jeweils konvergieren, die ersten ¢ deshalb, weil sie Teilfolgen der nach Induktionsvoraus-
setzung konvergenten Teilfolgen (x); sind, die letzte deshalb, weil wir sie in (x%);41 so
konstruiert haben.

Damit ist die Induktion durchgefiihrt.

Setzen wir jetzt in der soeben bewiesenen Aussage i = d, so heifit das:

Es existiert eine Auswahlfunktion

N —- N
kdl—)nkd

so dass alle d Koordinaten—Teilfolgen
kg — Wpgys e kg Ad,ny,,

jeweils konvergieren. Das aber bedeutet, dass die Teilfolge
kg — @y,

der urspriinglich gegebenen Folge a,, im R? konvergiert.

(2) Wire a in der offenen Menge R? \ X enthalten, so gibe es ein ¢ > 0, so dass die
offene e-Umgebung U.(a) ganz in R? \ X liegt. Dann koénnen aber die in X liegenden
Folgenglieder a , nicht auf einen Abstand < ¢ an a ,,herankommen”.

Umgekehrt sei X eine Menge, die ,,gegeniiber Folgengrenzwerten abgeschlossen” ist.

Wir nehmen an, dass ihr Komplement R? \ X nicht offen ist. Das bedeutet, dass es ein
a € R\ X gibt, dessen offene Umgebungen Uy /,(a) fiir alle n € N nicht ganz zu R?\ X
gehoren. Es gibt also fiir jedes n € Nein a,, € Uy/,(a)NX. Die so gebildete Folge (a1,n),,cx
liegt in X und konvergiert gegen a. Das wiirde aber geméf3 der ,,Folgenabgeschlossenheit”
a € X nach sich ziehen. Widerspruch.

(3) Wie aus der Definition der Kompaktheit zu entnehmen ist, ist (3) eine Kombination
von (1) und (2). ¢

Korollar 50 Fine kompakte Teilmenge K von R enthdlt ihr Minimum und Maximum.

Beweis Wir beschrinken uns auf das Maximum. Da K beschrinkt ist, ist sup K endlich.
Geméf Definition von sup existiert eine Folge (a,) C R mit lim,_,,, a, = sup K. Da K
abgeschlossen ist, gilt

sup K = lim a, € K, also sup K = max K.
n—oo
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5.6 Stetige Funktionen im R?

Satz 51 (und Definition) Es seia € X C R und f : X — R’ eine Funktion. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) (Definition) Die Funktion f heifit stetig in a.
(2) (Folgen—Definition)  Fiir Folgen (x ,)neny C X besteht die Implikation
limz,=a = nh_{glo f(zn) = f(a).

n—00

(3) Fiir Folgen (x ,)nen € X besteht die Implikation
lim ||z, —a||=0 == lim ||f(z,)— f(a)|| = 0.
n—oo n—0o0

(4) (e-0-Definition)  Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass
|f(z) = fla)|| <e  fir alle x mit ||z —al <.

Beweis Die Aquivalenz (2) <= (3) ist klar mit Satz 47. Die beiden Aussagen (3) und
(4) haben Folgen von reellen Zahlen zum Inhalt. Deshalb ist die Aquivalenz (3) <= (4)
bereits bekannt (Satz 37, ANAOL).

¢
Stetigkeit auf X heifit wieder Stetigkeit in jedem a € X.

Definition Es sei X C R? und f : X — R’ eine Funktion. Fiir festes a € X und ein
festes j € {1,...,d} heifit die Funktion

Xj — Rz
r = flar,...,aj-1,%,a541,...,0q)

f(ala"w&jfla : 7aj+17"'7a/d) :{
T
J

die partielle Funktion fiir die j—te Stelle. Dabei enthdlt X; genau diejenigen Zahlen z € R,
fur die (ai,...,aj_1,%,aj11,...,aq) in X enthalten ist.

Satz 52 (1) Eine Funktion f : X — R® ist genau dann stetig, wenn fiir jedes j = 1,...,(
die Koordinatenfunktion

{)i : Hﬁ(l’)j

i

stetig st.

(2) Aus der Stetigkeit der partiellen Funktionen kann nicht auf die Stetigkeit der Funk-
tionen geschlossen werden.

Beweis (1) Dies liegt daran, dass Folgen im R’ genau dann konvergieren, wenn alle
Koordinatenfolgen konvergieren.

(2) Fiir die Funktion
R? - R
f: (z1,72) > { 1, falls zy - 29 # 0,
’ 0

,  sonst



S. Hilger — Analysis 2 (GS/HS/RS) — SS 2006 70

sind die partiellen Funktionen f(-,0) und f(0,-) konstant Null, also stetig. f ist aber
nicht stetig in (0,0), da in jeder Umgebung von (0,0) der Funktionswert 1 angenommen
wird.

(3) Noch interessanteres Gegenbeispiel: Betrachte (Zeichnung) die Funktion

R — R
f: 1, falls 0 <ay <22,
(@1, 22) = 0, sonst.

Jede Folge, die ganz auf einer Geraden durch den Ursprung gegen den Ursprung konver-
giert, ist schlieBlich eine Nullfolge. Trotzdem ist f nicht stetig in (0, 0). ¢

Satz 53 (Geeignete) Linearkombinationen, Produkte, Quotienten und Hintereinander-
ausfiihrungen stetiger Funktionen sind wieder stetig.

Beweis Ohne Beweis! ¢

Satz 54 Die folgenden Aussagen iiber eine Funktion f : R? — RY sind dquivalent:
(1) f ist stetig.

(2) Das Urbild f~1(Y) jeder offenen Teilmenge Y C R’ ist offen.

(3) Das Urbild f~Y(Y) jeder abgeschlossenen Teilmenge Y C R ist abgeschlossen.

Beweis (1) = (3): Es sei Y C R abgeschlossen und (a,,)nen eine konvergente Folge in
f7Y(Y). Dann ist auch die durch b,, := f(a,) definierte Folge (b,,)neny C Y konvergent.
Ihr Grenzwert b ist wegen der Abgeschlossenehit von Y in Y enthalten. Es gilt insgesamt:

£(6) = F(lim o) = lim f(an) = T b =be Y,

also a € f71(Y). Also ist f~'(Y") abgeschlossen.

(3) = (2) beweisen wir durch die folgende Implikationskette:
Y C R offen

= R\ Y abgeschlossen

= f~YR"\Y) abgeschlossen

= fYRY\ f1(Y) abgeschlossen

= R?\ f~1(Y) abgeschlossen

= [~1(Y) offen.

Dabei haben wir fiir die dritte Schlussfolgerung benutzt, dass das Urbild einer der Diffe-
renz zweier Mengen A und B gleich der Mengendifferenz der Urbilder ist:

AN B) = [THA)\ fH(B).

Das ist eine Eigenschaft beliebiger Funktionen, die wir in ANAO1 am Anfang beweisen
hétten sollen (kénnen). Das ist eine Ubung fiir Sie.
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(2) = (1): Wir betrachten ein beliebieges a € X, es sei € > 0 vorgegeben. Das Urbild
der offenen Menge U.(f(a)) ist nach Voraussetzung (2) offen, es existiert also ein § > 0,
so dass die offene 6-Kugel Us(a) um a in f~'(U.(f(a))) enthalten ist. Daraus folgt aber:
lz—all <6 = 2€Usa) C [ (Uf(a))) = [f(z)€Uf(a))
= |f(@) = fla)] <e

Also ist f stetig in a. Da a beliebig war, ist f iiberhaupt stetig. ¢

Satz 55 Ist K C R? eine kompakte Teilmenge und f : K — R stetig, so ist auch die
Bildmenge f(K) kompakt.

Beweis Der Beweis beruht im wesentlichen auf der Charakterisierung von kompakten
Mengen in Satz 49.

Es sei (b,) C f(K) eine beliebige Folge im Bild von K. Zu jedem n € N gibt es ein
a, € K, so dass f(a,) = b,. Die Folge n — a, besitzt geméB Satz 49 eine Teilfolge
k+— a,,, deren Grenzwert

a=lima, €K
k—oo

existiert. Da f stetig ist, existiert auch

b = lim f(ay,,) = f(lim ay,,) = f(a) € f(K).

k—o0 k—oo

Also besitzt (b,,)nen eine in f(K) konvergente Teilfolge. Wieder mit Satz 49 folgt die
Behauptung. ¢

Korollar 56 FEine stetige Funktion f : K — R auf einer kompakten Menge K C R?
nimmt thr Minimum und Maximum an, d.h. es gibt a,b € K, so dass

fla) =min f(K) wund f(b) = max f(K).

Der Beweis ist einfach eine Kombination von Satz 55 und Korollar 50.
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Definition Es sei X C R? und f : X — R’ eine Funktion. f heifit gleichmdfig stetig,
wenn es zu jedem € > 0 ein d > 0 gibt, so dass

1f(z) = fW)ll <& falls |z —yll <0

Beachte, dass das  unabhéngig von einer festen Stelle a € [, d] gewéhlt sein muss.

Satz 57 (1) Ist f : [c,d] — R stetig, so ist f sogar gleichmdflig stetig.
(2) Allgemeiner: Ist X kompakt, so ist f : X — RY gleichmifig stetig.

Beweis
Wir beweisen nur die erste Aussage. Dafiir sei ein € > 0 vorgegeben. Wir betrachten die
folgende Familie von Aussagen (A.).c[cq:

Es existiert ein 9., so dass
||f($) - f(y)“ <é¢, falls T,y € [Ca Z] und |l’ - y| < 57;

Wenn A, gezeigt ist, ist die Aussage (1) des Satzes bewiesen. Wir nehmen an, es gibt ein
z € [¢,d], so dass A, nicht gilt, und setzen dann

a := sup{z|A, gilt nicht }.

Da f in a stetig ist, gibt es ein v > 0, so dass
€
/@)~ f@)ll <5, fallssela—yatsl ()
Wir setzen jetzt
datry = min{d,_» z} >0
aty - a—z> 2

und zeigen, dass A4~ gilt. Es seien also 2,y € [¢,a + ] mit |z — y| < gt
L. Fall: z,y € [c,a — 3]. Da A, 7 wahr und 6,4, < 0,7 ist, gilt || f(z) — f(y)]| <e.
2. Fall: z,y € [a — v,a + ~]. Dann gilt aufgrund von (x)

1) = £ < 1F@) = F@ll + 1 f(@) = F@)l < 5 +5 ==,

3. Fall: v € [c,a — 7],y € [a — v,a +~]. Dann folgt aber mit |z —y| < doq, < 7, dass

Y v Y
< —<a- —=a— =,
Y x+2_a ’y+2 a 5

also x,y € [c,a — 3]. Das ist aber wieder Fall 1. ¢
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6 Kurven im RY

6.1 Definitionen und Beispiele

Definition (1) Es sei J ein Intervall. Eine stetige Abbildung

.{J—>R’“}
Tt e ) = () ()

heifit Kurve im R™. Eine Kurve wird also durch w stetige Funktionen, die Koordinaten-
funktionen, «; : J — R beschrieben.

In diesem Zusammenhang heifit die Definitionsmenge auch Parameterbereich, die Bild-

menge

1) = {20 |te s} cre
heifit Spur der Kurve. Oft kommt es vor (beachte aber genau den Unterschied), dass
zwischen Kurve (Abbildung) und Spur (Menge) nicht klar unterschieden wird.

Physikalische Vorstellung: Die Variable ¢ wird als Zeit aufgefasst. Die Funktion ~ gibt den
Ort (im R™) eines (punktformig gedachten) Teilchens zum Zeitpunkt ¢ an.

(2) Die Kurve v heifit (stetig) differenzierbar (in t), wenn alle Koordinatenfunktionen
(stetig) differenzierbar (in t) sind.

(3) Ist eine Kurve in 7 € J differenzierbar, so heifit der Vektor

V(1) = (7)o 7(T))

der Tangentenvektor an die Kurve v zum Parameterwert 7. Die Gerade

{7(7) + 7 (7)ls € R}

heifit die Tangente an die Kurve v zum Parameterwert 7 — oder (nicht ganz eindeutig:)
im Punkt (7).

(4) Eine differenzierbare Kurve 7 heifit reguldr, wenn ~/(t) # 0 fiir alle ¢ € J. Sie heifit
singular fir 7 € J, falls /(1) = 0.

Ist v : [¢,d] = RY eine Kurve und 9 : [cq, da] — [c, d] eine streng monoton steigende (oder
fallende) surjektive Abbildung, so ist

o - [Cz,dg] — RY
”ﬁ'{ s o (9(s))

eine Kurve mit der gleichen Spur wie v. Mit Hilfe von ¥ wurde der Parameter ¢ in den
Parameter s transformiert. Die Abbildung ¢ heifit in diesem Zusammenhang eine (orien-
tierungserhaltende bzw. orientierungsumkehrende) Parametertransformation.

Beispiele (1) Sind a, b zwei positive Zahlen, so wird durch die Abbildung

R — R?
Nt - (a-cost,b-sint)
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eine FEllipse mit dem Ursprung als Mittelpunkt und den beiden Halbachsen a und b
beschrieben.

Fiir a = b ergibt sich eine Kreislinie.

(2) Die Abbildung

R —» R®
R (cost,sint,t)

beschreibt eine Schraubenlinie im R3.

(3) Ist f : J — R eine stetige Funktion, so kann der Graph als Kurve im R?

R — R?
”f'{ t o= (4 f(1)

aufgefasst werden.

6.2 Bogenlinge

Wir betrachten jetzt Kurven +, die ein kompaktes Intervall J = [c, d] als Parameterbereich
haben.

Fiir eine vorgegebene Zerlegung Z (vgl. Abschnitt 3.1)
c=to<ti <...<t,=d

des Intervalls konnen wir die Gesamtlénge des die Punkte

Vo), (), . ()
verbindenden Polygonzugs (Vereinigung der Verbindungsstrecken) im R" berechnen:
L(v,2) = |lv(t) =)l + lIv(t2) =) + -+ [ (En) = (E) -

Gehen wir zu einer Verfeinerung Z von Z iiber so gilt wegen der Dreiecksungleichung:
L(7,2) < L(v, 2).
Definition Als Ldnge der Kurve definieren wir die Obergrenze all dieser Léangen:

L(y) = sgp{ﬁ(% 2)}.

Ist L£(7) < o0, so heifit die Kurve v rektifizierbar.

In diese Definition gehen
e nur Punkte v(¢;) auf der Spur von ~ in einer bestimmten Reihenfolge,
e nicht aber die Kurve als Abbildung ~ : [¢,d] — R

ein. Das bedeutet, dass die Definition unabhéngig von einer Parametertransformation ist.
Eigentlich miisste man das préziser beschreiben und beweisen.
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Satz 58 (1) Es gibt stetige Kurven, die nicht rektifizierbar sind.
(2) Ist die Kurve v : [c,d] — RY stetig differenzierbar, so ist y rektifizierbar und es gilt:

L) = [ IW@lde = [ VHIOFT DEOF+ -+ Fa@F de

Beweis (1) Als Beispiel nehmen wir die auf [0, 1] definierte Kurve im R?:

t
(tsin(%—g) ), falls t > 0,

( 8 ) ,  sonst.

Wir wéhlen eine feste gerade natiirliche Zahl n und dann eine Zerlegung Z,, geméfl der
zweiten Zeile der folgenden Tabelle

v(t) =

7 0 1 2 n—3 n—2 n—1 n

1 1 1 1 1 1

ti 0 z 1 i 3 3 I
sin(z—2) |/ ~1 +1 || -1 +1 —1 +1
ANEANES AN

n n—1 4 3 2 1

mit ¢; = = fiir 4 > 1. Fiir i > 2 ist

|lv(t:) —y(tiz)|| = \/(tz — t171)2 + (t; + ti71)2 >+t > 2t

Es ergibt sich als Lange des zugehorigen Polygonzugs:

LV, 2,) = Zuv(ti)—v(tH)H222ti,1:

1 1 1
— 2 [t
[n + n—1 et 2]
Sie wichst fiir n — oo gegen oo.
(2) Es sei ein (beliebig kleines) € > 0 vorgegeben.

Schritt 1: Die Funktionen ~; sind stetig, also mit Satz 57 sogar gleichmiBig stetig. Daher
gibt es ein § > 0, so dass fiir alle j =1,...,w

17 (t) = ;(s)|l < ﬁ, wenn nur |t — s| <.
Schritt 2: Wir zeigen: Hat eine Zerlegung
Zic=th<ti<...<t,=d
von [c, d] eine Kornigkeit < §, d.h.

ti—ti1 <6 fir alle i =1,...,n,
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so gilt

d
- [ Ivola] <=

Es sei nun i eine der Nummern aus der Zerlegung Z. Geméafl Mittelwertsatz der Integral-
rechnung 30(4) — ¢ +— ||7/(t)]| ist stetig — gibt es ein 7 € [t;_1,%;] , so dass

/t i H’V’(t)” dt = H'Y/(T)” ti = tial.

Geméaf Mittelwertsatz 10 der Differentialrechnung gibt es fiir jede Koordinatennummer
j€{l,...,w} eine Stelle 7; € [t;_1,t], so dass

[y (ti) = (i) | = (1) - [ti — tica].
Zusammen gilt dann, wenn wir noch zweimal die Dreiecksungleichung anwenden
t;
It =2t = [ o] -
ti—1
‘H(%(ﬁ)ﬁé(ﬁ)a YT = 1), (7)) - [t — tia] <

~~

(Vi (1) = 71(7)75(72) = 75(7), -5 Y (Tw) = V(D) - [t = tica] <

75(73) = 5] - [t = tia] <

Ms

1

J

3

m [t; —tia] =

: [tl — ti—l]-

INgE

d—rc

1

J

Summieren wir {iber alle Teilintervalle der Zerlegung Z, so ergibt sich:

‘ﬁ(% Z) - /cd 17 ()] dt‘ —
‘i [Hv(ti)—v(ti_l)ll—/tji ||7’(t)||dt” <

= tia] = =
—~d—c S

(d—c)=ce.

Schritt 3: Es sei jetzt Z’ eine beliebige Zerlegung von [c, d]. Dann gibt es eine Verfeinerung
Z mit einer Kornigkeit < ¢ und wir erhalten:

L 2) < L(v, 2 /\w e +e.

Es folgt, da Z’ vollig beliebig war:

d
o)< [ I @de+e
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Andererseits ist

L) > L. 2 /|w dt —e.

In einem geschrieben ist dies:

[ nona-c<eos [

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung des Satzes. ¢

Bemerkung Ist ¥ : [co, ds] — [c, d] eine stetig differenzierbare streng monoton steigende

(bzw. fallende) Abbildung, also eine Parametertransformation, so gilt mit der Kettenregel
(KR) und der Substitutionsregel (SR: Satz 33)

do KR do
[ ooyl [ o) o) ds -

Cc2 Cc2

T2 @) -9'(s)ds,  (falls 9 steigend) | sr
{—ffll(v’(ﬁ(s))ll-19’(s)ds, (falls ¥ fallend ) } /H t)] dt.

Damit wird auf andere Weise bestétigt, dass die Lange einer stetig differenzierbaren Kurve
~ unabhéngig von der konkreten Parameterdarstellung ist.

Korollar 59 Die Graph-Kurve ¢ einer stetig differenzierbaren Funktion f : [c,d] — R
hat die Ldnge

Ll = [ VIF @R
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Beispiele (1) Die Lénge der Kreislinie

0,27r] — R?
v .
t — (rcost,rsint)

(vgl. Beispiel 1 oben) ist

L(y) = \/ —rsint)? 4 (rcost)? dt = 2.
0

(2) Wir betrachten die Kurve, die ein Randpunkt auf der Umfangslinie eines auf der
x—Achse nach rechts abrollenden Einheitskreises wéhrend einer Umdrehung beschreibt.

Zeichnung

Die Kurve ist gegeben durch die Funktion
0,27] — R

e () (G

was wir noch erlautern wollen:

—t)\ [ t+sint :
—t) )\ 1l+cost

e Der erste Vektor 1 beschreibt die Position des Mittelpunktes zur Zeit ¢. Beim

Start befindet sich der Mittelpunkt auf der Hohe 1 iiber dem Nullpunkt der xz—Achse.

wlﬂwl:}

e Der zweite Vektor ( C9S(Z —t)

sin(§ —t)
zum Mittelpunkt. Beim Start (¢t = 0) befindet sich der Randpunkt in der 12-Uhr—
Position. Die Variable ¢ geht {iber ein Minuszeichen ein, da das Rad eine Rechts—
Drehung (mathematisch negativ) ausfiihrt.

) beschreibt die Position des Randpunktes relativ

e Das Intervall [0, 27| beschreibt aufgrund der 2r—Periodizitdt genau eine Volldrehung,.
Dabei bewegt sich auch der Mittelpunkt um die Strecke 27 weiter.

Fiir die Lange der Kurve ergibt sich jetzt

L(y) = /0 ’ 17/ ()| dt = i ' V/[1 + cost]? + [sint]2 dt

2 27
t t
= \/2+2COStdt=/ \/2+2(cos2——sin2—)dt

0 2

t
—/ \/4(:052 )dt = / 2| cos(= ]dt—4/ cos(z)dt

= 8/ Cossds—8[sms} :8.
0 s=0

Der Randpunkt legt also wahrend einer Umdrehung den 8-fachen Radius zuriick.
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7 Differenzierbarkeit von Funktionen mehrerer Va-
riabler

Im folgenden sei X eine offene Teilmenge von R?, ¢ € X und f:X — RY eine Funkti-
on. Die Vektoren aus R? (Definitionsmenge) bzw. RY (Wertemenge) werden generell als
Spaltenvektoren aufgefasst (Im Staatsexamen sind nur die Félle d + w < 3 relevant).

7.1 Partielle Differenzierbarkeit

Definition Es seien eine Koordinatennummer j € {1,...,w} fir die Wertemenge und
eine Koordinatennummer k € {1,...,d} fiir die Definitionsmenge fixiert.

Die j-te Koordinatenfunktion f; : X — R heifit in a partiell differenzierbar nach der
k—ten Variablen z;, wenn die partielle Funktion

X, — RV

iat,...,Qp— L, Qg Lo, Q)
f]( 15 ) 15 y Wk+1, ) ) { T = fj(a17"';a'k—laxyak;—‘y-l)"'aad)

T
k

an der Stelle a;, (wie gewohnlich) differenzierbar ist. Die Ableitung heifit partielle Ableitung
der j—ten Koordinatenfunktion nach der k—ten Variablen und wird notiert als:

9 d

B, (a) = %fj(al, e Q1 Ty A1y - - 5 )

Die Funktion f heift partiell differenzierbar auf X, wenn die obige Definition fiir alle
Stellen in X und fiir alle Variablen j € {1,...,w} und k = 1,...,d zutrifft. In diesem

Fall bilden die partiellen Ableitungen 27]2 : X = R einen Satz von w - d Funktionen auf
X.

Beispiel Wir betrachten die Funktion

Rt xR — R2

f T = 22 Ty + sin(zy) - e
To x?

Unter Beachtung von z{? = e®'#1 kann man berechnen:

24 o dfr

8—%@1,202) = 2z x9 + cos(z) - € a—xz(xl,xg) = x% + sin(zy) - €2
0 _ 0 -
3_ﬁ<x171’2> = xp- 2]} a_iz(%@) = In(zy) - 27
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7.2 Totale Differenzierbarkeit

Definition [ heifit (total) differenzierbar an der Stelle a mit der Jacobi-Matriz (oder
Funktional-Matriz)

Jll Jld
Jo=J = : : € RW*4
Jur o Jwa

als Ableitung, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir ||z — al| < § gilt:

() = fla) = J - (z —a)|| <e-[lx—al.

Wenn f an allen Stellen von X differenzierbar ist, dann heifit f differenzierbar schlechthin.
In diesem Fall ist die Abbildung

X — Rwxd
Df{ a — Jg

definiert.

In dieser Definition nehmen wir Bezug auf die Lineare Algebra: J ist eine w x d-Matrix mit
w Zeilen und d Spalten. Sie wird mit dem Vektor z — a € R? multipliziert, das Ergebnis
ist ein Vektor aus R":

Ju o Jd 1 —aq
Jo(x—a)=1| S : =
Jw1 o Jwd Tg —aq

Ji1 - (ZBl — al) + ...+ Jld(zd — ad)

Jw1- (1 —a1) + ...+ Jwa(zg — aq)

Beispiele (1) Ist d = w = 1, so zeigt ein Vergleich der definierenden Ungleichung mit der
in Satz 2, dass dann der neue Differenzierbarkeitsbegriff mit dem alten iibereinstimmt.
Die ,,alte” Ableitung f'(a) ist als 1 x 1-Matrix ein Spezialfall der ,neuen” Ableitung

Df(a).

(2) Ist F': R? — RY eine lineare Abbildung, die dann als Multiplikation mit der Matrix
F' aufgefasst werden kann, so ist

|F(z) — F(a) = F-(x —a)|| =0 fiir alle ,a € R

Damit ist die Differenzierbarkeit an allen Stellen a gegeben. Die Ableitungsfunktion ist
konstant: DF(a) = F fiir alle a € R

Weitere Beispiele folgen nach den néchsten Satzen.
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Der folgende Satz gestattet es, die (totale) Differenzierbarkeit ohne Riickgriff auf Matrix-
rechnung zu fassen:

Satz 60 (i) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:
(A) Die Funktion f: X — RY ist differenzierbar in a € X mit Ableitung J € R¥*,
(B) Jede der w Koordinatenfunktionen f; : X — R ist differenzierbar in a mit Ableitung

(Jin - Jja) (j—te Zeile von J)

(i1) Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) Die Funktion f: X — R (also w = 1) ist differenzierbar in a € X mit Ableitung
J=(J - Jg)eR™ (Zeilenvektor) .

(B) Es gibt d Zahlen Jy, ..., Ja, so dass fir jedes € > 0 ein § > 0 existiert mit

|f(x) = fla) = [Ji(x1 —a1) + ...+ Jy(xqg — aq)] | < e ||z — al|, falls x € Us(a) .

J/

-~

Bemerkungen (1) Fiir den Fall einer Kurve 7 : R' — RY zeigt die Aquivalenz von (i),
dass die Definition der Differenzierbarkeit in Abschnitt 6.1 mit der aktuellen tiberein-
stimmt.

(2) Der Ausdruck oberhalb der geschweiften Klammer in Aussage (B) von (ii) kann auch
als Skalarprodukt aufgefasst werden:

Jl r1 — aq
J1($1—a1>+---+Jd($d—ad)] = : ) : ).
Ja Xq — Qq

Wenn man herausstellen will, dass das Skalarprodukt involviert ist, benutzt man die
Schreibweise grad f oder Vf anstelle von Df. fiir die als Spaltenvektor aufzufassen-
de Ableitung. Die Unterscheidung von Matrixmultiplikation und Skalarprodukt scheint
iiberfliissig, sie gewinnt aber an Relevanz, wenn man andere Skalarprodukte als das
Standard—Skalarprodukt betrachtet oder Variablentransformationen in der Definitions-
menge X C R? durchfiihrt.

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen partieller und totaler Differenzierbarkeit
her.

Satz 61 Betrachte die folgenden Aussagen:

(A) Alle Koordinatenfunktionen f; (j =1,...,w) sind auf einer offenen Umgebung U.(a)
von a (nach allen Variablen) partiell differenzierbar und alle partiellen Ableitungen

9 _
Do ) e
L
sind auf dieser Umgebung stetig.

(B) f ist in a total differenzierbar.
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(C) Alle Koordinatenfunktionen f; (j =1,...,w) sind in a (nach allen Variablen) partiell
differenzierbar.

(D) f ist in a Lipschitz—stetig, d.h. es existiert ein 6 > 0 und eine Konstante L > 0, so
dass

[f(z) = f@)| < L-|lx—a| firale x € Us(a).
(E) f ist stetig in a.
Dann gelten die Implikationen:
4 = (B = (©)
Y
(D) = (B

Ist (B) erfillt, so gilt

B o L)
Df(a) = : :
) o Pela)

Beweis Der Beweis von (B) = (D) == (FE) ist fast gleich wie der des entsprechenden
Satzes 3 aus der 1-dimensionalen Differentialrechnung. Man muss nur die Zahlen x, a und
f'(a) durch die Vektoren z,a bzw. die Matrix D f(a), die Betragsfunktion |- | durch die
Normfunktion ||- || ersetzen. Schlieflich muss die Gleichung

[f'(a) - (z = a)| = [f(a)| - | —a
durch die Ungleichung

[1Df(a) - (x = a)| <[[Df(a)]| - [z = a

ersetzt werden. Fiir d = 1 oder w = 1 ist ja D f, ein Spaltenvektor bzw. ein Zeilenvektor,
in diesem Fall ist die gerade die aus LALO2 bekannte Cauchy—Schwarz—Ungleichung. Der
allgemeinere Fall d > 2 und w > 2 ist in LALO2 nicht behandelt, aber nicht prinzipiell
schwieriger.

(B) = (C) Wir zeigen die Aussage nur fiir d = 2 und stellvertretend fiir j = k = 1.
Dazu sei € > 0 vorgegeben. Es gibt nach Voraussetzung eine w x 2-Matrix J und 6 > 0,
so dass fir z € Us(a)

e =simed=s- (326 <= |(2)- (3)]

Da der Betrag einer Koordinate eines Vektors immer kleiner oder gleich der Norm ist, gilt
weiter

i, @2) = filar,a2) = [Jua(@r = ) + sz — ) || <

(2)-(2)]

6 .
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Dann gilt aber speziell fiir alle z € R mit (

: ) € Us(a)

a2
‘(Z>_<al>H_€’2_al"
(05} (05}

Das aber bedeutet gerade, dass die partielle Funktion f;(-,as) in a; differenzierbar ist mit
Ableitung Ji;. Wegen der Eindeutigkeit der Ableitung gilt:
of
O

Nun zu (A) = (B). Das wesentliche an diesem Beweis tritt schon beim Fall d = 2 und
w = 1 auf. Es sei wieder ein ¢ > 0 vorgegeben. Wihle ein 6 > 0, so dass das folgende gilt:

|fi(z,a2) — fi(a1,a2) — Jui(z —a1)| < e~

(a17a2) Ji1.

e Die partielle Ableitung 2 a ist stetig auf Us(a),

O c
= fall
8.7:1 8:51( a)| < 5 alls © € Us(a),
£
® f((ll,.il?g) - f(al,&g) — %(&1,612) . (1'2 — CZQ) < 5 . ‘.’L’Q — CLQ’, falls ‘.1'2 — CLQ’ < 0.
2

Es sei jetzt ¢ = ( il ) € Us(a) beliebig. Wir wenden den MWS der Differentialrechnung
2

auf die partielle Funktion f(-,xs) an: Es gibt ein £ zwischen z; und a;, so dass

f(xy,22) — flag, x2) = g—i(ﬁjw) (21— ).

Wegen ( f ) € Us(a) gilt dann weiter

2
af

0
@) = £(@) = [ (@) - (01— 1) + 5 (0) - (12— aa)] <
S (622)-(21-a1)
Flar,z2) — f(alwzi—g—gi(ala@) (21— al)‘ +
flar,z2) — f(ar, a2) — g—i(ah@) (22 —az)| <
bl al < e —al 5 el = e e —al.

¢
Beispiel Die Implikation (A) = (B) zeigt, dass die Funktion f aus dem Beispiel in
Abschnitt 7.1 auf X total differenzierbar ist mit Ableitung

df1 df1
O (96’1>$2) O (951>$2)

T1 T2

Df(ﬂﬁl,@) = of of
a j('xh'x?) 81'2 (.fCl,Jfg)

To - w7 In(zy) - 272

( 271 1y + cos(zy) - € x] + sin(ay) - e*2 )
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Satz 62 (Kettenregel)
Es seien f: X — RY und g : E — RY reelle Funktionen mit f(X) C E C RY.

Ist f ina € X differenzierbar und g in b = f(a) differenzierbar, so ist auch gof : X — R"
differenzierbar mit Ableitung

D(go f)(a) = Dg(b)-Df(a).
d VX W wxd

Unterhalb sieht man, dass die Matrixdimensionen genau den Dimensionen wvon
Definitions— und Wertemengen entsprechen.

Beweis Der Beweis besteht wieder in einer geeigneten Modifizierung des Beweises von
Satz 6 iiber die 1-dimensionale Kettenregel.

Dabei wird noch die Cauchy—Schwarz—Ungleichung fiir die Norm von Matrizen
A - Bl < [l A]l - |BIl,

die in LALO2 nicht behandelt wurde, eine Rolle. ¢
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7.3 Extrema und Sattelpunkte

Definition Essei f: X — R eine reellwertige Funktion und a € X.
(1) Der Punkt (a, f(a)) des Graphen heifit wie in der ersten Spalte angegeben, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass die Bedingung der zweiten Spalte gilt:

lokales Maximum f(z) < f(a) fir alle x € U.(a) N
lokales Minimum f(z) > f(a) fir alle z € U.(a) N
strenges lokales Maximum | f(z) < f(a) fir alle x € U.(a) N X mit x # a
strenges lokales Minimum | f(z) > f(a) fiir alle 2 € U.(a) N X mit = # a

(2) Der Punkt (a, f(a)) des Graphen heifit wie in der ersten Spalte angegeben, wenn die
Bedingung der zweiten Spalte erfiillt ist:

globales Maximum f(z) < f(a) fir alle z € X
globales Minimum f(z) > f(a) fir alle z € X
strenges globales Maximum | f(z) < f(a) fir alle z € X mit = # a
strenges globales Minimum | f(z) > f(a) fir alle z € X mit z # a

(3) Man spricht jeweils von einem Extremum, wenn es sich um ein Maximum oder Mini-
mum handelt.

(4) In diesem Zusammenhang heifit a auch Stelle des Maximums, Minimums oder Extre-
mums und f(a) der Wert des Maximums, Minimums oder Extremums.

Satz 63 Hat die differenzierbare Funktion f : X — R bei dem inneren Punkt a € X ein
Extremum, so gilt

Df(a)=(0 0 --- 0).

Dabei heifst a ein innerer Punkt, wenn ein € > 0 existiert, so dass U.(a) C X.

Beweis Da a ein innerer Punkt ist, gibt es ein € > 0, so dass die partielle Funktion

. ]Cl,j—E,CLj—f‘:[, — R
f(aly-..ya]*17 Tua]+17..-7ad).{ T f(al"‘.’aj_l’x,aj_i_l’.__’ad)

J

wohl-definiert ist. Sie hat ein Extremum bei a;, deshalb ist aufgrund von Satz 7 aa L (a) = 0.
Da dies fiir alle j € {1,...,d} gilt, ist aufgrund von Satz 61

Dfa)=( 2@ L@ @ )=(00 - 0)
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Definition Es sei X C R? und a € X ein innerer Punkt. Man sagt, die Funktion
f X — R hat bei a einen (strengen) Sattelpunkt, wenn es zwei reguldre Kurven

a,f:]—e,+e[— X mit «(0) = 5(0) =a
gibt, so dass

e die zusammengesetzte Funktion f o« : ] —e,+e[ — R bei 0 ein strenges Maximum
hat,

e die zusammengesetzte Funktion fo 5 :] — e, +¢[ — R bei 0 ein strenges Minimum
hat,

e die beiden Vektoren o’(0), 8/(0) linear unabhingig in R? sind.

Die dritte Bedingung ist nicht automatisch durch die ersten beiden erfiillt, wie man er-
warten konnte. Als Beispiel diene

_ 6 2
, — _
f([L’l ZL‘Q) €Ty + €Ty T2

Die Kurven

o =) so=()

haben beide den Tangentialvektor o/ (0) = 5'(0) = < (1) ) und es gilt

(foa)()
(foB)t)=—t"+t*=t*(1—1t%) = {

—° (Maximum)

>0, falls 0<|t| <1,

— 0. falls t = 0. (Minimum)

Zeichnung

Satz 64 Hat die Funktion f : X — R bei a einen (strengen) Sattelpunkt und ist sie da
differenzierbar, so ist die Ableitung Null:

Df(a)=(0 0).

Beweis Es seien a, 3 die beiden Kurven, die die Sattelpunkteigenschaft hervorbringen.
Aufgrund der Kettenregel Satz 62 ist das folgende 2 x 2—-Gleichungssystem fiir die beiden

Koordinaten in dem Zeilenvektor f’'(a) = < A (q) 2L (q) > erfiillt:

or1 0w
g_xfl(a) - (0) + g_xi(a) - ay(0) = f'(a(0)) - &/(0) KR (foa)(0)=0
a%a) - B1(0) + S—m - B5(0) = f/(8(0)) - B(0) = (£ 0 5)(0) =0

Dass der jeweils letzte Ausdruck verschwindet, liegt daran, dass die Funktionen f o «
und f o f in 0 jeweils ein Extremum haben. Da die beiden Vektoren o/(0),5(0) linear
unabhiingig in R? sind, hat das LGS eine eindeutige Losung, nimlich

Df(a) = ( #ta) #(@) )= (0 0).
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8 Einfache Gewohnliche Differentialgleichungen

8.1 Beispiele
Beispiel 1: Betrachte die (Differential-)Gleichung:

I —_—

y=-z-y

Gesucht ist eine Funktion y mit Variabler z, die diese Gleichung erfiillt. Uberpiifen Sie
(mit Hilfe der Kettenregel), dass die Gauf$’sche Glockenfunktion

[V

T

y(r) =e >
eine Losung darstellt. Gibt es noch andere Losungen?
Beispiel 2: Es seien K und R zwei positive Konstanten. Die Differentialgleichung
r=—Kzr— Rx

beschreibt die Bewegung eines Korpers, der von einer Schraubenfeder angetrieben wird
und dabei einer Reibung unterliegt.

e Der (doppelte) Punkt iiber dem z bedeutet die erste (bzw. zweite) Ableitung nach
der Zeitvariablen t. Die Ausdriicke & bzw. & stehen also fiir die Geschwindigkeit
bzw. Beschleunigung des Koérpers.

e Die Beschleunigung (Bremsung) & (linke Seite) wird hervorgerufen durch die Fe-
derkraft —Kx (Gemé& Hooke’schem Gesetz ist sie proportional zur Dehnung = der
Feder) und durch die Reibung —R% (sie ist proportional zur Geschwindigkeit).

Wir probieren einen Ansatz:

x(t) = e % sin(w-t)
i(t) = —pe ? sin(w-t) +we - cos(w - t)
i(t) = o’ % sin(w-t) — 20we % - cos(w - t) — w?e % - sin(w - )

Setzen wir diese Funktion und ihre Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so ergibt
sich

0 —w?=—K+Rp — 20w = —Rw?

und daraus

R R?
_ — /K-
e=5 w 1

Weisen Sie direkt nach, dass die gedampfte Schwingung

z(t) =e 7 -sin (,/K_ R{ -t>

eine Losung der Differentialgleichung darstellt.

Gibt es noch andere Losungen? Gibt es systematische Verfahren zur Losung? Weifl man
von jeder Differentialgleichung, ob es eine Losung gibt?
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8.2 Definition

Wir vereinbaren zunéchst fiir dieses Kapitel, dass N eine feste natiirliche Zahl, D eine
offene Teilmenge von R'*¥ ist. I sei ein offenes Intervall von R.

Definition Ist f: D — R eine stetige Funktion und y : I — R eine N—mal differenzier-
bare Funktion, so heifit y Ldosung der Different(z)ialgleichung (N —ter Ordnung)

(N) (N—l))

y N = fle,y, vy Ly

wenn fiir alle x € I gilt:

Yy (@) = fla,y(@), ¥ (2),y" (@), ...,y ().

(Erinnerung: 4% bezeichnet die i-te Ableitung von 7.) Die Funktion f heift in diesem
Zusammenhang Rechte Seite.

Eine Losung y : I — R heifit maximal oder mit maximaler Definitionsmenge, wenn es
eine ,,umfassendere” weitere Losung y : I — R mit

IS I und  y(z)=g) firzel
nicht gibt.
Bemerkungen

e Eine Differentialgleichung beschreibt also die Aufgabe, bei gegebener ,,Rechter Sei-
te” f eine unbekannte differenzierbare Funktion x — y zu finden. Bei Einsetzung
dieser Funktion und ihrer Ableitungen in die Rechte Seite soll auf der linken Seite
die N—-te Ableitung (linke Seite) herauskommen.

e Da auf der linken Seite die N-te Ableitung explizit (aufgelost) auftritt, spricht man
auch von einer expliziten Differentialgleichung (N—ter Ordnung). Beispielsweise ist

sin[(y')’] + y* = cos(x)

keine explizite Differentialgleichung (erster Ordnung). Fiir die expliziten Differen-
tialgleichungen existiert eine geschlossene Theorie. Nicht—explizite Differentialglei-
chungen kann man unter Umstdnden mit ad-hoc Methoden 16sen.

e Es sei

y(N) = f<x7 y? y/7 R Jy(Nil))

eine Differentialgleichung N—ter Ordnung und (xg, ¥o, ¥1, - - ., yn—1) ein Punkt in der
Definitionsmenge D. Stellt man an eine Losung y der Differentialgleichung zusétzlich
die Anfangsbedingung, dass

y(zo) = yo, Y (z0) = 1, . -y(N_l)(xo) = YN-1,

so spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP). Wir werden anhand einiger
Beispiele sehen, dass ,,im Normalfall” AWPe genau eine Losung besitzen.
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Eine (explizite) Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form

yl = f(xay>'

Es ist eine differenzierbare Funktion y : I — R mit y/(x) = f(z,y(z)) fur alle x € I
gesucht. Ein zugeordnetes AWP hat dann die Form

{ y' = f(z.y)

Y(To) = Yo

Oft werden als Variablen auch ¢ statt x und x statt y verwendet. Der Buchstabe
erinnert dann an ,,time (Zeit)”. Der Ableitungsbeistrich wird bei dieser Notation
durch einen Punkt ersetzt. Beispielsweise lauten dann explizite Differentialgleichun-
gen erster bzw. zweiter Ordnung dann

T = f(t,x) bzw. &= f(t,z, ).

Eine Differentialgleichung und ihre Losung konnen auf die folgende Weise geome-
trisch interpretiert werden. Die Ableitung 3/ der gesuchten Funktion an einer Stelle
x kann als Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion aufgefasst werden.
Diese Steigung ist also gerade als Funktion von x und y gegeben.

In einem z—y—Koordinatensystem kann man die Zuordnung (z,y) — y'(x) dadurch
graphisch veranschaulichen, dass man an einigen (giinstig ausgewéhlten) Punk-
ten (z,y) € I x R kleine ,, Tangentchen”, sogenannte Linienelemente, einzeichnet.
Es entsteht ein Richtungsfeld. Hilfreich sind dabei Isoklinen, dass sind Kurven in
der (z,y)-Ebene, entlang derer die f(x,y) konstant ist. Das graphische Losen der
Differentialgleichungs—Aufgabe besteht dann darin, Funktionsgraphen zu finden, die
sich an die Linienelemente anschmiegen.



S. Hilger — Analysis 2 (GS/HS/RS) — SS 2006 90

Beispiel: Wir zeichnen das Richtungsfeld fiir die Differentialgleichung aus dem Anfangs-
beispiel:

y=-z-y
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8.3 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Definition FEine (explizite) Differentialgleichung erster Ordnung heifit mit getrennten
Variablen, wenn es zwei Funktionen h : Dy — R, g : Dy — R (D, D5 offene Intervalle)
gibt, so dass die rechte Seite die Form

fz,y) =h(x)-g(y), (x,y) € D =Dy x Dy

annimmt.

Beispiel: Wir betrachten das AWP erster Ordnung

{ y =—x-y { y' = h(z)-g(y)

y(0) = 1. y(wo) = yo

und l6sen es mit einem formalen (mathematisch nicht abgesicherten) Verfahren. Wir
schreiben die Differentialgleichung als

o =Ty 5 = M) - 9(y)
und dann als Gleichung zwischen ,,Differentialen”

1 1

—dy=—x-dz —— dy = h(x) - dx

Y 9(y)

die integriert werden kénnen. Die Anfangsbedingung legt dabei Integrationsgrenzen fest:

[ 2= [ i -as [ i~ [ nia)-ai
- y: —:L‘ . :L‘ — . y: x . x
1 Y 0 Yo g(y) )

(Der ,,Dach-Akzent” ist fiir die Unterscheidung von Integrationsvariablen und Integrati-
onsgrenzen notig).

Als Resultat erhalten wir:

z? 02
In(y) —In(1) = 5 + 5

wobei G die Stammfunktion von é mit G(yo) = 0 und H die Stammfunktion h mit

H(zy) = 0 ist. Wir wenden — wenn moglich — die Umkehrfunktion der linken Seite an und
erhalten:

_z?
y:e 2

y=G(H(x)).

Man rechnet leicht nach, dass die Funktion auf der linken Seite das zugehorige AWP 16st.
Das allgemeine Verfahren auf der rechten Seite beinhaltet aber problematische Vorgehens-
weisen:

e Falls g(y) = 0 an einer Stelle y ist, darf man nicht einfach durch g(y) dividieren.

e Existiert iiberhaupt die Umkehrfunktion von G?
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Der folgende Satz und sein Beweis stellen das Verfahren auf eine sichere Grundlage.

Satz 65 Es seien Dy, Dy offene Intervalle, xo € Dy und h : D1 — R, g : Dy — R stetige
Funktionen. Wir betrachten das AWP

{ y' = h(z) g(y)

y(7o) = Yo-

(i) Ist g(yo) # 0, so gibt es ein offenes Intervall I mit o € I C Dy und eine Lisung
y: I — R des AWPs. Sie kann mit Hilfe des obigen Verfahrens konstruiert werden.

Die Lisung ist eindeutig in dem folgenden Sinne: Isty : I — R eine weitere Lésung,
so stimmt sie auf dem Schnittintervall I NI mit y tberein.

(11) Ist g(yo) = 0, so ist die konstante Funktion

eine Losung des AWPs. Es kann auch andere Lisungen geben.

Beweis (1) Da g(yo) # 0 ist, gibt es ein offenes Intervall J; C Dy um yo mit g(y) # 0
fir alle y € J; (Vgl. Lemma 38, ANAO1). Daher ist die Funktion é auf Jy definiert und
stetig.

(2) % ist stetig und besitzt daher geméa HDI (Satz 31) eine Stammfunktion G auf J.

(3) Da G'(yo) = @ =# 0, gibt es ein offenes Intervall J, C Jy, yo € Jo, auf dem G

streng monoton, deshalb umkehrbar, ist (Sétze 9(ANA02), 42(ANAOL)). Ist J3 = G(J2)
das Bildintervall, so haben wir die bijektive Zuordnung

G
G—l

Wegen G(yo) = 0 gilt 0 € J3 und G7(0) = .

(4) Die Funktion h ist stetig auf Dy, sie besitzt daher eine Stammfunktion H mit H(z() =
0. Es sei I ein offenes Intervall in Dy mit o € I und H(I) C J;.

(5) Dann ist die Funktion
y=G'oH:I >R
wohldefiniert. Wir zeigen, dass es sich um eine Losung des AWPs handelt.

(6) Die Anfangsbedingung ist erfiillt
y(20) = G~ (H(0)) = G71(0) = yo.

(7) Wegen

V(@) = (G (H) - H@) = g H @) = o@) -hw). vl

(Kettenregel Satz 6, Satz 5) ist y auch Losung der Differentialgleichung.
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(8) Ist ¥ : I — R eine weitere Losung des AWPs, so gilt fiir z € I'N I:
v * roy(a Hx v(@) 1
H(z) = / h(i)di & / ZACORpPLY / —dz = G(j(x)).
x0 xo g(y(x)) Yo

Die Umformung (%) beruht darauf, dass y Losung ist, in (#*) haben wir die Substitution
z = y(z) durchgefiihrt. Die gesamte Gleichung besagt gerade, dass fiir x € [

J(z) = G (H(z)) = y(=)

ist.

(ii) Die erste Aussage kann man direkt verifizieren. Die zweite Aussage werden wir weiter
unten anhand des Beispiels 2 begriinden. ¢

Die Differentialgleichung mit getrennte Variablen beinhaltet zwei interessante Sonderfille
ab:

e Bei der Differentialgleichung
y' = h(z)

héngt die rechte Seite gar nicht von der Funktion y ab. Als Losung eines zugehorigen
AWPs

{ y' = h(x)
ergibt sich die Stammfunktion von h:

y(z) = / " h(2) i + v

zo

Dies wiirde sich auch bei Anwendung des obigen Satzes auf diese Situation erge-
ben. Die Linienelemente haben in diesem Fall entlang vertikaler Isoklinen konstante
Steigung.

e Eine Differentialgleichung

mit einer von x unabhéngigen rechten Seite heifit autonom. Es gilt der folgende Satz:

Satz 66 Isty: 1 — R eine Lisung der obigen autonomen Differentialgleichung, so
ist fir jedes & € R auch die verschobene (,,qeshiftete”) Funktion

{I+£ - R
r = oyl —¢§)

eine Losung.
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Dies ergibt sich aus der Kettenregel

d

Ty =) =y(r -8 = gy(z - 9)).

Dies wird auch bei Betrachtung des Richtungsfelds anschaulich klar. Es ist un-
abhéngig von z. Deshalb kann der Graph einer Losung in z—Richtung um ¢ verscho-
ben werden, er bleibt dabei Graph einer Losung.

Die Losung eines AWPs

{ Yy =9(y)
y(xo) = yo
mit einer von x unabhéngigen rechten Seite ergibt sich gem&f§ obigen Satz als

y(@) =Gz — o),

wobei G~ die Umkehrfunktion der Funktion y — [¥ <4 mit geeignetem Definiti-

. ) yo 9(3)
onsintervall ist.

Beispiele

1. Betrachte das AWP

y/ — y2
{ y(xo) = Yo

Fiir yo = 0 ist die Losung trivial, im anderen Fall erhédlt man geméfl obigem
Verfahren zunéchst die Gleichung

ydg x R
/ — :/ ldz,
vo Y o

die mit Hilfe der Stammfunktionen in
1 1
—+ — =x — )
Yy Y
itberfithrt wird. Als Losung ergibt sich:
1

I —
x+:€0+y0

y(z) =

Diese Losung hat fiir x — x¢ + yio eine Polstelle.
2. Wir betrachten das AWP

{ Yy =2/lyl
y(0) =0

und iiberzeugen uns davon, dass fiir je zwei reelle Zahlen £ < 0 < ¢ die ab-
schnittsweise durch Parabeléste definierte Funktion y, : R — R

(x —0)2, falls o >/,

Yre() = 0, falls k<az<{,
—(z—k)?, falls x <k,
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eine Losung des AWPs darstellt. Die Anfangsbedingung ist erfiillt. Dass die
drei Zeilen die Differentialgleichung erfiillen, weisen wir beispielhaft fiir den
,,schwierigsten” Fall der dritten Zeile nach: Die Ableitung der unteren Zeile ist

[~ — k) = ~2(x — k) = 2l — k| =2/T— (z — B},

entsprechendes gilt fiir die mittlere und obere Zeile. Wir haben also ein Bei-
spiel eines AWPs gefunden, das unendlich viele Losungen hat. Eine umfas-
sendere Theorie der Differentialgleichungen kléart auf, das dies an der Nicht—
Differenzierbarkeit der rechten Seite g(y) an der Stelle y, liegt.

3. Zur Ubung:

Mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen kann man fiir eine weitere Klasse von
Differentialgleichungen Losungen auffinden. Sie haben die Form

y' = flax + by + ¢),

wobei a, b, ¢ € R Konstanten sind. O.B.d.A. kann b # 0 angenommen werden.

Ist y : I — R eine reelle Funktion, so kann man ihr durch eine Transformation
uw(z) = ax + by(x) y(x) = - - (u(z) — ax)

eine andere Funktion u : I — R bijektiv zuordnen. Ist y eine Losung der obigen Differen-
tialgleichung, so gilt

u'(z) =a+by(z) =a+bf(ax + by(x) + ¢) = a + bf (u(x)),
u ist also Losung der der transformierten Differentialgleichung,

v =a+bf(u)

mit getrennten Variablen.
Als Beispiel betrachten wir das AWP

{ y = (z+y)°
y(0) =0

Mit @ = b = 1,¢ = 0 kann sie der obigen Beispielklasse zugeordnet werden. Mit der
Transformation u(z) = x + y(x) erhalten wir das transformierte AWP

v =1+ u?
u(0) =0

mit der Losung u(z) = tan(x). Also ist y(x) = tan(x) — x eine Losung des urspriinglichen
AWPs.
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8.4 Lineare Differentialgleichungen

Definition Eine (explizite) Differentialgleichung N—ter Ordnung heifit linear, wenn die
Definitionsmenge der rechten Seite f die Form D = I x RY, hat und dann die rechte Seite
sich als

¥ = ag(@)y + ar(@)y + ... + a1 (@)™ + b(a) (LDG)

darstellen lasst mit stetigen Funktionen a; : I - R, ¢ =0,...,. N —1und b : I — R.
Wegen des Terms b(z) nennt man die Differentialgleichung zusétzlich inhomogen. Wird
die Funktion b = 0 gesetzt, so spricht man von einer (zugehorigen) homogenen Differen-
tialgleichung

y ™ = ag(x)y + ar(@)y + ... + an 1 (2)y™N . (hLDG)

Allgemein lésst sich der folgende Satz iiber lineare Differentialgleichungen formulieren:

Satz 67 (i) Superpositionsprinzip fir homogene Differentialgleichungen: Sind die Funk-
tionen y und y zwei Losungen von (hLDG), so ist auch die Linearkombination

ay + By
eine Losung. Die Losungen bilden also einen R—Vektorraum.
(i1) Ist y eine fest vorgegeben Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (iLDG), so
ldsst sich jede Ldsung in der Form

y=y+y
darstellen, wobei y eine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung (hLDG)
15t.

Beweis Das rechnet man jeweils einfach nach. Fiir (i):

(ay + 89)"V (x) = ay™(z) + BTN (2)
= afao(z)y(x) + ar(x)y'(z) + ... + ay_1(x)y ™V (x)] +
B lao(x)y(x) + ar(2)7 (x) + ... + an—1(2)g" V()]
= ao(2)(y+ 9 (@) + ar(x)(y +9) (@) + ...+ an_1(2)(y + )NV (2).

Fiir (ii): Tatséchlich ist die Differenz zweier Losungen y und y der inhomogenen Differen-
tialgleichung (LDG) eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

—9)M(@) = y™M(z) - 7™M (2)

= [ao(x)y(x) + ar(@)y () + ... + an—1(x)y™ () + b(t)
2)g(x) + ar(2)7 (z) + ... + a1 (2)g" V(@) + b
y—)(@) +a(@)(y—5)(@) + ... +av-1(x)(y — )V V(@)

—
Q
o
—~~ o~ —

Wir betrachten zwei Sonderfalle.
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8.5 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Es geht also um Differentialgleichungen der Form

y = a(x)y + b(x)
mit stetigen Funktionen a,b: I — R.

Wir definieren fiir 1, 2o € I die Ubergangsfunktion

By (21, 75) = exp ( / a(i")dfc)

und notieren einige Figenschaften (Nachrechnen!) fiir z1, x9, 3,2z, 29 € 1

($1,$1)

($1,$2) ($2,$3) ¢ ($1,$3)
1

a(wlv'TQ & (ZL’Q,Il)

al

x,x1) = a(x) - Doz, 1) (Ableitung nach z)

Satz 68 (Losungen der homogenen Differentialgleichung)

(i) Das AWP
{ Y = a(z)y
y(wo) = yo

hat die eindeutige Lisung auf I
y(x) = a(, 20) - Yo.

(ii) Die Menge aller Lisungen der Differentialgleichung
y =a(x)y

st gegeben durch
y(x) = Oy(z, x0) - C, C eR.

Beweis Der Satz 65 (,,getrennte Variablen”) wiirde es erlauben, die obige Losung auf-
zufinden. Da wir aber die gesuchte Losung schon zur Verfiigung haben, rechnen wir die
Losungseigenschaft einfach nach:

y(z) = '(z,20)yo = alx) - O(z,z0) - yo = al(z) - y(z).
Die Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Dazu sei yy # 0, was bedeutet, dass y nirgends
in I den Wert 0 annimmt. Ist y : I — R mit [ C I eine weitere Losung des AWPs, so gilt
fiir die Funktion £ gemaﬁ Quotientenregel

(ﬂ)' (2) y(@)y(x) —y(@)ylz) _ a@)y(z) - a(@)y(r) - a(x)y(z) - a(z)y(z)
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Wegen (%) (7o) = # = 1 muss nach Folgerung 13 die Funktion g = 1 sein. y stimmt also
mit y iiberein.

Fiir yo = 0 ist y = 0 die einzige Losung. Eine andere Lésung y wiire in einem offenen
Intervall I C I ungleich Null. Fiir sie konnte man dann die vorige Uberlegung anwenden.

¢

Um eine Losung fiir die inhomogene Differentialgleichung

y =a(x)y + b(x)
zu finden, wendet man das Prinzip der

Variation der Konstanten
der Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

an. Dies bedeutet dass man als Ansatz fiir die Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung die Konstante C' in der Losungsformel 68 (ii) durch eine Funktion C(z) ersetzt:

y(x) = u(x,20) - C(2).
Man setzt diesen Ansatz in (iLDG) ein und erhélt mit der Produktregel
a(x)y(z) +b(z) = y'(x)
= PO(x,x0) - C'(2) + a(zx) - Pz, x0) - C(x)
= a(x) - y(x)+ O(z,z0) - C'().
was auf die Gleichung
C'(z) = Pu(xg, ) - b(x)

fithrt, die dann nur noch integriert werden muss. Die Integrations-Konstante ist dabei
durch die Anfangsbedingung festgelegt:

C(a) = / By (w0, &) - b(E) d2 + o

Die gesamt Losung kann also in einem Satz notiert werden.
Satz 69 (Losungen der inhomogenen Differentialgleichung)
(i) Fir die eindeutige Lisung des inhomogenen AWPs
{ y = a(x)y +b(x)
y(wo) = Yo
qilt
y<$> = ®0«($7 xo) : |:/ ¢a<x0, i}) * b(fij) d.fj + yo

Z0
— [ @ulwd) 0@ di + Rl 0) 0
Zo
(Beachte die Besonderheit, dass die Variable x sowohl als Integrationsgrenze als auch im
Integranden auftritt.)

(i1) Die Gesamtheit aller Losungen des AWPs ist gegeben durch

y(zr) = / O, (z,2) - b(z)de + $y(x,z0) - C, C eR.

zo
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Der Ausdruck (ii) gibt die Beobachtung aus Satz 67 wieder. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung setzt sich aus einer speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung
zusaminen.

8.6 Exkurs: Nullstellen von Polynomen

Es sei
p(2) = a2 Fay_ 12N H L az+ag

ein Polynom mit Koeffizienten ay, ..., a1,a9 € C. Im Fall ay # 0 hat es den Grad N, es

kann dann

aN1 xo

a a
o=+

p(z) = ay - (ZN +
an an an

geschrieben werden. Der Koeffizient von zV in dem Polynom in Klammern ist 1. Ein

solches Polynom heiBt normiert. Da dieser Ubergang zum normierten Polynom die Null-
stellen nicht verédndert, beschrianken wir uns im folgenden nur auf solche normierten Po-
lynome.

Satz 70 (und Definition) Es sei
an— a a
p(z):zN—l—EzN*l—l—...—i——lsz—o
an an an

ein normiertes Polynom N —~ten Grades und 1 < { < N. Die folgenden Aussagen tiber eine
Zahl A € C sind dquivalent:

(i) (Def) X ist eine {—fache Nullstelle des Polynoms.

(i1) A ist Nullstelle der Polynome p,p',p", ... ,pl=h),

(i11) Es gibt ein normiertes Polynom g, vom Grad N — {, so dass

p(z) = (2 = N - qu(2).
Anders formuliert: Aus p konnen ¢ Linearfaktoren (z — \) abgespalten werden.

Beweis (iii) = (ii) Hat p die Darstellung von (iii), so zeigt die Leibniz—Produktregel,

dass in jeder Ableitung p\¥) fiir j = 0,...,¢ — 1 ein Faktor (z — \) auftritt. Deshalb ist
() =

p\Y(N\) = 0.

(ii) = (iii) Wir zeigen mit Induktion iiber j = 1,...,¢: Aus p kénnen j Linearfaktoren
(z — A) abgespalten werden. Induktionsanfang j = 1: Es gilt

p(z) = p(z) =p(A) =
= a(z—=N4 ... Fay V=X 4 V=AY

Fir £k =1,..., N ist aber weiter

PN = (2= A) (T TN 4 AN R N
::e:&,)\)
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und deshalb

p(z) = (2 = A) - (a1 + azea(2,A) + ...+ an—1en-1(2,A) + en(z,A)).

-~

=:q1(2)

Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir j < ¢ bewiesen ist. Das Polynom hat also die
Darstellung

p(z) = (z = A - g;(2).

Es ist j < ¢ — 1 und daher nach Voraussetzung in (ii): p)(\) = 0. Eine genauere Uberle-
gung mit Hilfe einer j—fachen Anwendung der Leibniz—Produktregel (oder mit den Satz
von Taylor) zeigt, dass dann

(M) =0

sein muss. Das aber bedeutet (vgl. Induktionsanfang), dass aus dem Polynom ¢; ein Faktor
z — A\ abgespalten werden kann. Insgesamt kann also

p(z) = (2 =N - qi(2) = (2 = A - (2 = A) g (2) = (2 = M) gy (2)
mit einem Polynom ¢;; vom Grad N — (j + 1) geschrieben werden. ¢
Nicht beweisen kénnen wir hier den

Satz 71 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad N > 1 mit komplexen Koeffizienten.
(i) Das Polynom p hat eine Nullstelle \ € C.

(ii) Es gibt einen Datensatz

(b1, M), (€2, A2), .., (L, Ng) e N C
mit paarweise verschiedenen \; und
bi+...+L4,=N,
so dass
p(2) = (= A" (2= X)) (2= A"
Das Polynom zerfillt also komplett in Linearfaktoren.

Dabei folgt (ii) aus (i) aufgrund des vorhergehenden Satzes.

Die letzte Aussage kann auch auf Polynome mit reellen Koeffizienten angewandt werden.
Uber die komplexen Nullstellen );, die in den Linearfaktoren auftreten, kann man hier
genaueres sagen:
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Satz 72
Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad N > 1 mit reellen Koeffizienten.

(i) Ist A € C eine {—fache Nullstelle, so ist auch die konjugiert komplexe Zahl X eine (—
fache Nullstelle. Das ist natirlich nur fir echt komplexe Zahlen (mit Imagindrteil ungleich
Null) interessant.

(i1) Es gibt einen Datensatz, bestehend aus

(I) (gla)\l)a(€2a)\2)a'--7(€ra)\r) eENXR
(1) (mus ), (ma, p2)s - (g, ) € N (CAR)
([I) (m17/71)7(m27ﬁ2)7"'7(m57ﬁs) € Nx (C\R)

mit paarweise verschiedenen zweiten Komponenten A\, fix, ft, und
O+...+ 0. +2(m+ ...+ mg) =N,
so dass

PE) = (oA (oA (2= A
(22 + —2Re(p) + | |?)™ - ... (22 = 2Re(ps) + |pus]2)™.

Das Polynom zerfdllt also komplett in reelle Linearfaktoren und reelle quadratische Fak-
toren.

Beweis (i) Ist p(\) = 0, so ist auch p(\) = p(A\) = 0. Die gleiche Uberlegung gilt fiir die
Ableitungen.

(ii) Je zwei Potenzen von Linearfaktoren (z — ;)™ und (2 — ;)™ fiir j = 1,...,s mit
echt-komplexen p; konnen zur Potenz der quadratischen Faktoren

(z— pj)™ (z = 15)™ = (2% — 2Re(py) + |p*)™

zusammengefasst werden. ¢

8.7 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Es handelt sich um Gleichungen der Form
y ™M +ay y™ Y 4+ ay 4 agy = 0.

mit Konstanten a; € R, 7 =0,1,..., N —1. Sie kénnen natiirlich auch explizit geschrieben
werden. Man beachte, dass die Rechte Seite

— (aN_ly(N_l) + ...+ aly' + aoy)
auf ganz I = R definiert ist.

Der im Anfangsbeispiel 2 erfolgreiche Ansatz fithrt insgesamt auf die Losung in dem
folgenden Satz.
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Satz 73 Es se:

(N)

y* + a(N_l)y(N_l) +...4+ay +ay=0

eine lineare Differentialgleichung N—ter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten.
Betrachte fiir das zugehérige (charakteristische) Polynom

zN—l—a(N_l)zN’l%—...—l—alz—i—ao =0

den in Satz 72 beschriebenen Datensatz.

(i) Gehort (€,\) zum Datensatz (I), so sind die ¢ Funktionen

y(lj’/\)(x) =277 exp(\r), j=1,...¢
Losungen der Differentialgleichung.

(11) Gehort (m,p) zum Datensatz (I11), so sind die 2m Funktionen
y(ljl,u)<x> = 27

@ = o

Re p)z

el - cos[(Im p)z]

Rep)z

el -sin[(Im p)z], j=1,...,m

Lésungen der Differentialgleichung.
(11i) In (i) und (ii) sind insgesamt

b+ .+ 0. +2(my+...+mg) =N,
Losungen aufgelistet, die wir mit

Y, -5 YN

durchnummerieren. Dann ist die Menge aller Losungen der Differentialgleichung gegeben

durch
y:§1'01+§2'02+..-+§N-CN, Cl,...,CNER.
(iv) Die (eindeutige) Losung eines AWPs N-ter Ordnung

y N +an_nyN TV + .+ ey +agy =0
y(zo) = vo

N—l)(

y( iUo) =YnNn-1

mit N Anfangsbedingungen kann aus der Menge aller Lisungen (ii) durch Lisung des
inhomogenen Linearen Gleichungssystems

y1(x0) - C1 + a(x0) - Co+ ...+ yn(z0) -Cn = o

TN V(20) - O+ T D (a0) ot 4TV (w0) Oy = ywos
gewonnen werden.

Diese allgemeinen Sétze sind vor allem im Hinblick auf Lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung interessant: Vgl. Aulbach S. 269 — 274.
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8.8 Beispiel eines Differentialgleichungssystems

Wir betrachten nur das eine im StEx aufgetretene Beispiel (F05,T3 A4) eines Differen-
tialgleichungssystems, das zweidimensional, erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
ist. Ein weiteres Beispiel HO2 T3 Ab.

Bestimmen Sie die Menge der auf R definierten Losungsfunktionen des Differenzialglei-
chungssystems

vi(t) = wu(t) +4ya(t)
vot) = 2y1(t) + 3ya(t)
Es empfiehlt sich, eine andere Notation (mit Variabler ¢) zu wéhlen:
¥ = x+4y
y = 20+ 3y
HINWEISE zur Losung: Wéhle eine der beiden Gleichungen aus (hier: die erste) und . ..

e |6se sie nach der ,,anderen” Funktion auf:

e lecite sie ein weiteres Mal ab:
x// — x/ + 4y/

Setzt man nun die beiden Gleichungen fiir die ,,andere” Funktion geschickt in die letzte
Gleichung ein, so erhélt man

l'// — x/ + 4y/
= '+ 4[2z + 3y]
3
= o' +42z + Z(x/ — )]
= 42’ + 5z

und damit eine einzige Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten:

" — 42" —5r =0 (%)

Wir 16sen sie mit Hilfe des letzten Satzes. Das charakteristische Polynom
2 —4z—-5=(z+1) (2 —5)

hat die beiden Nullstellen:
A1 =5, A=—1,

so dass sich als Losungen der Differentialgleichung (x) die beiden Funktionen
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ergeben. Die Menge aller Losungen von (x) ist somit gegeben durch

JJ(t) = €5t . C1 + €7t . CQ
Daraus kann die Funktion y = x/;x berechnet werden, es ergibt sich dann als Menge der
Losungen des gegebenen Differentialgleichungssystems

T\ of [z(t)\ [ e -Ci+et-Cy
() mom] (40) = (046 ) ccaen).
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9 Elementare Inhaltslehre

9.1 Das mehrdimensionale Riemann—Integral

Wir betrachten den Vektorraum R”Y. In den Anwendungen werden wir es wieder mit den
Féllen N = 2,3 zu tun haben. Fiir N = 1 ergibt sich im folgenden das uns schon bekannte
eindimensionale Riemann—Integral.

Die 2N Zahlen ¢;,d; € R mit ¢; < d;, i = 1,..., N definieren den (achsenparallelen)
abgeschlossenen Quader

Q = [Cl,dl] X [Cg,dg] X [Cg,dg] X ... X [CN,dN].

Ist fiir jedes feste i eine Zerlegung Z; = (zo4,. .., %n,:) des Intervalls [¢;, d;] mit n;, + 1
Zahlen gegeben, so erhélt man daraus eine Zerlegung Z des Quaders in

n=mny-...-NnN
Teilquader der Form

Q; = th]é ~~~~~ iN T [le—lﬂle] X X ['IjN_l’xjNL
J1 € {1,...,711},...,jN S {1,...,TLN},
die sich an den Réndern iiberschneiden. Dabei ist j: (j1,J2,---,jn) eine Abkiirzung fiir
die ,,Quadernummer”. Mit
Q= Q5 jorgy = 1Th-1, %5 [ X X w1,

wird der zugehorige offene Quader (ohne Rénder) bezeichnet. Es gilt

Q = = JQispin:
j J

wobei das Symbol j unterhalb bedeutet, dass alle moglichen Kombinationen der j’s, das
heifit alle Quader der Zerlegung erfasst werden.

Sind zwei Zerlegungen Z und Z’ gegeben, so kann man wieder definieren, was es heifit,
dass die Zerlegung Z’ feiner als die andere Z ist (das bedeutet Z! enthilt alle Zerlegungs-
stellen von Z; fiir alle ¢) und was eine gemeinsame Verfeinerung Z LI Z’ (Vereinigung der
Zerlegungsstellen bzgl. jeder Koordinate) ist.

Mit vol(Q7) bezeichnen wir das Volumen eines (Teil-)Quaders:

vol(Q3) = (), — xj-1) - (Tjy — Tjy-1)-



S. Hilger — Analysis 2 (GS/HS/RS) — SS 2006 106

Definition (Riemann-Integral) Es sei f : @ — R eine reelle beschrinkte Funktion.
(1a) Die Z-Obersumme von f ist die reelle Zahl
S(£,2) =) sup{ f(x)} - vol(Qy).

= TeQs
7 J

Das bedeutet, dass auf jedem Teilquader der Zerlegung das Supremum der Funktion f ge-
bildet wird, dann diese Suprema — multipliziert jeweils mit dem Volumen des zugehérigen
Teilquaders — aufaddiert werden.

(1b) Die Z-Untersumme von f ist die reelle Zahl
Z = 1 f . 1 =),
S(f.2) Zzng§{ f@)}-vol(Qy)
J

(2a) Das Oberintegral von f iiber dem Quader () ist die reelle Zahl

—

Qf(:zc) dv = inf {?(f, Z)}.

(2b) Das Unterintegral von f ist die reelle Zahl

—

f(a)dr = sup{S(1.2)}.
Q

(3) Es ist unmittelbar klar, dass immer gilt:

f(x)dxﬁ/ f(x)dx.

Q

—

Q

Die Funktion f heiBt (Riemann-)integrierbar (auf dem Quader @), wenn Oberintegral
und Unterintegral iibereinstimmen. Diese Zahl

/Qf(x)dzv = 7Qf(x)dx:ZQf(x)dx

heiBt dann das (Riemann—)Integral der Funktion f auf dem Quader Q).

Satz 74 Eine reelle beschrinkte Funktion f : Q) — R ist genau dann integrierbar, wenn
es zu jedem € > 0 eine Zerlequng Z von @) gibt, so dass

g(f,Z)—ﬁ(f,Z) <e.

Beweis Die Aussage dieses Satzes ist fiir die eindimensionale Situation im wesentli-
chen gleich der Aquivalenz (A) <= (B) aus Satz 21. Dort wurde lediglich mit Hilfe
des Begriffs der Treppenfunktion gearbeitet. Der Beweis dort kann — geeignet (leicht)
modifiziert — iibernommen werden. ¢

Satz 75 Treppenfunktionen ¢ : Q — R — sie sind auf den offenen Teilquadern einer
Zerlegung konstant — sind integrierbar.
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9.2 Riickfiihrung auf wiederholte Integration
Etwas Notation (~ bedeutet ,,Weglassen”):

Esseiz € Q = [c1,dq] X ... X [cn,dy] ein Punkt in einem N-dimensionalen Quader und
ke {1,..., N} eine Koordinatennummer.

e Durch ,,Weglassen” der k-ten Koordinate entsteht der N — 1-dimensionale proji-
zierte Quader

—

QE = [Cl,dl] X ... X [Ck,dk] X ... X [CN7dN]
= [Cl,dl] X ... X [Ck—ladk—l] X [Ck+1,dk+1] X ... X [CN,CZN] - RNﬁl.
e Mit
vy = (x1,...,Thy ..., 2N)
= (T1,., Tho1, Thy1,- -, TN) GQ@QRN_l

bezeichnen wir den durch Weglassen der k-ten Koordinaten entstehenden projizier-
ten Punkt.

e Ist g : 7 — R eine integrierbare Funktion, so bezeichnen wir das zugehorige Integral
mit

/Q o) da

k

e Falls fiir jedes x; € (J; das unten angegebene eindimensionale Integral von f {iber
die k—te Koordinate existiert, so entsteht durch Belassen der anderen Koordinaten
eine neue Funktion

fzi{% -

d
Tz = fc: f(xlv e Th—1, Y5 Thet 1y - - - al‘n) dy

Satz 76 FEs seien die integrierbare Funktion f:Q — R und ein k € {1,..., N} gegeben.
Ezistiert die Funktion f7 : Qz — R und ist sie iiber Qp integrierbar, so gilt:

dy
/f(x)dx:/ / f(@1, 29, .. Tp,y .o N1, TN) day, dig,.
Q Qr J ek

~~

fr(zz)

Die N -dimensionale Integration wurde in eine 1-dimensionale und eine (N — 1)-
dimensionale zerlegt.

Beweis Es sei Z eine Zerlegung von () und Q; ein Teilquader der Zerlegung. Fiir ein
beliebiges z = (z1,...,7n) € Q5 ist

inf {f(2)} < f(@) < sup {£(2)).

zEQ;
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Mit dem Mittelwertsatzes der eindimensionalen Integralrechnung (Satz 30) folgt:

:ijk
zlean-{f( )}('T]k _'Tjk—l) S / f(mla'"7xk—17y7xk+17"'7x]\/)dy
Zjp—1

< sup{f(z)} ’ (Ijk - Ijk_l)'

ZEQ;

Wir summieren in xp—Richtung auf:

ng dy,
Zzlean {f( )}(x]k_xjk—l) S / f(wla'"7xk—1ayaxk+1a"'7xN)dy
Je=1 Ck
ng
< Z Sup{f(z)} (x]k Lk — 1)
Je=1 2€Q;

Die Funktionen in dieser Ungleichungskette werden iiber <QE)E integriert:

Nk

> inf {f(2)} (@ = j1) - vol((Qp)p) <

zGQ;-

-~

VOI( 3‘)

d
/ / f(xla"kafl?y’xlﬁrl?'"7xN)dydx/k\;S

Z sup{f(2)} - (xj, — xj,—1) - (2, — xj,—1) 'VOI((QJ)E)

—1 2€Q5 ~~

Eine weitere Summation iiber alle Indices
Dz =Gty dhts bts--5dn)s  Ji=1l,..,om; fir i=1,...,N,
die die Teilquader der Zerlegung des projizierten Quaders (J; nummerieren, ergibt:

S(£.2) =3 inf {f(x)}-vol(Qy) <

J

dg,
/ / f(xla"'7$k—l7yaxk+la"'7xN)dyd$ES
@z

Y sup{f(2)} - (25, — 1) - vol(Qy) = S(f, 2)

Da dies fiir jede beliebige Zerlegung Z gilt, folgt weiter

/f da:<// f$1>---,xk—1,97$k+17---,l"N)d?/dﬂUgS/ f(z)d
- Q

Da f integrierbar ist, folgt daraus die Behauptung. Die Integrationsvariable y kann dabei
noch in z; umbenannt werden. ¢
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Satz 77 Es sei die integrierbare Funktion f : Q) — R gegeben. Die Gleichung

/Q f(@) do =

dy  pdn-1 d2 pdy
/ / / f(z1, 29, ..., xN_1,2N)dryd2s ... dey_1dey
CN CN -1 Cc2 Cc1

gilt, wenn die sukzessiven eindimensionalen Integrale existieren. Dabei kann auch jede
andere Reihenfolge der Koordinatennummern verwendet werden.

Beweis Man wendet den letzten Satz nacheinander auf die einzelnen Koordinatennum-
mern — insgesamt (N — 1)-mal — an. ¢

9.3 Stetige Funktionen sind integrierbar
Satz 78 Ist die Funktion f : Q) — R stetig, so ist sie integrierbar.

Beweis Es sei ein € > 0 vorgegeben.

Wie am Anfang des obigen Beweises kann man begriinden, dass zu ﬁ@) ein 0 > 0
existiert, so dass

[f(x) = f(2)] <

€

vol(Q)’

Es sei jetzt Z eine Zerlegung, bei der jede Langsseite eines beliebigen Teilquaders kleiner
als % ist. Dann gilt fiir zwei beliebige Punkte z, 2" innerhalb des gleichen Teilquaders

falls ||z —2'||y < 4.

|t —a/|| <6  unddeshalb |f(z) — f(z')] < mf@,
dann weiter fiir jeden einzelnen Quader Q5 der Zerlegung
£
— inf < .
o @)} = i 1)} <

Es gilt weiter

S(£,2)=8(£,2) = > |suwp{f(x)} - inf {f(x)}] - vol(Qs)

reQ-

J

€ €
= Z vol(Q) 'VOI(Q;) a vol(Q) 'ZVOI(Q;) -

Nach Satz 74 ist f integrierbar. ¢

Satz 79 Ist die Funktion f : Q — R stetig, so ist fir jedes k € {1,...,N} auch die
Funktion f; : Q7 — R stetig.
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Beweis Es sei ein ¢ > 0 vorgegeben. Der Quader () ist kompakt, also ist f sogar
gleichméfig stetig (vgl. Satz 57). Das bedeutet, dass zu —=— ein § > 0 existiert, so dass

di—cy

3

: falls ||z — /||y <6, z,2" € RY.

[f(x) = f(&)] <

T dp — ¢y

(Der Index N kennzeichnet, dass es sich um die (euklidische) Norm im RY handelt.) Es
selen jetzt z7, 27" € Qp C RV, so dass

Hl‘@ — xE,HN—l < 0.
Dann ist auch fiir beliebiges y € [cg, di]
N(@1s e Bhe1, Yy Thegts -, ) — (T, T Yy Thggs - T)| [ < O

und deshalb

3
‘f(xlw -y Th—1,Y, Lh415 - - - 7$n) - f(xlh . 7x2717ya$;c+17 s 7x;1)} < d — .
k Ck
Dann gilt:
atog) = Sato)| =
d
fc: flx1, o X1, Yy Tp1y - - ) — f2], . ST Yy Tpqs - - - , ) dy’ <

dg
/ }f(xla---7$k717y7xk+1>"'7xn) - f(aj/la'"7x;g—17y7x;g+1>"'ax;1)’ dy <

Ck

d
/ c dy = c (dy —cx) =e.
K

di, — cx, dy, — cx,

Also ist f; (gleichméBig) stetig. ¢

9.4 Integration iiber kompakte Teilmengen des RY

Ab jetzt sei K eine zusammenhingende kompakte Teilmenge des RY, deren
,,Rand” aus endlich vielen geniigend glatten (N — 1)-dimensionalen (Hyper—)
Fléchenstiicken besteht.

Die vier Begriffe ,,zusammenhingend”, ,,Rand”, ,glatt”, ,,(Hyper—)Flachenstiicke” blei-
ben hier undefiniert. Wir miissen uns hier auf die Anschauung berufen, da eine
mathematisch—befriedigende Einfithrung zu aufwéndig wére.

Als Beispiele halten Sie sich bitte 2— oder 3-dimensionale Polyeder (durch Strecken bzw.
ebene Fliachenstiicke begrenzt), Kugeln B (vgl. Abschnitt 5.3) und andere Rotationskorper
vor Augen.

Da K als kompakte Menge beschrénkt ist, gibt es einen (achsenparallelen) Quader @), in
dem K ganz enthalten ist.
Ist f: K — R eine Funktion, so definieren wir eine Erweiterung fg :  — R durch

| flz), fallszeK,
f@(x)_{ 0, fallsz€Q\K.
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und definieren: f : K — R heifit integrierbar (iber K ), wenn fq iiber () integrierbar ist.
Als Integral (tiber K ) wird festgesetzt:

/Kf(a:)drv = /QfQ(x)dx.

Man kann leicht beweisen, dass diese Definitionen von dem ausgewéhlten Quader ¢ un-
abhéngig sind.

Ohne Beweis stellen wir fest:

Satz 80 Ist die Funktion f : K — R stetig, so ist sie integrierbar. In diesem Fall ist die
in Satz 77 angegebene Bedingung erfiillt, es kann sukzessive koordinatenweise integriert
werden.

9.5 Volumina von kompakten Teilmengen

Insbesondere ist die Konstant—Eins—Funktion stetig, also {iber K integrierbar. Wir defi-
nieren das Volumen von K (wie zu Beginn des letzten Abschnitts beschrieben) als

vol(K) = voly(K) := /

ldx = / Xk (x)dx.
K Q

Der Index N kann hinzugefiigt werden, wenn man unterstreichen will, dass es sich um das
Volumen im N-dimensionalen euklidischen Raum handelt. Die Funktion yx : RY — R
ist die charakteristische Funktion von K:

(z) = 1, falls z € K,
XK= 900, falls 2 ¢ K.

Beispiel Ist K = Q = [c1,d1] X ... X [en, dy] ein Quader, so ergibt sich
vol(Q) = / lde = (dy—c1) ... (dy — cn) = vol(Q),
Q

die neue Definition des Volumens stimmt also in diesem Fall mit der alten iiberein.

Fiir eine kompakte Menge K C RY, eine Koordinatennummer & € {1,..., N} und eine
fest gegebene Hohe y € R definieren wir den (N — 1)—dimensionalen Schnitt als die Menge
im RV-!

Ki(y) = {(xl,...,ajk,l,azkﬂ,...,:UN)E]RN’1

(X1, o Th1, Y, Tht1, - -, TN) € K}.

ik Zeichnung fiir N = 2 ok

Ist beispielsweise K = () ein Quader, so ergibt sich

o Qg falls y € e, di],
Ki(y) = { &,  sonst.
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Satz 81 (Prinzip von Cavalieri) Ist K eine kompakte Teilmenge wie oben beschrieben
und k € {1,..., N} eine Koordinatennummer, so kann man das Volumen von K aus den
Volumina der Schnitte durch Aufintegration berechnen:

voly(K) = /d voly_1(K3(y)) dy.
Dabei ist die Zahlz so klein, d so grof$, gewdhlt, dass Ki(y) = @ firy ¢ [c,d].
Beweis Wir wihlen einen Quader

Q= [c1,dv] X ... X [cp—1,di—1] X [¢,d] X [ckr1,dks1] X ... X [en, dn]
(also ¢ = ¢, d = d},) so aus, dass K C . Es ist dann fiir alle y € [c, d]

K (y) C Qp = [er,di] X ... X [ep1, dp—1] X [Crgr, dig] X ... X [en, dy]

und deshalb geméfl Definition des Volumens

volu1(K5(0)) = | o) o

k

Eine leichte, aber sorgfiltige Uberpriifung mit Hilfe der Definitionen ergibt, dass fiir festes
y € [e,d] und x = (21, .., Tp—1, Tpy1, - -, ¥n) € Qp gilt

X (1, ooy Tl 1, Yy Tt 1y - - TN) = XK;(y)(xla e Tl Tkt 1y - TN)-

Wir wenden dann den SatzRiemann Fubini iiber die sukzessive Integration an, wobei wir
iiber die k—te Koordinate als letztes integrieren, und erhalten:

d
VOlN(K) = /XK(JU)d%’:/ / XK(IEb---,l’k,yy$k+1,-~->$zv)d$gdy
Q c JQp

d
= / / XKE(y)<J]1,...,ZL'k_l,ZL’k_;,_l,...,JIN)dJIE dy
c Q7

voly —1(K%(y))

Beispiel
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Wir berechnen das zweidimensionale Volumen der Kreisfliche (Radius r)
K= {(x,y) € R? ) 2?4+ y? < r}.

Als Schnitt in der Hohe y, —r <y < +r ergibt sich
Kyy) = {zeR |z < Vim =y <}

mit der Lange

voly (K5)(y) =2 - /12 — 32

Wir wenden jetzt das Prinzip von Cavalieri an:

+r +r
volo(K) = / V011<K§)dy:/ 2-/r2 —y?2dy

1 y=-+r
_ 2.5. [y /r2 _y2+r2arcsing]
rdy=—r
y=+tr
= 7. [arcsin Q} = r? . [arcsin(+1) — arcsin(—1)] = r* - .
rdy=—r

Die Fléche des oberen Halbkreises kann auch als Flache unter dem Graphen der Funktion
y = Vr? — 22 aufgefasst werden. Aus der Schule wissen Sie, dass der Inhalt dieser Fliche
dann gegeben ist durch

+r
Vr2 — x2dx.
,

Das dieses Vorgehen ganz allgemein gerechtfertigt ist, zeigt der folgende Satz:

Satz 82 Es sei eine Menge K C RY gegeben als Menge der Punkte unterhalb des Graphen
einer integrierbaren nicht—negativen Funktion

(xl,...,xN_l) — f(l’l,...,IN_l)

also als
K = {xERN ’ 0<azyn §f(ac1,...,xN_1)}.

Dann gilt

voly(K) = fleg)dryg.

Beweis Es sei m eine obere Schranke von f, also f(zg) < m, und dann

Q= [Cl7d1] X ... X [CN_1,dN—1] X[O:m]

- 7

Qs
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ein Quader, in dem die Menge K enthalten ist. Dann gilt

voly(K) = /XK(a:)dx:/ / XK(xl,...,xN_l,y)dydmﬁ
Q Qg Y0

= / / Xk (T1,. ., ono1,y) dydeg

XK LEl,.. , UN— 1)f($1,...,.§(]]\/,1>]d37]’\7

9.6 Volumina dreidimensionaler Rotationskorper
Zu einem festen Punkt (z,y, z) € R3 sei
Lisyey = {(@,7,2) € ROVZ + 2 = Va2 + y?}
die Kreislinie durch (z,y, 2), die auf gleicher Hohe z um die z—Achse lauft.
Definition Gilt fiir eine kompakte Teilmenge K C R?

(I,y, Z) e K - L(x,y,z) - K7

so heifit K ein Rotationskérper (bzgl. der z—Achse).
Beispiel Der Zylinder mit Radius » und Hohe h

Z ={(2,y,2)|0 < /a2 +y2 <71, 0< 2z < h}

hat gemafl Cavalieri-Prinzip das Volumen

h
vol(Z) = / r’rdz = h-r’r.
0

Es seien 0 < ¢ < d reelle Zahlen und f : [¢,d] — Ra“ eine streng monoton fallende
Funktion. Lésst man den Graphen Gy ,,um die z—Achse rotieren”, so wird dabei ein
Rotationskorper

Kp={(z,y,2) €Rle < Va2 +y2 <d, f(d) <2< f(Va2+92)}
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uberstrichen — bzw. definiert.

€ — — — = - = — —

() a Ty

o
7

Die Schnittmenge in einer festen Hohe z ist ein Kreisring mit Innenradius ¢ und Auflen-
radius f~1(2)

K3(2) = {(z,y) € R?[e < Va2 +y* < f7H(2)}.
Die Flache ist gegeben als Differenz von zwei Kreisflichen
volo(K3) =7 - [f 1 (2)]? — 7 .

Mit dem Cavalieri—Prinzip ergibt sich dann der erste Teil des folgenden Satzes, der zweite
ist vollig analog.

Satz 83 FEs sei [ : [c,d] — R streng monoton fallend bzw. streng monoton steigend.
Dann gilt fiir den zugehdrigen Rotationskorper

- [T @R = ) de, b,

volg(K(2)) = .
! r 1O~ [ )R de.

Beispiele

1. Die Funktion f(x) = h- (1 — %) auf [0,7] beschreibt einen geraden Kegel K. Die
Umkehrfunktion ist f~'(z) = - (1 — £), somit ergibt sich als Volumen des Kegels

h
vol(K) = 7r-/0 [r-(l—ﬁ)]de:
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2. Die Funktion f(z) = +/r? —z? auf [0,7] beschreibt eine Kugelhélfte mit Radius
r. Die Umkehrfunktion ist f~1(z) = v/r?2 — 22, somit ergibt sich als Volumen der
Kugelhalfte

vol(K) = ﬂ-/or[\/W]zdz:W-/Or(rz—zQ)dz:

37 2=r
N I _2 3
T |:’I“Z 3:|Z_0 3 mwr .

Mit dem letzten Satz ist die Grundlage dafiir gegeben, auch Volumina von komplexeren
Rotationskoérpern zu berechnen.

e Die Funktion ist nicht-negativ und definiert damit die Unterseite des Rotati-
onskorpers.

e Der Korper ist vertikal aus mehreren Teilen des obigen Typs zusammengesetzt.

e Der Korper ist radial (~ horizontal) aus mehreren Teilen des obigen Typs zusam-
mengesetzt.



