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27 Erginzungen zur Lebesgue—Integration

27.1 Integrierbare Mengen

Definition Eine Teilmenge M C R? heiflt integrierbar, wenn die zugehorige Indikator-
funktion y s integrierbar ist. In diesem Fall heifit die Zahl

(M) = meas(M) = /XM(:L‘) dr € RS

das Mass von M.

Ist f: M — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f - yas integrierbar ist, so heifit f
integrierbar iber M. Es heifit dann

[t = [ epatds

M

das Integral der Funktion f tber der Teilmenge M.
Beispiele

e Nullmengen N sind integrierbar mit vol(N) = 0, da dann

og/uxw)dxg/ﬂm(x)dx:o.

e Kompakte Mengen K C RY sind integrierbar, ihr Mass ist gleich dem friiher defi-
nierten Volumen, da yx € C*H(R?) und deshalb gemif Satz ??(iii)

vol(K) = /ixK(a:)d:L‘:/&XK(:v)dx:/ﬂxK(x)dx
— [ e de = meas(K)

e Offene beschrinkte Mengen M C R¢ sind integrierbar, da x,; € CT(R?) und deshalb
geméaB Satz ?77(ii)

/uXM(fE)dﬂﬁ = /ﬂxM(a:)dxﬁ/ﬂxM(x)dm<oo

e Ein beschrianktes Intervall J C R mit linkem Endpunkt a und rechtem Endpunkt b
ist integrierbar mit Mass

measJ = b — a.

Zur Begriindung verweisen wir darauf, dass fiir jedes ¢ > 0

{ 4
b—a—2 = / Xla+e,b—e] (CE) dr < / XJ(x) dx

fr fr
< /XJ(a:)d:US/ Xjap) () dr =b—a
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und deshalb
U f
/ xJ(z)dx :/ xs(z)dr =b—a.

e Eine integrierbare Menge muss nicht beschrinkt sein, wie das Beispiel

zeigt.
Satzchen 1 Es seien M, M integrierbare Mengen. Dann sind auch die Mengen
MnM, MUM, M\M
integrierbar.

Beweis Die zugehorigen Indikatorfunktionen geniigen den folgenden Relationen:

= XM — XynMm

Xpunt

X\

Wende dann Satz ?7(iv) an.
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27.2 Nullmengen im R?

Hilfssatz 2 Zu jeder offenen Teilmenge X C R? gibt es eine Folge von kompakten
Wiirfeln (Qn)nen, so dass

e Xx=J@n

neN
e ))NQs =9, falls n#n.
Beweis (1) Fiir fixiertes m € Ny ist die abzéhlbare Menge der Punkte
- (| vez)cn

ein Gitter der Maschenweite g im R
(2) An jedem Gitterpunkt g € G, wird ein achsenparalleler kompakter Wiirfel
1

Qg,m = {xeRd)ngxk§9k+2ma

k:1,...,d}

so angeheftet, dass der Gitterpunkt der Eckpunkt mit den minimalen Koordinaten ist.
Die Wiirfel haben Kantenlédnge 2%” und iiberdecken den Raum R¢, die inneren Kerne sind
paarweise disjunkt.

(3) Es sei dann

Q:{Qg,m‘meN,geGm}

die abzahlbare Menge aller solchen Wiirfel.

(4) Fiir zwei verschiedene Wiirfel @, QeQ gilt nach Konstruktion genau eine der drei
folgenden Aussagen:

PN =2, QcQ Qca
(5) Wir definieren die (abzéhlbare) Teilmenge
v={eee|ecx}

von Wiirfeln aus Q, die ganz in X enthalten sind. Da X offen ist, gibt es zu jedem z € X
einen Wiirfel € @'y mit z € Q, es gilt also

(6) Mit Hilfe einer Induktion lassen sich aus der abziéhlbaren Menge Q' alle Wiirfel
entfernen, die ganz in einem anderen Wiirfel von Q' enthalten sind. Die resultierende

Menge Qx enthilt dann aufgrund von (4) nur noch Wiirfel, die paarweise disjunkte innere
Kerne haben. ¢
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Hilfssatz 3 Eine Teilmenge N C RY ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem
e > 0 eine offene integrierbare Menge X, gibt mit

NCX., wund meas(X.)<e.

Beweis (0) Die Richtung ,,<=" ist trivial.
(1) Aufgrund von fﬂ 2xn(z) dx = 0 gibt es eine Funktion ¢ € CT(R?), so dass

T
2xn < ¢, / p(z)dr < e.
(2) Da ¢ unterhalbstetig ist, ist das Urbild
X. = ¢ '(]1,+00])

des (bzgl. der ,,Unterhalbstetigkeits—Topologie”) offenen Intervalls |1, +00] offen in V.
(3) Fiir z € N gilt 2 < 2yn(x) < ¢(z), deshalb
z € p7'([2,00]) € 97 (], +o0]) = X-.
Das bedeutet N C X..
(4) Fir x € X, gilt p(z) > 1, wegen ¢ > 0 folgt xx. < ¢.
(5) Als Indikatorfunktion einer offenen Menge gehort xx. zu CT(R?), die Abschiitzung

/TXXE(x)dx < /Tw(x)da: <e

liefert in Verbindung mit Sétzchen 50 (AYS03) die Integrierbarkeit (der Indikatorfunktion)
von X, und dann die Aussage des Hilfssatzes. ¢

Satz 4 Eine Teilmenge N C R? ist genau dann eine Nullmenge, wenn es zu jedem € > 0
eine Folge (Qn)nen von Wiirfeln gibt, so dass

Nc @ ivol(Qn) <e
n=1

neN

Beweis Ist fiir ein vorgegebenes ¢ > 0 die Wiirfelbedingung erfiillt, so gilt

o) k
Xv <D Xa. =sw{ > Xa.}
n=1 keN 5

dann weiter, mit Bezug auf die Eigenschaften des fi—Integrals (Satz 48, AYS03)

1
/XN(:c)dx < /sup{ZXQn dx—sup/ ZXQn(x)dx
=1
L
< supZ/ X0, (z )dx—suvaol Qn) <

keN

Daraus folgt, dass N eine Nullmenge ist.
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Ist umgekehrt N eine Nullmenge, so gibt es geméf Hilfssatz 3 zu jedem € > 0 erst einmal
eine offene Menge X, mit vol(X,) <e.

Geméf Hilfssatz 2 ist X, Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten Wiirfeln @), mit
paarweise disjunkten offenen Kernen. Es gilt

gvol(Qn) = g/xQn(x) dr = i}/x@%(x) dx
= /g:lXQz(ﬁf)dxﬁ/st(x)dargs.

¢

Satz 5 Es sei X C R? offen, f : X — R? eine C*(RY)-Abbildung. Ist N C X eine
Nullmenge, so ist auch das Bild f(N) eine Nullmenge.

Beweis
(1) X lasst sich als abzdhlbare Vereinigung von kompakten Mengen K, beispielsweise
von Kugeln mit rationalen Mittelpunkten und rationalen Radien, darstellen. Wegen

FIN)=fNn | Ko = | rivn k)
keN keN

konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass N in einer kompakten Teilmenge K C X enthalten
ist.
(2) Es existiert geméafl Abschatzungssatz 62 (AYS02) eine Konstante M > 0, so dass

|f(x) = f(@)|| < M- ||lx—7z| firalle z,7 € K.
(3) Es sei jetzt € > 0 vorgegeben. Es existiert eine abzéhlbare Menge (Q,,)nen von Wiirfeln
mit

€
Md -5
Firz,ze NNQ, C KN, C XNQ, git dann
Liange der Raumdiagonalen
1f () = f@I < M- o —F| < M- Vd-{/vol(Qn) =: A,
——

Kantenldnge

(4) Dies besagt, dass sich das Bild f(NN@),,) in einer Kugel vom Durchmesser A,,, deshalb
auch in einem kompakten Wiirfel W, der Kantenldnge A, einschlieBen lésst. Es ist

vol(W,) = A% = M- d2 - vol(Q,)

NelUQn 3wl <
n=1

neN

und dann

fn=UJrivn@)cUw,. ud

neN neN

S vol(W,) = M- d? - vol(Q,) < e
n=1 n=1
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Satz 6 Es sei X C R4 eine K,~Menge, also darstellbar als abzihlbare Vereinigung von
kompakten Mengen. Weiter sei f : X — R eine stetige Funktion.

Dann ist der Graph der Funktion
Iy = {(z,f(z)) e RYr € X} CR?
eine Nullmenge.

Beweis (0) Es geniigt, die Aussage fiir eine kompakte Menge K anstelle von X zu
beweisen. Mit K ist auch I'y kompakt.

Fiir festes (z1,...,74-1) € R*! nimmt die Funktion

R — {0,1}

Ty gty ”
XFf( ! - >{ y = XFf(xla"'ay>

den Wert 1 hochstens einmal an, ndmlich wenn
(x1,...,2q-1) € X und y = f(z1,...,24-1).

Deshalb ist
/XW@hHwWAWﬁwZQ
R

Mit dem Satz von Fubini fiir C*-Funktionen folgt dann

vol(I'y) = /pr(xl, ey Ta1,y)dydzy ... dzg_q = 0.
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Beispiele
1. (d — 1)-dimensionale Hyperebenen im R¢ sind Nullmengen.

2. Die (d — 1)-dimensionale Sphére
St = {wer ] Joll =1}

ist eine Nullmenge im R?, da sie Vereinigung der beiden Graphen I'; und I'_; ist,
wobei die Funktion f durch die Késeglockenfunktion

; {Rd—lgBl(O) — R

2 2
T \/1—x1—...—xd_1

gegeben ist.

3. Die Peano-Kurve im R? ist nicht der Graph, sondern die Spur einer stetigen Funk-
tion [0,1] — R



S. Hilger — Analysis 4 — SS 2009 1 1

Beispiel Wir konstruieren in mehreren Schritten das Cantor’sche Diskontinuum.

(1) Dazu sei zunéchst fir n € N
{0’ 1}{1,...,n}

die Menge der Abbildungen J : {1,...,n} — {0, 1}. Diese Abbildungen kénnen auch als
n—Tupel mit Nullen und Einsen als Eintragen aufgefasst werden.

(2) Wir definieren rekursiv eine monoton fallende Folge von Teilmengen des Einheitsin-
tervalls.

e Firn=0ist Dy := [0,1].

o Firn=1,23ist

Dy = [O,%]U %71]
=:1y =:I;

Dy = [0,5]U[5 3lU[5, 5]V 5, 1]
~—
=:1go =:1n1 =:I1p =:I11

Dy = [0 AU AU 21U AU BUE BUE BuE 1
—— e N N N o o
=:Io00 =:Ipo1 =:Io10 =:Io11 =:I100 =:I101 =:I110 =:I111

e Ist nun D, als die disjunkte Vereinigung von 2" kompakten Teilintervallen 1;, J €
{0,1}47} | konstruiert, so gewinnen wir D, 41 aus D,, dadurch, dass aus jedem
Teilintervall I C D,, genau das mittlere offene Drittel entfernt wird. Formal genauer

gilt:
Iijoy = A{r€l;minl; <z <minl; 4 2eclomnls}
Iy = {z€l;max]; — mxlrominly < g < max;}
Dy = U 1.

JG{O,I}{l ,,,,, n+1}

(3) Das Cantor’sche Diskontinuum D ist als der Schnitt aller Teilmengen D,, definiert:

D = ﬂDn.

neN
Wir halten die Eigenschaften von I in einem Sétzchen fest:
Satzchen 7 Das Cantor’sche Diskontinuum D weist folgende Figenschaften auf:
(1) D ist eine kompakte Teilmenge von R.
(i1) D ist eine Nullmenge.

(i1i) D ist iberabzihlbar.
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Beweis (i) D ist eine Schnittmenge von abgeschlossenen beschrankten Teilmengen von
R, also selbst beschrankt und abgeschlossen.

(ii) D ist in jedem D, enthalten, D, wiederum ist eine (endliche) Vereinigung von (1-
dimensionalen) Quadern mit vol(D,) = (2)". Diese Zahl kann kleiner als jedes ¢ > 0
werden.

(iii) Es besteht eine bijektive Abbildung
3:{0,1}" - D,
die wie folgt definiert ist:
Ist ¢ : N — {0,1} eine (abzéhlbare) Folge von Nullen und Einsen, so ordnen wir ihr so

die absteigende Folge von Intervallen

Ty Toye@ - Lo(1)p@),0m)

1

mit Léngen (3)" zu. Diese Intervallschachtelung bestimmt gemif Satz AYS01 eindeutig

eine Zahl x, die in all diesen Intervallen, und damit in ID enthalten ist.

Ist umgekehrt eine Zahl x € D gegeben, so ist sie fiir jedes n € Ny in D,,, dann wiederum

beinhaltet .J,, die ersten Zahlen in .J,,, deshalb ist dadurch eine Folge ¢ : N — {0, 1}
eindeutig bestimmt.

Man iiberlege sich anhand dieser Konstruktionen, dass die Zuordnungen ¢ +— z und
x +— ¢ bijektiv zueinander sind.

Die Menge {0, 1}" ist, wie aus der Analysis 1 bekannt ist, {iberabziihlbar. ¢
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27.3 Riemann—Integrierbarkeit impliziert Lebesgue—Integrierbarkeit

Satz 8 (i) Es sei f : [c,d] — R eine (beschrinkte) Riemann—integrierbare Funktion.
Dann ist die Funktion f Lebesque—integrierbar iber [c,d] mit

d
» f(z)dx —/C f(z)dx.

(11) Es sei J CR ein Intervall und f: J — R eine Funktion.

— Ist f dber jedem kompakten Intervall [c,d] C J integrierbar — und

— ewistiert das uneigentliche Riemann—Integral fl:?}‘] |f|(z) dz < oo,

so st f iiber J Lebesque—integrierbar, es gilt

/J F(@) do = / S:J (@) da.

Zur Erinnerung: Das uneigentliche Riemann—Integral einer Funktion f iiber einem nicht—
notwendig kompakten Intervall J ist definiert als der — dann existente — Grenzwert

/isupjf(x)dx = lim lim /cdf(x)d:r;.

nfJ eN\dnf J d Msup J

Beweis
(i) Gemé$ Definition der Riemann-Integrierbarkeit existieren zu jedem € > 0 zwei Trep-
penfunktionen ¢, : [¢,d] — R, so dass

d
v < f <, /(@—@b)(l‘)dmﬁe.

Durch Abénderung an endlich vielen Stellen und Null-Fortsetzung auf R erhélt man
Funktionen f,,p : R — R mit

- - - ) -
JeC'R), FeC'R), ¢<F<& /(@—;ﬁ)(m)dmﬁs.

Daraus folgt, dass fLebesguefintegrierbar ist. fX[c,q gehort der gleichen Funktionsklasse
wie f an und ist damit ebenfalls Lebesgue—integrierbar. Die Integrale stimmen iiberein.

(ii) Es sei (K,) eine monoton wachsende Folge kompakter Intervalle mit J = (J, o K.
Fiir jedes n € N ist geméf (i) die Funktion |f| - xk, Lebesgue-integrierbar, die Folge
dieser Funktionen ist monoton steigend mit

sup J
sup [ (1] v )@y do = [ [fl(a)dn < +ox.
inf J
Mit dem Satz von Levi folgt, dass |f|- xs Lebesgue-integrierbar ist. Insbesondere ist diese
Funktion eine Lebesgue—integrierbare Majorante fiir die Folge (f - Xk, )nen Lebesgue—
integrierbarer Funktionen. Also ist f - x; = lim, o f - Xk, Lebesgue-integrierbar. Die
Integrale stimmen iiberein. ¢
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Analysis 4

27.4 Parameterabhingige Integration

Satz 9 Es sei M ein metrischer Raum, a € M. Weiter sei f : R x M — R eine
Abbildung mit der Eigenschaft, dass fir alle y € M die partielle Abbildung f(,y) R —
R integrierbar ist.

(i) (Stetigkeit ,,unter” dem Integral)
Es seien zusdtzlich die folgenden Bedingungen erfiillt:
— Fast tiberall (bzgl. x € R?) sei die partielle Abbildung f(z,-) : M — R in a
stetig.
— Es existiere eine integrierbare Funktion g : R? — [0, +o00] mit
[f(z, )| < g(x) fir alle y € M.
Dann ist die Abbildung
- { M — R
Loy = [ fzy)da
stetig in a.
(i1) (Differentiation ,,unter” dem Integral)

Es seien zusdtzlich die folgenden Bedingungen erfiillt:

— M sei ein offenes Intervall von R.

— Fast iiberall (bzgl. x € R?) sei die partielle Abbildung f(z,-) : M — R (endlich
und) in a differenzierbar mit der Ableitung Dy f(x,a) € R.

— Es existiere eine integrierbare Funktion g : RY — [0, +00], so dass fiir alle
yeM

|Dof(x,y)] < g(x) fast—iiberall (bzgl. x € R?).
Dann ist die Abbildung
. { M — R
y = [ fzy)de
in a € M differenzierbar mit Ableitung

= /DQf(x,a) dx

Beweis (i) Es sei (y,)nen eine Folge in M mit lim,, , ¥, = a. Dann erfiillt die Folge der
integrierbaren Funktionen (f(-,yn))nen die Voraussetzungen des Satzes 57/AYS03 von
Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz. Es folgt

i () = i [ Fle)de ' [l fep) do = [ o0 do = ha)

(ii) Es sei (yn)nen eine Folge in M \ {a} mit lim, o y, = a. Wir definieren eine Folge
(F},) integrierbarer Funktionen durch

R — R ) )
P v s @y —f(za) fast iiberall bzgl. x € R®.

Yn—a !
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Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gibt es ein &, zwischen y,, und a,
so dass

f(xayn) B f(xaa)
Yn — @

IF(2)] = \ a6 < glo).

Es ist dann aufgrund des Satzes von Lebesgue

i M) )y [ o) ) o [y S) ),

= /Dgf(x,a) dx.
Da die Folge beliebig war, gilt auch

h'(a) = lim hly) = J{a) = /Dgf(x7a) dx.

yim y—a
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27.5 Die Transformationsformel fiir integrierbare Funktionen

Satz 10 (Die Transformationsformel fiir integrierbare Funktionen)
Es seien X, Y C R? offen Teilmengen und ¥ : X —'Y ein C'-Diffeomorphismus.

Die Funktion f :Y — R ist integrierbar genau dann, wenn die Funktion
(fod) |detd]: X - R

integrierbar ist. Es gilt in diesem Fall:

/X F(0(x)) - | det o' (x)] dx = /Y £(y) dy.

Beweis (1) Es sei f: Y — R integrierbar. Es existiert dann gemafl Satz 51 (AYS03)
eine Folge (f;) von Funktionen aus C.(R%) mit supp fr, C Y
ﬂ
i 1/ = Al = Jim [ 1 = il =0
k—o0 k—o0
Siehe auch Hilfssatz 29 (ii)AYS03.

Da (fx) dann auch eine Cauchy—Folge ist, liefert der Satz 65 (AYS03), dass es eine Teilfolge
(fr,)een C C.(R?) gibt, so dass fiir eine Nullmenge N C R? gilt:

fim fi,(y) = f(y) y €RT\N.
(2) Wir definieren die Folge (g¢) von fast—iiberall definierten Funktionen
ge = (fy,00)-|detd|: (X \I(N)) =R

(97Y(N) ist gemiB Satz 5 eine Nullmenge). Da o ein Diffeomorphismus ist, sind die
Funktionen g, in C.(R?) enthalten mit supp g, C X. Die Folge (g,) konvergiert fast iiberall
punktweise gegen

g = (fod)-|det?,
da 9 stetig ist.
(3) Es ist weiter fiir {,m € N
g — gl = /|g4—gm|<x>da:
_ /\(f,%oﬂ).\dew'y_(fkmoﬁ).|dem9'u(x)dx

= /(|ka — fr, | 00) - |det?|(z)dx  (Transformationsformel fiir C.)

- /|fkg—fkm|<y>dy
= | fer = frmllr

(4) Es folgt, dass auch (g,) eine Cauchy—Folge ist, die fast—iiberall punktweise gegen ¢
konvergiert. Nach Satz 65 (AYS03) ist g € L*(R?) und es gilt

lim ||gs — gm|[z2 = 0.
{—00
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(5) Mit Satz 65 (AYS03) gilt dann weiter

/ g(x)de = / lim go(x)dr = lim [ ge(x)dr  (Transformationsformel fir C,)

f—00 {—00
— Jin [ fu@dy= [ im s dy= [ )y

Die andere Richtung der ,,Genau—dann-wenn” Aussage ergibt sich dadurch, dass man die
obigen Uberlegungen in umgekehrter Richtung — eben fiir die Transformation ¥~ —
anwendet. ¢

Das folgende Korollar enthélt gegeniiber dem Satz kaum mehr Substanz. Sein Rahmen
entspricht aber genau den spateren Anwendungen.

Korollar 11 Es seien X,Y C RY integrierbare Teilmengen und 9 : X — Y eine Abbil-
dung. Es seien weiter Teilmengen

X = Xoffen U XNull
Y = }/;)ffcn U YNull

mit den indizierten Figenschaften gegeben, so dass die Einschrinkung
U Xogon — Yogen €in wohldefinierter Ct—Diffeomorphismus ist.

Ist nun f 1Y — R eine integrierbare Funktion, so existiert das Integral auf der linken
Seite, es stimmt mit der rechten Seite iiberein:

[ 10 e @ldn = [ sy

Beweis Schr ausfiihrlich {iberlegen wir:

f - xy integrierbar
— [ Xv,s, integrierbar
S 10

(f o) -|det?'| - Xxomen integrierbar
= (fod)-|detd|- xx integrierbar.

Mit Satz 10 gilt dann

/X F(O(@)) - | det ' (a)] der = /Y £() dy.
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27.6 Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen

Satz 12 (Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen) Fs sei f : R — R eine
integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge N C RP, so dass folgendes gilt:

(i) Fiiry € RP\ N ist die partielle Abbildung f(-,y) : R? — R integrierbar.
(i1) Die dann fast—iberall auf RP definierte Abbildung

F'{RP\N = R
' y = fpd f(2,y)de

ist integrierbar.
(iii) Es gilt )
(z,y) d(z,y) =/ f(z,y) dz dy.
Rr JR4

f
Rd+p

Beweis (1) Wir definieren die beiden Abbildungen R? — R

A T
FO) = [ fede ) = [ fe)ds

(2) Da f integrierbar ist, gibt es (integrierbare) Funktionen 1) € C+H(R4?), ¢ € CT(RP),
so dass

V< f<op
f(z,y)d(z,y) — Y(z,y)d(z,y) < g
Rd+p Rd+p ,
[ cewmden - [ famiey) <]
Rd+p Rd+p

-

~~
endlich

(3) Wir wenden den Satz von Fubini fiir C*-Funktionen auf ¢, den fiir C*~Funktionen auf
1) an und definieren dabei die Funktionen ¥ € CHRP), ® € CT(R?) durch

T Tt
/ w(w,y)d(x,y)zf / o(z,y) dr dy
Rd+p Rp JRA
————
)

=:®(y
1

Rd+p

Lol
Y(z,y)d(z,y) =/ Y(x,y)dr dy
Rr JRY
|
=:(y)
(4) Wegen ¢ < f < p ist
UP<FV<F'"<® auf R?,

auflerdem

T i T +
/R@(y)dy—/R U(y)dy :/R o(z,y)d(x,y) — Y(z,y)d(z,y) <e.

P P d+p Rd+p
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Es folgt, dass F'¥ und F integrierbar sind mit

/RPF“(y)dy = /Fﬂ(y)dyz flz,y)d(z,y)

Rp Rd+p

(5) Es ist FT — F¥ > 0 und

[ =Py =o

RP

geméiB Satz 63(1)/AYS03 existiert eine Nullmenge N C RP mit
F'(y) = F¥(y) fiir y € RP\ N.

(6) Fiir genau diese y € RP \ N ist die Abbildung f(-,y) auf R wegen der Ubereinstim-
mung FT = FY integrierbar. Es ist dann also

F(y) = F'(y) = F'(y) fiir y € R\ N.
(7) Abschlielend ist

/Rp Rdf(x,y)dxdyz/RPF(y)dyz/RpFﬂ(y)dyz Rd+pf(:c,y)d(w,y)-
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28 Kurvenintegral und Hyperflichenintegral
28.1 p—Fliachen

Definition Es sei K eine kompakte Teilmenge des R? mit der Eigenschaft, dass eine
offene Menge K ., existiert, so dass

K = K

offen
Kya = K\ Kg. ist eine Nullmenge.
Weiter sei eine offene Teilmenge X C R" gegeben.
(1) Eine Abbildung

‘I”{Ku . g@)

heifit eine p—Fliche in X mit Parameterbereich K, wenn die Einschrankung & :
K 4. — X eine C'-Abbildung ist.

(2) p = 1: Eine 1-Fliche ist eine Kurve J — X, die in J,g4., stetig differenzierbar ist.
(In diesem Fall wird das Symbol w fiir den Flachenparameter durch ¢ ersetzt.)

(3) p=n — 1: Eine (n — 1)-Flache heiit Hyperfidche.
Bemerkungen
(1) Die Ableitung
O K 4, — R"™*P

ist auf K g, eindeutig definiert und stetig. Als Abbildung K — R"*P ist sie fast iiberall
definiert.

(2) Polyeder, Wiirfel, Quader oder Kugeln im RP koénnen auf natiirliche Weise als p—
Flichen & =+ : K — RP aufgefasst werden. ¢ ist die kanonische injektive Einbettung.

(3) Wir werden wiederholt p—Flidchen zu betrachten haben, die die folgende stérkere Ei-
genschaft aufweisen:

Es existieren eine offene Umgebung Uy von K und eine C'-Fortsetzung @ :
Ukg — R" von .

In diesem Fall ist die Ableitung auf K
' K — R™P
eindeutig definiert, stetig, ihre Koordinaten bzw. die Determinante sind integrierbar.

(4) Beachte, dass p-Fliachen entartet sein konnen. Es wire verfriiht, das Bild einer p—
Flache als p—dimensional zu bezeichnen.
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28.2 Das Kurvenintegral im R”

Ist X € R" und v : J — X eine (differenzierbare) Kurve, so definieren wir fiir jedes
t € Jogen den Tangentialvektor

T,(t) = A'(t)eR"™
Die durch
Y(t) + AT, (), AeR

beschriebene (affine) Gerade heifit naheliegend Tangente an J durch v(t).

Ist X C R"™ eine Teilmenge, so nennen wir eine Abbildung v : X — R" ein Vektorfeld auf
X.

Definition Gegeben sei sei eine Kurve v : J — X.

(1) Essei f:7(J) — R eine Funktion. Ist der Integrand auf der rechten Seite integrier-
bar, so ist durch

/Wf = []||Tw(t)||'f(7(t))dt.

das Kurvenintegral von f langs der Kurve v definiert.

(2) Ist ||7}]| tiber J integrierbar, so ist die Kurvenldnge von ~y(J) (zum zweiten Mal)
definiert als das Kurvenintegral der Konstant—Eins—Funktion:

L) = / v = [ Imiar

(3) Es sei v ein Vektorfeld in X. Ist der Integrand rechts integrierbar, so ist durch

worka(r0) = [ (0000 d

die ldngs v gegen das Vektorfeld v verrichtete Arbeit definiert.

Bemerkungen
e Die Abbildung 77, ist fast iiberall auf J definiert.

e Diese Definitionen lassen sich &hnlich wie die in (2) wiederholte der Lange durch eine
Approximation mittels Polygonziigen plausibel machen. Anders als bei der Léinge
kommt hier noch zusétzlich der Begriff der Riemann’schen Summe ins Spiel.

Wir fithren dies hier nicht genauer aus, verweisen nur auf Erwe 2, S. 92.

e In der Literatur ist mit dem Begriff Kurvenintegral meist der hier bei (3) eingefiihrte
gemeint.
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e Thm liegt die folgende physikalische Interpretation zugrunde: Ein (punktformiger)
Korper bzw. Ladung wird langs einer Kurve  durch ein Kraftfeld (el. Feld) v bewegt.
Das Kurvenintegral wird als ,,Physikalische Arbeit” bezeichnet.

e In der Funktionentheorie (Differentialrechnung fiir komplexe Zahlen) spielt ein wei-
teres noch einmal anders definiertes Kurvenintegral eine zentrale Rolle.

Die komplexe Zahlenebene C wird iiber die Real- bzw. Imaginérteilbildung mit dem
R? identifiziert.

Ist v : J — X eine Kurve in der offenen Teilmenge X C C und f : X — C eine
(geeignete) komplexwertige Funktion auf X, so wird ihr ,,komplexes” Kurvenintegral
lings der Kurve v durch die komplexe Zahl

/ fz)dz = / V(t) - Fly(t)) dt
= / Rely/(t) - F(o(£))] dt + i / Im{/(t) - F(y(t))] dt
J J

= XXX/Ref+z’/Imf

definiert.



S. Hilger — Analysis 4 — SS 2009 23

28.3 Hyperflaichen im R"

28.3.1 Tangentialvektoren und Normalenvektor

Es sei X C R"™ offen. Auf eine Hyperfliche ® : K — X bezogen definieren wir die
(stetigen) Vektorfelder

Koffen — RTL
akCI)l(u)
akCIDQ(u)
Tro : : fir k=1,...,n—1,
90 (w)
L 8k<1>"(u)
([ Kogew — R”
+ det (I)/ZB...n(u)
—det (I)/13...n(u)
N@ : U R
(_1)r+1 det (I)ll...r...n(u)
\ (_1)n+1 det (I)ll...n—l(u)

/1-Ten = @L-Tn! st dabei die Jacobi-Matrix von ® mit gestrichener r—ter Zeile bzw.
die quadratische Jacobi-Matrix der Abbildung ® bei gestrichener r—ter Zeile.

Die ersteren Vektoren heiflen naheliegend Tangentialvektoren, da die Vektoren
O(u) + Th.o(u)

geometrisch tangential im Punkt ®(u) an der Bildfliche ®(K') anliegen. Sie spannen den
(n — 1)—dimensionalen Tangentialraum Tg(u) auf.
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Es sei ab jetzt der Raum R™ mit dem euklidischen Skalarprodukt ausgestattet.
Das folgende Satzchen legitimiert die Bezeichnung Normalenvektor fiir Ng(u):

Satzchen 13
Fiir u € K g.,, gilt:

(i) (Teo(u), No(u) =0, k=1,....n—1.
(ii) det ( Np(u) Tio(u) - Tha(u) ) =|No(u)|? > 0.

Beweis
Firu e Kyg, und k=1,...,n—1 gilt

oh® o ... 9,91
0p®? 0,02 ... 0, ,D?

(Treo(u), No(u)) = det : : : (u) = 0.
oh®" 01 P" - Oy @”

Die erste Gleichheit resultiert aus der Entwicklung der Determinanten nach der ersten
Spalte, die zweite daraus, dass die Matrix zwei gleiche Spaltenvektoren enthélt.

Es ist weiter

Ng 0@ - 0y 1@
N2 0 o2 ... ani o2 n A
det .CI) 1' .1 (u) — Z(—l)lJrrNg(u) . det (I)/l...r...n(u)
i ’ ) r=1
Ng 81(1)" o an—lq)n

= (Na(u), No(u)) = [|Na(u)||*.
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28.3.2 Das Hyperflichenintegral

Um eine Begriffsbildung plausibel zu machen, nehmen wir jetzt an, dass das Normalen-
vektorfeld Ng auf ganz K definiert ist und nicht verschwindet und dass der ,,e—Zylinder”
iiber der Flache ®, dies ist die Abbildung

([ [0,e] x K — R»
v
(I)cy : t No(u)
1 : = (u) + o Er
Un—1

injektiv ist. Fiir die Jacobi-Determinante dieser Abbildung gilt dann

det @/ (v, u)
— det (e Aif@(w) +v- ] e Dana[O(w) + v RS )
_ det( e 9 (u) 6n71<b(u)>+v.g(v,u)

= [[Ne(w)l] +v-g(v,u).
wobei g eine stetige Funktion auf [0, ] x K ist.

Ist jetzt f: ®(K) — R eine integrierbare Funktion, so kann sie mittels

fcyl = fopr O¢cy1

jeweils entlang der Normalfasern konstant auf den Zylinder ®.,([0,e] x K) fortgesetzt
werden. pr, ist die kanonische Projektion [0,e] x K — K, (v,u) — u.

Es gilt dann

/ fcyl(x) dx = / (f © pr ° ®cyl )( ) dx
@Cyl([O,E}XK) q)cyl([ovs]XK)

(Transformation durch @)

- /[ Mf(cb( u)) - ([INaw)l| + v+ g0, w)) ) dud
= = [ 1@ Vo) du + OE).

Das Verhalten dieser Beziehung beim Grenziibergang ¢ — 0 legt die ersten beiden Teile
der folgenden Definition nahe:
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Definition Es sei & : K — X eine Hyperflache.

(1) Es sei f : ®(K) — R eine Funktion. Ist der Integrand rechts integrierbar, so ist
durch

/Df(x)da: = /KHN<I>(U)H'f(<I>(u))du.

das Hyperflichenintegral von f iiber der Flache ® definiert.

(2) Ist || Ng|| tiber K integrierbar, so ist der Hyperflicheninhalt von ®(K) definiert als
das Hyperflachenintegral der Konstant—Eins—Funktion:

area,_1(®) = [pldm — /K||Nq>(u)||du.

(3) Es sei v : ®(K) — R" ein Vektorfeld. Ist der Integrand auf der rechten Seite
integrierbar, so ist durch

flow, ((B,v) = /K (N (1), 0(®(w)) du

der Fluss des Vektorfelds v durch die Hyperfliche ® definiert.

Bemerkungen

(1) Die Abbildung Ng ist auf K g, definiert und stetig, also ist sie fast iiberall auf K
definiert.

(2) Verwechsle das Hyperflichenintegral nicht mit dem Integral |, o) | (x) dz einer inte-
grierbaren Funktion iiber der Menge ®(K). ®(K) ist als Bild der Nullmenge {0} x K C
R™ unter der C'~Funktion f,, (zwischen gleich-dimensionalen Mengen) wieder eine Null-
menge (vgl. Satz b).

(3) Es dréangt sich die Frage auf, ob auch fiir (n — ¢)-Flichen einer Kodimension ¢ > 2
ein Integrations— und Oberflichenbegriff eingefithrt werden kann. Ein Aufgreifen dieser
Frage fiihrt zu dem Begriff des metrischen Tensors, der eine fundamentale Rolle in der
,,Riemann’schen Geometrie” spielt. Wir wollen ihn hier nicht ndher behandeln.



S. Hilger — Analysis 4 — SS 2009 27

Beispiele
(1) Eine Kurve v : J — X C R? ist zugleich eine Hyperfliche.
Fir t € Joge, ist

o= (0 )] = 105 )l = veon

Deshalb stimmen die fiir Kurven bzw. fiir Hyperflichen definierten Begriffe zur Integration
einer Funktion jeweils iiberein.

(2) Es sei B die Einheitskreisscheibe im R? und
B — R?

U
(ul, UQ) — U9

V1 —u?—ul
die Kiseglockenfliiche im R? gegeben.
Die Ableitung auf B,g., = B° ist

(O3

1 0
d'(u) = 0 1

—Uu1

g
2_ 2 22
\/1_u1 U2 \/1—u1 U3

Uy
w/lfu%fug 1
No(u) = \/ﬁ , INa ()]l = ey avh
1 2
1

Mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnen wir

arcas(®) = /||Nq> ) du = // mdg@dr
- [ \/ﬁ} = or.

0
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29 Kugelkoordinaten und Sphirenkoordinaten

29.1 Die Kugel-Uberlagerungs—Abbildung

Im folgenden sei eine Dimension p > 2 fixiert. Wir definieren die Kugel-Uberlagerungs—
Abbildung als eine C*°—~Abbildung

( RP — RP
cospcosthcostly --- cosl,_3 cosl, o
0 sin ({03 01cosby --- cosb,_g cosl, o
5. © sinfy cosy --- cosl,_3 cosl, o

' 01 =u — v=9p

cost,_g cosl, o
Op—2 sinf,_3 cosf, o
L sin 0,

Im folgenden erhdht sich die Ubersicht, wenn wir jeweils die Argument-Liste
(0,,01,...,0,2) bei f oder 8’ weglassen. Wir halten zwei wichtige Formeln fest in

Satzchen 14
(i) detp = o’ 'cosf cos’By ... cos? 20, .
(i)  (=1)lo-det By 5" = det 8- p°  firse {l,...,p}.

Die Aussage (ii) ist insofern bemerkenswert, als der Vektor der vorzeichenbehafteten
,,Erste-Spalte-Entwicklungs”—Unterdeterminanten von ' bis auf ein skalares Vielfaches
é -det 8’ mit der Abbildung § iibereinstimmt.

Beweis (1) Wir zeigen die beiden Aussagen mittels Induktion iiber die Dimension p. Der
Induktionsanfang p = 2 ist einfach. Es ist

8= 0COS g = cos —psine
~\ psing )’ ~ \ sinp pcosp
und deshalb
detf = o
odet(8); = o’cosp=detf '
—odet(p)) = o’sing =detp - 2

(2) Es sei jetzt die Aussage fiir die Abbildung a@ = 3 : RP™! — RPH! bewiesen. Wir
wollen sie daraus fiir 8 : RP — RP herleiten. Zwischen den Abbildung S und « besteht
der Zusammenhang

- a - cos o
B = ( osinf, o )’

deshalb ist
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a' - cosf, o a-(—sinf, o)

sinf,_o 0 ------ 0 ocosl,_o
Da die Abbildung « gleich dem p-fachen des ersten Spaltenvektors o ihrer Ableitung o

ist, ist

a' - cosf, o af - (—osinb,_s)

g =

sinf,_o 0 ------ 0 ocosl, o

Es gilt jetzt die Berechnung der Determinanten und (p — 1)-Unterdeterminanten von [’
auf die der Determinanten bzw. (p — 2)-Unterdeterminanten von «’ zuriickzufiihren.
(3) Fiir die Unterdeterminante links oben gilt:

det(ﬁ')}:::ﬁj = cos’ 10, 5-deta.
(4) Fir die Unterdeterminante rechts oben schlieBt man mit Hilfe einer Vertauschung von
erster und p-ter Spalte in 3

costyz - det(8)y7 " = (—esinb,) - (=1)"7 - det(8)y7) )

(=1)P* . (gsinf, ) - cosP 0, 5 - det o/,

also

det(ﬂ’)%jjjg_l = (=1)"". (psinf, o) -cos’ 20, 5 - deta’.

(5) Durch Entwicklung nach der letzten Zeile berechnen wir die Determinante von /3’

det ' = (=1)"""-sinbys - det(8')y ] + cos bz - det(5)17)7)
= osin*0, 5-cos? 20, 5-deta’ + gcos?f, 5 - deta’
= pcos? 20, 5-detd.
Damit ist der Induktionsschritt fiir Aussage (i) gezeigt.
(6) Setzen wir die Aussage (i) bei Schritt (4) ein, so ergibt sich mit

odet(B)y Pt = (=1 sing, 5-detf = (=1)P*-det - P

2...p
die Aussage (ii) fiir s = p.

(7) Es sei Wir berechnen zum Schluss die Unterdeterminante von 3’ bei fehlender erster
Spalte und s-ter Zeile (s € {1,...,p —1}).

(1)l det(B)y 5" = 0cosOy s cos 20, 5 (1) o det(a/)y it

IndV —
= pcosf, 5-cos? 20, 5-deta - o’
= (0cos? %0, 5-detd)-cosb, 5 a

det 8 - 5.
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29.2 Die Kugelkoordinaten—Abbildung

Es sei
Q = [0,1]x[0.27] x [~ 5, +5)"

der p—dimensionale kompakte Quader der Kugelkoordinaten und

ol <1}

die p—dimensionale Einheitsvollkugel.

B — {UGR”

Wir nennen die p-Flache, das ist die Einschriankung auf () der Kugeliiberlagerungs—
Abbildung

( Q — R?
0
8: ;
‘ 91 = /6(9790a017"'770p—2)
6,

\

die Kugelkoordinaten—Abbildung und nennen sie ebenfalls .

Wir zerlegen den Quader und die Kugel geméaf3

Qurn = Q° = ]0,1[><]O,27r[><]—g,+g[p_2
Qv = Q\ Qupen = {u e R?|p e {0,1} vy e {0,27)
V 0, 6{—%,-1—%} fiir ein izl,...,p—?}.
By = B°\ {v € Bloy > 0,05 = 0}
Byar = B\ Bogen-

in Teilmengen mit den jeweils im Index angegeben Eigenschaften. Dabei ist B,g., die offene
Einheitskugel ohne die in die Kugel eingeschnittene abgeschlossenen , Hélfte” (v; > 0)
einer (p — 1)-dimensionalen Hyperebene (v = 0).

Satz 15
(i) Die Kugelkoordinaten—Abbildung
6:0Q — B
ist wohldefiniert und surjektiv.

(i1) Die auf den offenen Kern eingeschrankte Abbildung

ﬁ : Qoffen — Boffen

ist ein Diffeomorphismus mat tiberall positiver Jacobi—Determinante.
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(11i) Die auf den Rand — und bzgl. der Wertemenge — eingeschrinkte Abbildung

B 1 Qnan — Byun

15t wohldefiniert und surjektiv.

Es wire vielleicht interessant, eine Teilmenge von () aufzufinden, die durch 3 bijektiv auf
B abgebildet wird. In Bezug auf die Differentialrechnung ist dies jedoch uninteressant, da
die auf B definierte Umkehrabbildung nicht stetig sein kann. In Bezug auf die Integral-
rechnung ist eine solche Teilmenge ohne Bedeutung, da das Komplement in () nur eine
Nullmenge ist.

Beweis Wir l6sen zunéchst die Gleichung
plu) =v

naiv, p.h. ohne genaue Beachtung der Definitionsmenge von (3, rekursiv nach u =
(0,,05,...,0, 2) auf.

2 2
0 = vi+...+U,
. v
sinf, , = -2
0
. Up-1
sinf, 3 = —X——
ocosl, o
. Us
sinf; =
0cos8lp_g ... costh
; . vy + 1Yo
e =cosp+ising =
o0cosB, o - ... cosbycos b

(i) Mit Hilfe (eines Teils) dieser Formeln ldsst sich fiir jedes v € B ein Urbild u € @
finden. Es ist also 3 : () — B surjektiv.

(i) Fir v € Boge, ist

0 # vy = o sing cosfy cosby ... cosb,_3 coslt,_o,
deshalb dann

0>0, cost; >0, costh>0, ... cost,_o>0,

so dass die Auflésungsformeln einwandfrei eine C*°~Umkehrabbildung 8! auf B, g, liefern.
(iil) Ist u € Qnu = 0Q, so folgt

v=20

NS Sl (0)

v; >0 und v =0

0=0

oder p=1

oder ¢ €{0,2r}
T

d b, e {—=,+=
oder e/ 2+2}

N

v1 = 0 und vy =0,

fiir ein ¢
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insgesamt also v € By.

Ist umgekehrt v € By, = S1(0) U< v € B1(0)|v; > 0,09 = O}, so folgt

NS 51(0)

—

o=1
{ 0 cos cos by cosby ... cosb, 3 cosb, o > 0

oder wv; >0,v3=0 )
L="" 0 sing cos b cosly ... cost, 3 cosl, o

0=0V pe {027}V
0; e {—5,+5} fireini=1,...,p—2
UGQNHH'

o

Formeln 16

(i) Es sei f: B — R eine integrierbare Funktion. Dann gilt fiir das Integral

/ f)dy L / det 3'(z) - F(8(z)) da

Y .
[0,1] 0277] [-Z.,7]

/[ : 0P Lcosy cos® By ... cosP™? Op—2
(Q, @, 01 PN ,Hp_g)) dep_g PN d@l d(p dr.

™

(ii) Es gilt

[S]-%

s
¢ B
volyg(B H cos' 0df = 2
— E 2%7‘(%
2 2 = 2 =
13...d

falls d gerade

Q.

falls d ungerade

Die erste Gleichung von (ii) wurde schon einmal in Abschnitt 22.5 (AYS03) — auf andere
Weise — gezeigt.

Beweis Die Beweisschritte fiir (i) sind im Satz bereits angedeutet.

(i)
voly(B) = /

= / / / / 0" Lcost cos®By ... cosP™? 0p—2
[0,1] J{0,27] J| [~3.5]

dﬁp,g . d&l d(p dr.

2
= / cos@dQ-/ COSQQdQ'...~/ COSp_QedQ-—ﬂ—
-%.5] [-%.5] [-%.5] p

™
PR

= / cos@dG-/ COSZGdG-...-/ cosP 0 db-
[-3.5] (-%.5] [-5.5]

272

I
ol
ol

Dabei haben wir Gebrauch von der in Abschnitt 22.5 gezeigten Beziehung

2
o / cosP 1 0do / cos? 0 db
p [-%,3] [-5.5]

gemacht. ¢
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29.3 Die Sphirenkoordinaten—Abbildung

Es sei

P o= Q' = [0.21 x [543

der (p — 1)-dimensionale kompakte Quader der Sphdrenkoordinaten und

ol =1},

die (p — 1)—dimensionale Einheitssphére.

S = {UGRP

Wir bezeichnen die durch ,,r=1"-Setzung aus der Kugelkoordinaten—Abbildung hervor-
gehende partielle Abbildung

( P — Rr
¥
19 th ~ ~
: =u g(u):6(17§07617"'778p—2)
\ QP_Q

mit Sphdrenkoordinaten—Abbildung. Sie ist eine quaderparametrisierte (p—1)-Hyperflache.
Satzchen 17

(i) Die Sphdrenkoordinaten—Abbildung
E:P— S

1st wohldefiniert und surjektiv.

(i) Der Normalenvektor in u € P ist gegeben durch

Ne(u) = detB'(1,u)-&(u) = cosby cos® Oy ... cos? 20, - ().

Beweis Der Beweis von (i) ist in dem entsprechenden Teil des Beweises von Satz 15 (i)
miterbracht worden.

(ii) besteht in einem sorgfiltigen Einsetzen der zugehorigen Definitionen. Fir s €
{1,...,p} gilt
Ng(a) — (_1)s+1 det fllgn(ﬁ)
= (=) det(8)y5"(1,W)
T2V det B(1,1) - B°(1,T0)
= cosb cos®By ... cosP2 0,2 - £ (0).



S. Hilger — Analysis 4 — SS 2009 34

Formeln 18

(i) Es sei f: S — R eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f o £ integrierbar auf P
ist. Dann gilt fiir das Hyperflichenintegral

/5 fdy = [ 1N - fe@) da

(i1) Der Hyperflicheninhalt der (p — 1)—dimensionalen Einheitssphdre ist gleich dem p—
fachen des Volumens der p—FEinheitskugel.

area,_1(§) = p-vol,(B).
Fiir p = 3 haben wir dies schon in Beispiel (2) von Abschnitt 28.3.2 hergleitet.

Beweis Bei (i) ist nichts zu zeigen.

(ii) Wir setzen f =1 in (i). Ein Blick in den Beweis von Formel 16 (ii) zeigt dann

aweapi(§) = [ INe(@)d

= / / / cosy cos® By ... cos’ 20, o
[0,27] J[~%,5] [-3.3]

d9p,2 Ce d91 ng
= / cos@dQ-/ 00529d0~...-/ cosP20dp - 27
(=53] (-5:5] [-5:3]
= p-vol,(B).
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30 Rotationssymmetrie

30.1 Rotationssymmetrische Funktionen

Definition Es sei der R? mit der euklidischen Norm ausgestattet. Eine Funktion f : R? —
R heifit rotationssymmetrisch, wenn eine — und damit jede — der folgenden dquivalenten
Bedingungen erfiillt ist.

(A) Esist f(x) = f(2), falls ||z| = ||7|| fiir alle z,7 € R4

(B) Es existiert eine Funktion f,..: Rj — R, so dass f(x) = f...(||z]) fiir alle z € R%.
(C) Fiir alle A € O(d) (Multiplikative Gruppe der orthogonalen Matrizen) gilt: f = foA.
(D)

D) Fiir alle A € SO(d) (Multiplikative Gruppe der orthogonalen Matrizen mit Deter-
minante +1) gilt: f = fo A.

Beweis Der Beweis der Aquivalenzen ist fast trivial.
(A) = (B): Setze f.q(0) := f(0,0,...,0).
(B) = (C): Fiir eine orthogonale Matrix gilt

| Az|? = (Az, Az) = (v, AT Az) = (z,2) = ||=|*,
also [[Az| = ||lz||. Mit (B) folgt f(Az) = fua([|Az[]) = fui(llz]) = f(2).
(C) = (D) ist trivial.

(D) = (A): Zu x,7 € R? mit ||z|| = ||7| gibt es eine Matrix in SO(d), so dass Az = 7.
Es folgt dann

f(z) = [(Ax) = (7).
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Im folgenden sei By wieder die Einheitsvollkugel im R

Satz 19 Es sei f : R? = R eine rotationssymmetrische Abbildung.

(i) f ist genau dann integrierbar, wenn die Funktion

{ Rf — R

tiber [0, 00| integrierbar ist. Es ist dann
flx)dx = / fraa(0) - d - o dp- volg(By).
Rd [0,00]

(ii) Firk e {1,...,d} ist die Abbildung

RY - R
z = ap f(z)

genau dann integrierbar, wenn die Funktion

{ Rf — R

iiber [0, 00| integrierbar ist. Es ist dann
/d v f(z)de = / fraa(0) 0™ do - voly(By).
R [0,00]

Beweis Es sei

Q = [0,00[ x[0,27] x [—g’+g]P—2

der (in der ersten Koordinate unbeschrinkte) Quader der Kugelkoordinaten und
G:0Q—R"

die auf diesen Quader eingeschrinkte Kugeliiberlagerungs—Abbildung. Die Uberlegungen
aus Abschnitt 29.2 sind entsprechend anwendbar.

Fiir u = (0,p,01,...,042) € Q gilt
fB)) = faa(1BWI]) = fraa(o).
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(i) Mit den Formeln 16 ist dann

/Rdf(wdy - /[OOO[/M/ / S(Blep - a-2)

™
2

Lcos 91 cos? 0y ... cos® 20, 5dby o ... dO; dydo

= / fmd(@) o do-
10,00(

/ / / cos by cos? By ... cosT 20, odb, o ... db; dy
[0,27] J[-3.5] [-%3]

= [ Jale) o do-dvol(B)
0,00

d
1
S [t = g [l s

~ / 0 funl0) - d- o' do-volu(Ba)
[0,00[

T
=
N
&
QL
=
Il
QU= &I —

= / frea(0) - 6" do - vola(By).
[0,00[

¢
Die zweite Formel hat eine physikalische Anwendung: Triagheitsmoment (Forster 3, S. 79).

Steiner’scher Satz.
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30.2 Anwendung: Gauss—Integrale

Formeln 20 Fiir d € N existiert das ,, Gauss—Integral” und hat den Wert:

/ el g — 15 — F(gl + 1) - volg(Ba).
R 2

Beweis (1) Fiir d =2 ist

/ eI gy = / e~ 20dg - voly(By) = [ - 6_92] e
R2 0,00 ‘

(2) Fiir beliebiges d gilt mit dem Satz von Fubini

d
/ e Nl gp = /.../eﬁ”':"% dry dxg ... dvy = (/ eV dy> .
Ré R R R

(3) Aus (2),(1) folgt erst [, e ¥’ dy = /7 und dann mit (2) die linke Gleichheit.

(4) Die Gleichheit auf der rechten Seite werden wir gleich — nach der Definition der
Gamma—Funktion — nachschieben. Man kann sich davon iiberzeugen, dass kein Beweis—
Zirkel auftritt. ¢
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30.3 Anwendung: Die Gamma— Funktion

Definition Wir definieren die Gamma— Funktion
T- Rt — R
. zZ j‘[(),oo[l’271€7x dl' = 92 L[[(LOO[ Q2z716792 dy

Die Wahl des Variablensymbols z soll daran erinnern, dass die Gamma—Funktion auf eine
geeignete Teilmenge der komplexen Ebene C fortgesetzt werden kann. Die Gleichheit der
beiden Integrale beruht auf der Substitution z = 0.

Formeln 21

(i) Es gilt folgende Rekursion
[(z)=+m TI(1)=1, I(z+1)=2-T(2).
(i1) T ist unendlich oft differenzierbar mit
I (z) = /OO e (Inx)"de
0

Beweis Zu (i): Es ist

r'a = A)m[ewdw: [—e’x}:o: 1

1 inks
(=) = 2 / e~ dy = / e ¢ dy "= n
2 [0,00( ]—o00,00[

[e.9]

—

I'z+1) = / e dr = [xz(—e*x)} — / z-2" N (—e ") dr = 2z - T'(2).
[0,00[ 0 [0,00[

Zu (ii): Beim Beweis des Induktionsschritts wird eine ,,Differentiation unter dem Integral”
(vgl. Satz 9 (ii)) durchgefiihrt. Beachte, dass die '-Funktion auf ein kompaktes Intervall
M um die betrachtete Differentiationsstelle z € R eingeschrinkt werden kann und so die
Majorantenbedingung erfiillbar wird.

d o0 o0

ret) = — e (Inx)"dx = / alp* 1. e . (Inx)"] dx
dz J, 0

= / In(z) -2 e (Inz)"dr = / e (Inx)" da.
0 0

¢
Jetzt kdnnen wir uns von der rechten Gleichheit in Formeln 20 iiberzeugen:
2 i 2 d d
/ eIl g 520 / e ? 0" dg-d-voly(By) = 5 -T(5) - voly(Ba)
R4 [0700[ 2 2

= F(g + 1) : VOld(Bd).
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30.4 Anwendung: Die Euler’sche Beta—Funktion

Definition Wir definieren die Euler’sche Beta— Funktion und konstatieren zwei Gleich-
heiten:

5. [ R xR" = R
(p,a) = [oya* (1 —2)" dx

und konstatieren einige Gleichheiten:

Formeln 22 FEs ist:

I'(p) I'(q)
L(p+q)’

B(p,q) = 2/[ ]sin2”_1<p~cos2q_1g0 dp =
07l'

Man beachte die Spezialfille p = %, q= % und vergleiche die Formeln in AYS02(03)77

Beweis Die erste Gleichheit beruht auf der Substitution 2 = sin® . Dann noch zur
zweiten

B(p,q) - T(p+q = 4 / (sin )P~ (cos )27 dyp - / Q2(p+q)—16—92 do
[0,5]

[0,00]

- 4/ / (osin )* Y (ocos )™ - g e dpdo
0,00 J[0,7]

N 4/ / X0.21(0) (0sin )~ (g cos )21 - o~ dipdyp
[0,00][ ¢/ [0,27]

S 16 2p—1 2qg—1 2 g2

= 4/ X+ xr+(T) - ayl T e T 2 dy
R2

Fub 2¢-1 — 2p—1 a2

= 2 / T % d, - / x5’ 2 dzx,
R+ R+

= I'(q
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31 Erginzungen zum Satz von Stokes

31.1 Korrespondenz zwischen Formen und Funktionen, Vektor-
feldern
Es sei der R" mit dem kanonischen (euklidischen) Skalarprodukt (-,-) und demzufolge
mit der euklidischen Norm |- || ausgestattet. Denken Sie an die Identitét
(v, w) = [Jo] - [|w][ - cos <(v, w).
Die Menge der C'-Vektorfelder auf X C R" wird mit C!(X, R") bezeichnet.
Fir p =0,1,n — 1,n definieren wird die b, Operatoren
w . [ XX) = CHX)
' { w o W=

([ QY(X) — CYX,R")
wy ()

e b W — wa ()
L Wn ()
(O HX) — CYHX,R")

Wy, ()
S :
w = Wt = (=)W s ()

\ (~1)rna (2)

w Wt =wip (1)

» { QM(X) — CHX)
Sie ordnen den p-Formen in X Vektorfelder bzw. C'~Funktionen auf X zugeordnet wer-
den. Die Umkehroperatoren dieser bijektiven Operatoren werden mit den f—Symbolen

geschrieben.

Beachte, dass der Definition dieser Operatoren das euklidische Skalarprodukt — unsicht-
bar — unterlegt ist. Die Differentialgeometrie arbeitet diese strukturell-bedeutsame Sicht-
weise genau heraus.

Fiir f € C1(X) und v € C}(X,R") definieren wir die Operatoren

grad f(x) = Vf(z) = (dffo)1(z) = ( of(x) -+ Ouf(x) )
divo(r) = V-v(z) = (dv* 1) (z) =00 (z)+ ...+ 0hva(z).
rotv(z) = Vxo(z) = (dh)) (Nur fiir n = 3)

Formelsammlungen enthalten viele Aussagen iiber diese Operatoren, die innerhalb des
Differentialformenkalkiils strukturell-systematisch erfasst werden.

Ubung: Berechnen Sie die Koordinaten fiir die Operatoren

Beispiele fiir n = 2, 3.
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31.2 Integral einer p—Form iiber einer p—Fliche
Es sei X C R"™ offen. Wir betrachten ab jetzt ausschliellich p—Flichen & : K — X mit
der folgenden Eigenschaft:
Es existieren eine offene Umgebung Uy von K und eine
Cl-Fortsetzung ® : Ux — R™ von ®.
Definition

(i) Es sei w = w;dz! eine reine p-Form in X und ® : K — X eine p-Fliche in X. Wir
definieren das Integral der p—Form w iiber die p—Fliche ® durch

/CDW = /Kdetq)'I(u)-wI(q)(u))du.

Die rechte Seite ist wohldefiniert, da K kompakt und die Funktion det & - (w; o ®)
auf K eindeutig definiert und stetig ist.

(ii) Die Definition ldsst sich ohne weiteres fiir beliebige p—Formen und ,,Ketten von
p—Fléchen” verallgemeinern.

(iii) Wir nennen zwei Ketten (von p-Flichen) ¢ und ¢ in X dquivalent oder gleich gleich,
wenn fiir eine beliebige p—Form w in X gilt:

o= o

Offensichtlich sind dies Verallgemeinerungen der entsprechenden Begriffe fiir Einheitspo-
lyeder als Kompakta.

Satz 23 Es seien ® : K — X und ® : K — X zwei p—Flichen in X, die sich ,,nur”
durch eine orientierungerhaltende Transformation ¥ : K — K wm Parameterbereich un-
terscheiden. Das heift genauer, dass eine stetige Abbildung ¥ : K — K existiert mit

d=do 7,
und der zusdtzlichen FEigenschaft, dass die FEinschrinkung v : [?oﬁen — K g, ein C'-
Diffeomorphismus mit positiver Determinante der Jacobi—Matrix ist.

Dann gilt fir eine p—Form in X:

o= /-

Beweis Es geniigt, reine p-Formen w = w; dz! zu betrachten. Mit Korollar 11 gilt

/f,w:[ww = /det(@oﬁ)’)l(v)-wI(cbot‘}(v))dv

K

— /y det ' (v) - det @7 (I(v)) - wi(P(I(v))) dv

K

_ /K det 7 (1) - wi(®(u)) du

:[p”'
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Formeln 24 FEs sei X C R" offen.

(i) Es seig: {0} - X eine 0-Fliche (Auswahl eines Punktes in X ).
Das Integral einer 0—Form w = f 1iber dieser 0—Fldche gilt:

(ii) Es sei~y:J — X eine 1-Fliche (Kurve).

Zwischen dem Integral einer 1-Form w und dem Kurvenintegral des zugehdérigen
Vektorfelds v = W’ iber der Kurve besteht der folgende Zusammenhang:

/w = /J(Tv(t),v(’y(t» dt = work(v, 7).

(11i) Es sei ® : K — X eine (n — 1)—Fldche (Hyperfiiche).

Zwischen dem Integral einer (n — 1)-Form w und dem Hyperflichenintegral des
zugehorigen Vektorfelds v = w1 besteht der folgende Zusammenhang:

/©w - /K<Nq>(u),v(€[>(u)>du “ fow(v, B).

(iv) Es sei ® : K — X eine n—Fldiche.

Zwischen dem Integral einer n—Form w und dem Integral der zugehorigen Funktion
f =w besteht der folgende Zusammenhang:

/@w _ /Kdetq>'<u).f(c1><u))du.

Beweis Nur die dritte Aussage ist nicht ganz so einfach einzusehen: Wir betrachten eine
(n—1)-Form w = Y""_, wy_7. ,dz'"" und das zugehorige Vektorfeld

Wa..n
v=wrt = (1) w7,

(—1)n+1w1“.ﬁ

Es gilt dann

[v = Z [ @t a0 @)

= LZS_1>T+1 det &' (u) - (1) w7 (P(w)) du

-~ -~

N (u) WPn=1(d(u))

_ /}((Nq,(u),wb”‘l(q)(u)»d“
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32 Reparametrisierung von Ketten

32.1 Einfiihrung
In Abschnitt 25.2 (AYS03) hatten wir das Integral einer p-Form w = (n) @I dz! in
rez\»

einer offenen Menge X C R"™ iiber einer p-Kette ¢ = 3 _,* | ayo, mit Simplexen oy : E, —
X eingefiihrt:

/ﬁ = i > ag/E det o (u) - wi(o(u)) duy . .. du,,.

P

1ez(5)

Dieser Ausdruck ist fiir praktische Berechnungen sehr unhandlich, da man fiir eine konkret
gegebene geometrische ,,p—dimensionalen Fléche” im R™ erst eine geeignete Kette inklusive
ihrer Simplexe und deren Unter—Determinanten ermitteln muss. Zusétzlichen Aufwand
verursacht die Mengenintegration iiber die Einheitspolyeder.

Diese Schwierigkeiten kann man mit Hilfe eines systematischen Vorgehens beheben, das
wir jetzt kurz beschreiben. Die in dem Diagramm

E, 2 X

als Pfeil dargestellte Kette ¥ wird in geeigneter Weise durch zwei Pfeile innerhalb des
Diagramms

E, 5 K25 X
ersetzt, die wie folgt zu interpretieren sind:

o r ist eine p—Kette, die die kompakte Menge K in geeigneter Weise als Bild ,,erfasst”.
Man konnte dabei k als ,,orientiertes p—Kompaktum” bezeichnen.

e &: K — X ist eine p—Fldche in X mit Parameterbereich K. (Sie hat die zusétzliche
zu Beginn von Abschnitt 31.2 erwihnte Eigenschaft der C!-Fortsetzbarkeit.)

Es geht dann darum, mit Hilfe dieser Faktorisierung der Kette W
e das Integral einer p—Form w iiber W,
e den Rand 0¥ — oder eine dazu dquivalente Kette —  und
e das Integral einer (p — 1)-Form 7 iiber diesen Rand oW

zu berechnen.

Dabei kann man sich zunéchst auf den Fall beschrinken, dass ® = idx die ,,identische”
Fldche in X C RP ist. Fiir allgemeineres ® : K — X kann man die Berechnung mittels
Zuriickziehen der Form w auf eine Umgebung von K bewerkstelligen.

Wir werden uns Wiirfeln W, Quadern (), Kugeln B, Sphéaren S und Tori T als neuen
Parameterbereichen zuwenden.
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32.2 Orientierte p—-Kompakta

Definition Wir nennen das Tripel (rk, K, K, 4..) €in (positiv) orientiertes p—Kompaktum,
wenn die folgenden Daten gegeben sind:

o K g, ist eine (in RP) beschrénkte offene Menge.
e Dies zieht nach sich, dass K = K 4, kompakt ist.

e Es gibt fiir ¢ = 1,...,m Simplexe x; : E, — Uk (offene Umgebung von K), mit
der Eigenschaft, dass die Einschrankungen r, : E) — r¢(E)) C'-Diffeomorphismen
sind.

e Das Bild der Kette k = >_,", sgn(det k), zerlegt K in folgendem genauen Sinne:

O’W(Ep) = K

UreE) = Koo s B OB 0 = & fiir (£,

Bemerkungen
(1) Der topologische Rand E,, \ E; des Einheitspolyeders £, ist eine Nullmenge. Da die
Simplexe k, C'-Abbildungen sind, ist die Menge

m m

KNull - K \ Koffen - U KJE(EP) \ KJZ(E;) g
(=1 (=1

s

’W(Ep \ E;)

)
X

eine Nullmenge (in RP).

(2) Der topologische Rand von K ist im Bild des simplizialen Randes von x enthalten:
atop‘[( = K \ Ko C K\ offen Null U E \EO a/f(Ep_l).

Die linke Inklusion gilt, da K° die Vereinigung aller offenen Teilmengen von K ist und
deshalb K ., umfasst.

(3) Es sei jetzt weiter

t
Z5k . (Lk O /\k),
k=1

eine Darstellung (bis auf Aquivalenz) des simplizialen Randes von x, wobei
o die (p — 1)-Ketten A, aus (p — 1)-Kompakta (g, L, Lk ogen) €ntstammen,
e i : Ly — K (p—1)-Fléchen in (einer offenen Umgebung von) X' und

e O € {0,1} die Orientierung der Randflichen wiedergeben.
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Es wird sich bei all unseren Beispielen herausstellen, dass das ,,Bild der Kette” gleich dem
topologischen Rand der kompakten Menge K ist:
t

Umox)(Li) = 0.,K.

k=1
Ein erstes Beispiel fiir p-Kompakta sind p-Einheitspolyeder E,, die als Tripel
(Eyp, Ey,idg,) die obige Definition erfiillen.

In einem Sétzchen registrieren wir, dass man bei der Berechnung von Integralen iiber die
Ketten ® o k bzw. ® o Ok die Simplex—Zerlegungen von k bzw. Ok ,,vergessen” kann.

Satzchen 25
Es sei (k, K, K g.) €in p—Kompaktum mit p—Kette k.

Der Rand von r lasse sich darstellen als Ok = 3 ¢, 0g - (11, 0 Ap).

®: K — X sei eine durch K parametrisierte p—Fliche in der offenen Menge X C R".

(i) Fiir eine reine p—Form w = wydx! in X gilt

/m“ - [;" - /Kdetfb’f(u)-m(@(u))du.

(i1) Fiir eine reine (p — 1)-Form ny in X gilt:

/am Z‘S’“/@% Zf”v/ det(® o x)"" (u) - nr(P(w(u))) du.

Man beachte jeweils den Spezialfall, dass p = n oder zusdtzlich ® : K — RP die kanonische
Teilmengen—Einbettung ist.

Beweis Es ist einfach

/I)O w = Z/E sgn(det ky) - det(® o m)’](u) wr(P(ke(u))) du
= Z /O sgn(det ) - det(® o k)" (u) - wr(P(ke(u))) du
= Z/ det & (rk(u)) - | det k()| - wr(P(ke(w))) du

S / . 4t 0 0) o (B(0)) do = / det O (1) - wy (®(v)) dv

Koﬁen

- /K det (1) - wy (®(v)) do.

Fiir den Beweis der zweiten Aussage greifen wir auf die erste zuriick:

¢
77:/ no= 5/ 5/det(IDOL n1(P(p(uw))) du.
/8(4)03/4) Podk kz:; k fI)OLko)\k Z k k) I( (k’( )))

¢
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32.3 Orientierte Wiirfel

ez +e3

€3

el +e3

e2

€0

€1

47

e1 +ez2+es3

e1 +e2

Beispiel fiir p = 3. Der Wiirfel ist unterteilt in sechs Teilpolyeder, die sich als Pyramide mit
den sechs Dreiecken in den drei am Ursprung anliegenden Seitquadraten als Grundflache
und dem dem Ursprung diagonal gegeniiberliegenden Eckpunkt als Spitze ergeben.

Fiir jede p-Permutation J = (j1, j2, . - -

,Jp) € TP betrachten wir den linearen Automor-

phismus
( RP — RP
T (o1 4+ 2y +a3+... 1) €
_ ' To + (zo+ 235+ ...+ 1,) €,
Vir.ip 5 | + (23 + ...+ ) e
L Ty \ + Tp €5,
dessen Ableitung die Determinante
det 7, = sgn(J)
hat. Die Einschrankung v; = vy E, E, — R? auf den Einheitspolyeder E, kann auch
durch die Bilder der p 4+ 1 Eckvektoren charakterisiert werden:
ey 0
€1 = €5
vy €2 €5 T ej
(& T € te, . teg,.
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Der folgende Satz macht einsichtig, dass das Tripel (v, Np, (Np oen) mit

Vp = Z sgn(J) - vy

Jezr!
N, = [0,1]7
Npogen = {UGRP v €10,1[, k€ {1,...,p}, vy # vp fiir k:%%}

als orientierten p—FEinheitswiirfel bezeichnen kann.

Satz 26 (Zerlegung des Einheitswiirfels in Polyeder)
Der orientierte p—Einheitswiirfel (v, Np, Np ofen) 5t €in p—-Kompaktum, das heifft:

(i) Das ,,Bild” des orientierten p—Finheitswiirfels ist gleich dem Einheitswiirfel:

U wi(E) =N,

Jezp!

(ii) Die inneren Kerne der Bildmengen der Simplexe bilden eine Zerlegung:

U w(E) = Npwoo  w(BE)NvHE) = @ fir J,J €T, J#J,

Jezp!

Beweis

(0) Wir beweisen zunéchst die Aussage (i) per Induktion iiber p € N. Fiir p = 1 ist sie
trivialerweise erfiillt. Wir nehmen an, sie sei fiir p — 1 € N bewiesen.

Zeichnung p =2, p+1=3.

(1) Es sei @ € [0,1?. Da 1 = (1,...,1) = vy(e,) fiir alle J € I kénnen wir den Fall
a = 1 ausschlieBen.

(2) Es sei jetzt ¢ € {1,...,p} eine Koordinatennummer, so dass
a, = X = min{a,...,a,} € [0,1].

Wir definieren den Vektor
a1=A
Y
v) = | 0| e 0oy x 0.1 s 0,177 x {0},
ap—A\
Y

wobei 7 = 77! der lineare Isomorphismus ist, der die ¢-te und p-te Koordinate vertauscht.

(3) Nach Induktionsvoraussetzung, angewandt auf [0,1]P!, gibt es eine (p — 1)-
Permutation (j; ... j,-1), so dass

T(v(@)) € Vi g (Epa) X {0} C vy, 1p(Ep)-
(4) Es ist dann

v(a) € T(’/jl..~jp—1p(Ep)) = V}'l..‘}p,lq(Ep)
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mit der Permutation J. , die aus J durch Vertauschung der Koordinatennummern p und ¢
hervorgeht.

(5) Da
a = A+ (1-=Xwv(a),

auf der Verbindungsstrecke der beiden Punkte v(a),1 € v5, 5 | (E)p) liegt, ist auch

Ep),

womit Aussage (i) gezeigt ist.

ae lem’jpflq(

(6) Es bleibt die Aussage (ii) zu beweisen. Zunéchst stellen wir fest, dass

p

B = {ue RP

up >0,k e{l,...,p}, u1+...+up<1}.

Aus der zweiten Darstellung fiir die Abbildung v; zu Beginn dieses Abschnitts ist ersicht-
lich, dass die Koordinaten eines Vektors

v € ((Ey))° =vy(Ep)
paarweise verschieden sind, ungleich 0 und ungleich 1 sind. Das bedeutet v € N, jgen-

(7) Eine Durchsicht der Induktionsteilschritte (1) bis (4) zeigt dann, dass die Auffindung
der Permutation J fir a € (v;(E,))° eindeutig ist, es kann also nicht eine Permutation

J % J mit a € (v5(E,))° existieren.

Beachte dazu noch, dass der in Schritt (1) dokumentierte Fall bei jedem Induktionsschritt
ausgeschlossen ist, dass insbesondere in (2) nur genau eine Koordinatennummer ¢ mit
minimaler Koordinate a, ausgewéhlt werden kann und dass mit a auch v(a) paarweise
verschiedene Koordinaten aufweist. ¢
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Wir definieren die (kanonischen) Wiirfel-Rand—Fléchen als (p — 1)—Fléchen wie folgt:

. Np—l - Np
[/q,O- (UD

...,up,l) — (ul,...,xq,l,(),uqﬂ,...,up,l)
. { Np1 = N
ol (ul,...,up,l) — (ul,...,xq,l,l,uqH,...,up,l).

Satz 27 Der simpliziale Rand vy, des orientierten p-Einheitswiirfels vy, besteht aus 2p
durch das (p — 1)-Kompaktum N,_ parametrisierte (p — 1)-Fldchen:

p

vy = Z(—l)qH [‘q,l O V[p—1] — g0 ©° VLp—lﬂ :

q=1

Der g—te Summand gibt gerade die beiden Seiten des Wiirfels in q—Richtung wieder.

Beweis
(1) Fiir den Rand von vy = 3~ ;7 sgn(J) - vj,..5, gilt

P
vy = > (=17 sen(J) vy, 0 So.rp
r=0 Jezp!
T'io rip
= > sen(d) vy 051+ (<1 S s80(T) -, © 50,0
Jezp! Jezp!
+ Z (=1)" Z sgn(J) - Vji..jp © S0..7...p
’I’E{l 7777 p—l} JEIP!

(2) Als Vorbereitung fiir die weitere Verarbeitung der ersten Summe (r = 0) definieren
wir eine ,,Permutations—Aquivalenz”

{ 77— {1,...,p} x I~V
J=01-gp) = (Gilir- gp1) = (alJ)

mit Hilfe des folgenden Diagramms:

1 2 o e e p
il o o p |1 e p—d
Jilde o o e Gull o o e

Der Ubergang von der ersten zur dritten Zeile auf der linken Seite des Doppelbalkens wird
durch die gegebene Permutation J = (ji,. .., j,) bewerkstelligt.

Man sieht, dass J als Nacheinanderausfiihrung zweier Permutationen, einer Durchféddelung

,,j1 nach links” und einer Permutation J der (p — 1)-Menge {1,... ,jAl, ...,p} — bei
fixierter erster Stelle — geschrieben werden kann.

Durch eine (kanonische) streng monoton—bijektive Abbildung

{1, p—1y = {1,... ji,....p}
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die in der zweiten Zeile des Diagramms veranschaulicht ist, kann die Permutation J in
eine Permutation
J = X'oJoA

der Menge {1,...,p — 1}, also ein Element von Z®~Y'  transformiert werden. Damit ist
die Aquivalenz als Abbildung definiert. Die Bijektivitdt und die Umkehrabbildung ergibt
sich durch ein Riickwartsdurchlaufen innerhalb des obigen Diagramms.

Auf dem Diagramm ist erkennbar, dass

sgnJ = sgn(J) - (—11 = sgn(J) - (—1p
(3) Die Abbildung
Vii.jp © S1.p  Ep1 — [0, 1]7

hat die Form

) 3\

€0 @ (e
€1 €2 €jy T €5y
S1p v Ci T € T Ejy
€p—1 ) ep ] \ 6]'1 + €j2 4+ + ejp,

woraus die Beziehung

le---jp © 81---p = le,l © V_]Tl...‘jp_l

entnommen werden kann.
(4) Fiir die erste Summe in (1) gilt dann

> sen(J) vy, 051,

Jezp!

= Y sgu(d) (1) 0w 5

Jezp!

p
= > 3 seld) (Do g,

J1=1 jez(p—1)!

p

= Y (=D > sen(J) - 1gn 005
g=1 Jez(r—1)!
p

= D ()" g0 > sen(J) vy
q=1 Jez(r—1)!
p

= > (D)™ oy

q=1
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Das ist die Kette der ¢ Seitwiirfel, die den dem Ursprung diagonal gegeniiberliegenden
Eckpunkt e; + ... 4+ ¢, des Wiirfels enthalten.

(5) Die zweite Summe in (1) wird in drei Schritten bearbeitet, die analog zu (2) bis (4),
dabei aber nicht einfach stur—kopierbar, sind.

Die Permutations—Aquivalenz
{ 77— {1,...,p} x TV
J = (Jl = -jp) = (]1 x -jpfl‘jp) = (J‘jp)

wird mit Hilfe des Diagramms

jl jp—l jl jp—l jp

definiert.

Man sieht, dass die Permutation J (erste — dritte Zeile rechts) als Nacheinander-
ausfiihrung zweier Permutationen, einer Durchfédelung ,,j, nach rechts” und einer Permu-

tation J der (p—1)-Menge {1, ... ,jAp, ..., p} — bei fixierter letzter Stelle — geschrieben
werden kann.

Durch eine (kanonische) streng monoton—bijektive Abbildung

die in der zweiten Zeile des Diagramms veranschaulicht ist, kann die Permutation J in
eine Permutation

J = AloJo\

der Menge {1,...,p — 1}, also ein Element von Z?~Y" transformiert werden. Damit ist
die Aquivalenz wieder wohldefiniert.

Auf dem Diagramm ist erkennbar, dass

senJ =sgn(J) - (=1)P % = sgn(J) - (=1)P 7.
(6) Die Abbildung
Vjy..jp © S0..p—1 1 Bp1 — [0, 1]

hat die Form

3 3

€0 €o (0
€1 €1 €j1
e, +e
S0 1 v J1 J2
. = (%)
ep-1 ep1 L €y T €+t + €5, 1,
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woraus die Beziehung

Vji.jp © 80.p=1 = Ljp0 O V5 5|
entnommen werden kann.
(7) Fiir die zweite Summe (r = p) in (1) gilt nun

(—1)p Z SgH(J) *Vji..5p © S0..p—1

Jezvp!

— (_1)1) Z SgH(J) ) (_1>p_jp “ljp,0 O V5 G

Jezp!

p
=Y > sl (=17 00055,

Jp=1 Jez(»-1)!

p

= Y (=1 Y sen(J) - ig00vy
q=1 JeZ(p—1)!
p o~

= Y (=1)7-rg00 D sen(J) vy
q=1 Jez(r—1)!

= Z(_l)q'bq,oo’/[p—l]
q=1

Das ist die Kette der p Seitwiirfel, die den Ursprung enthalten.

(8) Als letztes bearbeiten wir noch — fiir festes r € {1,...,p — 1} — die Summanden

Z sgn(J) - vj,.j, © S0.7.p

Jezp!

aus der dritten Summe in (1). Ein einzelner Seit-Simplex
VyjOSo.7.p: Ep—l — Ep — Np

bildet die Eckvektoren von E,_; wie folgt ab:

60 ) 60 3\ ( 0
€1 €1 €1
€9 €j; + €y
SO,'i;Np 'g : .
€r—1 €, + €4y +.o..+ €jr_1
eT‘+1 ejl + €j2 + ttt + €j7,71 + ejr _'_ ej7'+1
€p—1 €p ) e el P + €5,

Im Vergleich zu v; fehlt im Bild genau der Eckvektor e;, +e€;, +... +¢;_, + ¢, in der
(r +1)-ten Zeile.

In der dritten Summe kommt fiir festes r ein bestimmter Simplex

Vji..jp © S0..7.p = V5, 5, © S0..7..p
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immer zweimal — zugeordnet zu zwei Permutationen .J und J mit s Grs1) = Gratsgr) —
vor. Da die Vertauschung (j,, jr+1) — (}m}r—i—l) innerhalb einer Permutation gerade eine
Anderung des Signums bedeutet, haben diese beiden Summanden jeweils verschiedene
Vorzeichen. Die gesamte dritte Summe verschwindet daher. ¢



S. Hilger — Analysis 4 — SS 2009 55

Formeln 28 (Integration iiber den orientierten Einheitswiirfel)
Es sei X CR" und ® : N, = X eine p—Fliche.

(i) Ist w = wrdx! eine reine p—Form in X, so gilt

/%V[p] ©T /N det "' (u) - wr(®(u)) du.

i) Fiir eine reine (p — 1)—Form n = nydx’ in X qilt:
p n=mn g

Ji =
A(Povy)

P

S

q:l prl

v=1

[(det(@')[ Nro @) (ur, ..., Ug—1,V,Ug, ... ,up,l)] du.

l.g.p’
q.-p =0

Man beachte jeweils den Spezialfall, dass p = n oder zusdtzlich ® : () — RP die kanonische
Teilmengen—FEinbettung ist.

Beweis
(i) folgt durch Einsetzung des p—Einheitswiirfels in Sétzchen 33 (i).
(i) Wegen
det(® o tgn)"(u) = det(P)] g ,(tq1(u))
det(® 0 10)"(u) = det(P)] g ,(tq0(u)
tga(u) = (ug, ..., ug—1, L, ug, ..., Up_1)
tgo(w) = (w1, ..., ug—1,0,q, ..., Up_1)

erhélt die Formel (ii) aus Sétzchen 33 hier die folgende Gestalt:

/8(q>ol,[p]) n = i(—l)qﬂ [/ det(P o Lq,l)ll(u) 1 D(1g1(w))) du

q=1 prl

B /N Aet(® 0 14.1)" (1) - 1y (D141 (1))) ]

p—1
p

= S0 [ det(@) () m( (s (0) du

q:l Np*l

B /N det(CD')é(Lq,o(U)) “nr(P(eg1(w))) du}

P
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32.4 Orientierte Quader

Es sei jetzt ein p-dimensionaler kompakter achsenparalleler Quader
Q = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [(lp,bp]

fest vorgegeben.

Die affine Abbildung

N, = @
Ul ap + (bl — al)ul
aq - . . .

Up ap + (by — ap)uy
mit positiver Determinante der Ableitung
detag = (b1 —a1) - ... (b, — a,) = vol(Q)
bildet den p-dimensionalen Einheitswiirfel IV, bijektiv auf den Quader @ ab.

Es bedarf keiner weiteren ausfiihrlichen Begriindung, dass das Tripel (ag o v, @, Qugen)
Mit Qopen = Q(Npomen) €in p-Kompaktum darstellt. Fiir den Rand gilt dann offenbar:

p
INagovy) =agod(yy) = ago (Z(—l)“l [tg.1 © Vjp—1] — Lg0 © V[mﬂ)

g=1
P

= Y (=)™ [ag o g1 o vy — ag oty 0 V1)
q=1

mit den Abbildungen N,_;—parametrisierten

U O Lot Np—l — [al,bl] X [ag,bg] X ... X {bq} X ... X [ap,bp]
@7 tal - u o= (Ury ., U1, by Ugs e Up)

U O L Np—l — [al,bl] X [ag,bg] X ... X {aq} X ... X [(lp,bp]
@7 %0 u o= (Ury . Uget, Qg Ugs - Up)
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Es lassen sich die Formeln 28 ohne weiteres auf die neue Situation verallgemeinern:

Formeln 29 FEs sei X CR" und ¢ : Q — X eine p—Fldche.

(i) Ist w = wrdx! eine reine p—Form in X, so gilt

/ w = / det @7 (u) - wr(®(u)) du.
Doagory, Q

i) Fiir eine reine (p — 1)—Form n = nyda’ in X qilt:
p n=mn g

Jromnan ™
8(<I>oaQou[p])

p

v=bq
Z(_l)q+1 /A [(det<®,){...a\...p "N o (I))(ub sy Ug—1, U, Ugs - - 7up*1> _ du
=1 Qi v=aq
mit Q1 = [a1,b1] % [az, ba] X ... X [ag, by] X ... X [ap, b,)].

Man beachte jeweils den Spezialfall, dass p = n oder zusditzlich ® : ) — RP die kanonische
Teilmengen—FEinbettung ist.
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32.5 Orientierte Kugeln

Wir betrachten die in den Abschnitten 29.1 und 29.2 eingefiihrte Kugeliiberlagerungsab-
bildung £ : @ — RP mit dem Quader ) der Kugelkoordinaten.

Die Einheitskugel B im RP kann als p-Kompaktum (8, B, B.g..) beschrieben werden.
Ihr liegen die folgenden Daten zugrunde:

o Q=10,1] x [0,27] x [, 5] X -+ x [=F, 5] der p-Quader der Kugelkoordinaten,
e B ist die Einheitskugel als kompakte Menge, B, g, wie in Abschnitt 29.2 beschrieben.

e (3:(Q — B ist die Kugelkoordinaten—Abbildung

( Q — B
cospcosthcostly --- cosl,_3 cosb, o
0 sin ¢ cos ) costly --- cosl,_3 cosb, o
5. © sinfy cosfy --- cosl,_3 cosb, o
' 01 =u — v=9p

cosl,_3 cosl, o
Op—2 sinf,_3 cosf, o
sin 0,9

e mit Determinante

det B'(u) = ¢ 'cosb cos®ly ... cos? %0, o

® B, = [oagovyy ist die durch Vorschalten der Quaderkette ag o vy, gegebene
,, Kugelkette”,
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Satz 30 (Rand der Kugelkette)
Der Rand der Kugelkette ist gleich der ,,Sphdrenkette”:

05[]3] = f oQp O V[p—l}-

Dabei ist
T T
P = [0,27] x [—5,5] X e X [—5,5]
( P - S
cospcosthcosbly --- cosb,_g cosb, o
sin g cos by costly --- cost,_3 cosl, o
¥ sinf; costy --- cost,_3 cosl, o
¢ ‘ =v

Qp.—Q cos 0p—3 cosl,_o
sinf,_s cosf,_o
sin (gp,Q

die Spharenkoordinatenabbildung aus Abschnitt 29.3.

Beweis Zunichst ist

86@] = a(ﬂ oQg o l/[p]) = 5 octgo al/[p].

1

Fiir eine reine (p — 1)-Form n = nydx’ in einer RP—offenen Umgebung von S gilt dann

mit Formeln 29:

Jos? = Lo
8ﬁ[p] ,BoaQoal/[p]

P t=b,
Z(—l)qJrl /A [(det(ﬁ’){_@np N0 B) (U1, Vg1, 8, Vg, - oy Up1) _ dv =
q=1 1 =aq

™ T ™ T

(mit Q7 = [0,1] x [0,27] x [-=, —575] )

J/

g—ter Faktor fehlt

Bei ¢ = 2 ist as = 0 und by = 27. Da 8 nur iiber die Funktionen cos und sin von ¢
abhéngt, gilt

B(Q? 271—7917 s aep—2) - B(Q>O>917 s 79p—2)7

was ein Verschwinden des Integranden fiir » = 2 nach sich zieht.

Firqg=3,...,p—2ist aq, = =5 und b, = +7. Da ( nur iiber die Funktion cos von 6,
abhéngt, gilt
T T
ﬁ(Q7907917"'7+§7"'79])—2) :B(Qagp7017"'7_57"'7612—2)7

so dass auch hier die Integranden verschwinden.

Es bleibt noch, den Summanden fiir ¢ = 1

o=1

| [@eth o o0 g1, )]

0=0
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zu verarbeiten.

Fiir o = 0 ergibt sich kein Beitrag, da die Determinante Faktoren p enthélt. Damit sind
wir bei

/Qi(det(ﬂ’)é...p nroB)(1,¢,01,...,0, 5))dv
= /(det &1 nro&)(p,by,...,0,2)dv
b

-

angelangt. ¢
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Formeln 31 Es set X CR" und & : B — X eine p—Fldiche.

(i) Ist w = wrdx’ eine reine p—Form in X, so gilt

/ w = / w (p—Flichenintegral)
(boﬂ[p] (]

_ /B det &7 (1) - wy (D)) do
_ /Q det & (B(w)) - det B (w) - wy (D(u)) du.

(ii) Fiir eine reine (p — 1)-Form n = nydz! in X gilt:

/ 77 — / /]7 ((p — 1)—Fléchenintegral)
(@) ®og

- /P det(® 0 €)" (u) - 7 (B((w))) du.

Formeln 32 FEs sei X CR™ und ® : B — X eine p—Fldche.

Es sei p=n und X eine offene Umgebung von S. Dann gilt fir eine reine (p — 1)—Form
n=m.rpdet-"T" in X

/ 77 = /T] (Hyperflichenintegral)
9By 3

- /P (Ne(w), P71 (£(w))
— flow i (€, 17).

Dabei sind: P = |0, 27r]><[—g Sxx 25,0
(80 O, .y p 2)
detgll.‘.?...p(u) = (=1, N (u)
(=
(=

u =

1) cosfy...cos?20, 5 & (u)

1>€+1

(nbp—1)f nl...@...n

Beweis Er besteht darin, in (ii) der vorhergehenden Formeln fiir ® die kanonische In-
jektion B — X einzusetzen und dann die bekannten Relationen fiir den Normalenvektor,
das Hyperflichenintegral und fiir die Sphérenkoordinaten—Abbildung zu benutzen. ¢
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33 Der Gauf3’sche Divergenzsatz und die Green’sche
Formel

Die Vorbemerkung gehért in Abschnitt 32.2 iiber orientierte p—Kompakta.
Wir betrachten in diesem Abschnitt die folgende Situation:

e Essei (k, K, K, g..) ein n—-Kompaktum mit n—Kette .

e Der simpliziale Rand von s habe die Darstellung

t
ok = Z(Sk -LkO/\k,
k=1

(bis auf Aquivalenz), wobei

— die (n — 1)-Ketten A\, aus (n — 1)-Kompakta (A, Lg, L ogen) entstammen,
— t : Ly = K (n — 1)-Flichen in (einer offenen Umgebung von) K und
— 0 € {—1,+1} die Orientierung der Randflachen wiedergeben. s

Es wird sich bei all unseren Beispielen herausstellen, dass das ,,Bild der Kette”
gleich dem topologischen Rand der kompakten Menge K ist:

t
Ubk(Lk) = QOPK.

k=1

o &: K — X seieine durch K parametrisierte n—Fléiche in der offenen Menge X C R™.

In einem Sétzchen registrieren wir, dass man bei der Berechnung von Integralen iiber die
Ketten ® o k bzw. ® o Ok die Simplex—Zerlegungen von s bzw. ki ,,vergessen” kann.

Satzchen 33

(i) Fiir eine n—Form w = wy_, dx'" in X gilt

/qmw - /q,“’ = /Kdetq),<u>'Wl...n(q)(u))du.

(i1) Fir eine reine (p — 1)-Form nr in X gilt:

/a(qu) o ; 5k /<I>Obk e ; 6k /Lk det(q) ° Lk)/l(u) ' nl(q)(%(u))) du.
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Satz 34 (Divergenz—Satz)
Wir formulieren die Aussage in den verschiedensten Versionen:

(i) Es sein eine beliebige (n — 1)~Form in X. Dann gilt

Jot = f
Pox A(Pok)

(ii) Es sein=71, 110 7 ndml """ ™. Dann gilt

n

/Kdet ' (u) - (Z(_1)£+18m1“[”n> (®(u)) du

/=1

25‘“/ > det(® 0 1)) g (Bl

Lk =1

(iii) Es seiv ein Vektorfeld in X und dive =), _, o’ die zugehérige Divergenz.
Dann gult:

/Kdivv(@(u))du = Zak/ (N, (1), 0(D(1,(w)))) du

t
= Zék flow ,,_1(® o1y, v) = ﬂOWn—l(Z5k (P owg),v).

k=1 k=1

() Ist zusditzlich ® : K — RP die kanonische Teilmengen—Einbettung, so gilt:

/divv(u)du = Z(Sk/ (N, (u),v(tg(u))) du
K Ly,
t
= Z(Sk flow 1 (tg,v) = ﬂown,l(z Ok Lk, V)
k=1 k=1

(v) Ist insbesondere (3, B, Boge.) das Kugel-n—Kompaktum, so gilt:

/Bdivv(u) du = /P(Ng(u),v(ﬁ(u)))du = flow,_1(§,v).

Bemerkung (1) Fiir n = 3 ist die Aussage (iv) der klassische Gaufi’sche Integralsatz.

(2) Mehr symbolisch—anschaulich als korrekt—mathematisch schreibt man oft:

/divvdV :/ (N, v)dO
K oK

dV steht fiir ,,Volumen—Element”, dO fiir das ,,Oberflichen—Element”.
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Definition Es sei X C R” offen. Wir definieren den Laplace—Operator
A C*(X) — C(X)
' f = Af =divgradf = 03f +...+02f

Man kann auch schreiben:

A=b,odofl,_1objodot
—_——— ——

=div =grad
Ubung: Es ist
div(f gradg) = f - Ag + (grad f, grad g).

Satz 35 (Green’sche Formel)

Es sei (k, K, K ge,) €in n—Kompaktum in X C R"™. Die Funktionen f,g : X — R seien
C2.

Dann gilt

t

/K (f-Ag—gAf) = S 6 / (N, (), (f grad g — ggrad f)((w))) du

k=1 Li

t
= ﬂown,l(z Ok Lk, fgrad g — g grad f).
k=1

Beweis Betrachte das Vektorfeld

v = fgradg— ggradf.
Wegen
dive = div(fgradg —ggrad f) = [fAg — (grad f,grad g)] — [gAf — (grad g, grad f)]
= [fAg—gAf.

Die Anwendung des Divergenz—Satzes (iv) liefert die Behauptung. ¢
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34 Kohomologie — Das Poincare Lemma

34.1 Exkurs in die Topologie
Definition

(1) Eine Teilmenge X des R" heifit zusammenhingend, wenn sie nicht durch eine Uber-
deckung zweier disjunkter nichtleerer offener Mengen trennbar ist. Das heifit, eine Dar-
stellung als

X = (XNO)U(XNOy) mit O;NO0s=, O;,05 nicht-leer, offen

ist unmoglich.

(2) Oft (Funktionentheorie, Partielle Differentialgleichungen) wird eine nichtleere offene
und zusammenhéngende Teilmenge des R™ ein Gebiet genannt.

Definition Es sei X C R" ein Gebiet und a € X.
(1) X heifit sternformig (bzgl. a), wenn fur jedes x € X die Verbindungsstrecke zu a

{(1—>\)x+)\a ] \e [0,1]}

ganz in X enthalten ist.

(2) X heifit zusammenziehbar (auf a), wenn es eine stetige Abbildung (Kontraktion) F :
X % [0,1] — X gibt, so dass

F(z,0) =z fiir alle z € X, F(z,1) = a.

Definition X C R” sei ein Gebiet.

(1) Es seien zwei Kurven v,7 : [a,b] — X mit gemeinsamem Anfangs- A und Endpunkt
B gegeben. Die beiden Kurven heiflen zueinander homotop (relativ der Endpunkte), wenn
es eine stetige Abbildung

I':a,b] x[0,1] = X

gibt, so dass

[(a,s) = A

I'(b,s) = B

F(t’ ) = ’Y(t)
(t,1)

—
— O

= (1)

2

fir alle s € [0,1] bzw. t € [a,b].

(2) X heifit einfach zusammenhingend, wenn jede geschlossene Kurve « in X homotop
zu einer Konstant—Kurve ist.
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Satzchen 36 FEs besteht die folgende Hierarchie von Figenschaften:

konvex —
sternformig = —>
zusammenziehbar -

einfach zusammenhdngend.

Die Umkehrung ist jeweils nicht gegeben.

Beweis (1) Die erste Implikation ist trivial: In einem konvexen Gebiet sind mit zwei
beliebigen Punkten die Verbindungsstrecken enthalten.

(2) Man wahle als Kontraktionsabbildung
F(z,\) == (1 =Xz + Aa.

(3) Eine geschlossene Kurve « ist vermittels der Abbildung
L, A) == F(y(t), )

zur konstanten Kurve 5 = const, homotop.

(4) X = R\ {0} ist einfach zusammenhingend, aber nicht zusammenziehbar. ¢
Ein offener Kreisring
X = {zeR’p <] <o}

ist nicht einfach zusammenhéngend.
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34.2 Geschlossene und exakte Differentialformen

Definition Es sei X C R" offen und w € QP(X) eine p-Form.
(1) w heiBt geschlossen (closed), wenn dw = 0. Wir schreiben

QP (X) = ker(d: QP(X) — QPT(X)).

(2) w heifit exakt (exact), wenn es eine (p — 1)-Form & gibt, so dass
w = dE.

Wir schreiben
0 (X) = d@r(X)).

(3) Zwei geschlossene Differentialformen 7 und w® heifien kohomolog zueinander (sym-
bolisch: 1 ~ w®), wenn ihre Differenz exakt ist.

(4) Wir setzen weiter
ch (X> = @ Qfl (X)
=0

Q.(X) = PaLX)

Erste Beobachtungen:

(0) Alle n—Formen sind geschlossen: Q7(X) = Q"(X).

(1) Die Kohomologie ist eine Aquivalenzrelation auf Q% (X).

(2) Wegen d? = 0 ist jede exakte Form auch geschlossen:
Q7(X) € Q(X).

Hochinteressant wird dann die Frage, ob geschlossene Differentialformen auch exakt sind
bzw. wie grof3 der Quotienten—Vektorraum

QLX) = QE(X)/Q(X)

der Aquivalenzklassen von ,,geschlossenen modulo exakten” p-Formen ist.
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Satz 37 Es seien wM, w® nWn®@ € Q (X)) mit
WO w®, ) @

(i) Fir eine C'~Abbildung f : Y — X ist
f*w(l) ~ f*w(Q).
(i)
W A D) @ A,

(iii) Ist ¢ € V,41(X) eine (p + 1)-Kette, so gilt

/(JU:/‘M%
o o

Beweis
Es seien
w® — @ = g
77(1) _77(2) = dC
(i) Es ist einfach
f*w(l) _f*w(Q) _ f*(w(l) _w(z)) _ f*(df’) _ d(f*f)-

= WM A(dQ) + (d€) A
= dwM AC+EARD).
(iii) Mit dem Satz von Stokes gilt:

/W(w(l)—w@)) = /deg = /wddfzo.

Es sei in X =R"\ {0} die (n — 1)-Form

n
T,

w = -1 r+1 _ dxl...r...n
Z( ) (22 +...+22)2

r=1

gegeben. Thre duflere Ableitung ist die n—Form

i xZ
do = >0 | gt
; (22 + ...+ 22)2
_ i@f% Fap)t — 25 (@l ) L
— (22 4 ... 4 22)"
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34.3 Das Lemma von Poincaré

Es sei jetzt X C R" eine offene Menge. Fiir ein festes € > 0 bezeichne
Y = Xx]—gl+4¢

einen offenen ,,Zylinder” iiber X. Die Elemente bezeichnen wir mit

(yla s aynayn—H) = (3717 cee ,Z’n,t).

Das Zuriickziehen der natiirlichen Projektion Y — X besteht in der natiirlichen Abbil-
dung

w = Y cw(z)ds’ — w*

2.

wobei die Komponentenfunktionen wj des Bildes w* € Q(Y") gegeben sind durch

. { QX) — Q)

1eg (") wi(y) dy’,

I = wr(y1,...,yn), falls IeZ(Z),
w[(yb <y Yn, yn-l—l) { O’ £alls s 7

Dies kommt auch durch die Angabe

wt = Z wi(x,t)da’ = Z wr(w) do’
1ez(5) rez(?)

zur Geltung. Die Funktionen wj héngen gar nicht von der Variablen ¢ = y,,.; ab. In den
Produkten dy’ treten keine Faktoren dy"*! auf.

Auf diese Weise wird die dulere Algebra 2(X) zu einer Teilalgebra von Q(Y).
Es gibt dann eine ,,Zwischenalgebra”

QX)) = Q) <= Q)
die wie folgt definiert ist:

Q(Yy) = { Z wr(z,t) dxl}.
rez(?)
Sie enthélt die p-Formen aus Q(Y), bei denen die Komponentenfunkionen auch von ¢ =

Yn+1 abhingen, es treten aber nach wie vor keine Faktoren dy"*! in den Produkten dy’
auf.

Die Elemente von €(X) kénnen auch als eine durch ¢ €] — ¢, 1 + ¢] parametrisierte Schar
von p—Formen auf X aufgefasst werden.

Wir definieren einige Operatoren Q*(Y) — Q*(Y") durch ihre Wirkung auf reine p-Formen:

O twrdr’ —  (Oppwr) da’

dy wrde! — (Z Op wr dx£> A dat
=1

1
/-dt:w;dxl — (/ w;dt) dx!
0



S. Hilger — Analysis 4 — SS 2009 70

Formeln 38 Fiir eine p—Form w € Q*(Y') gilt:
dv = dyw+dt \Ow

/Olatw(~,t) dt = w(-,1)—w(-,0)

d(/olw(-,t)dt> - /01 (dyw) dt

Dabei ist d die ,,normale” duflere Ableitung fir eine Form in Q(Y).

Beweis Es geniigt, reine p-Formen w; dz! zu betrachten. Dann ist

dw = (Z Oy wy da’ + Oywy dt) A dxt = dyw + dt A dw.

(=1

Die anderen beiden Formeln sind Anwendungen des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung. Man beachte auch, dass Integration (iiber ¢) und Differentiation (nach
x) vertauschen. ¢

Satz 39 (Poincaré—Lemma) Fir p > 1 ist eine geschlossene p—Form w in einem zu-
sammenziehbaren Gebiet X exakt.
Beweis

(1) Da X zusammenziehbar ist, existiert die C'~Kontraktionsabbildung
F:Xx[0,1] =X mit F(z,0) =2, F(z,1)=a

mit der n x (n + 1)-Matrix F'(x,t) als Ableitung.

(2) Es sei w = EIE (n) @1 dz!. Wir betrachten die von X auf Y zuriickgezogene p-Form

T\P

Fro(@t) = Y > det(F))(z, t)w(F(x,t)) dy’
1ez(3) sez("3)
= > det(F") (x, t)wr(F(x,t)) dy” +

IEI(Z) Jez(nltl)

— (TS detF (Pl ) doi ) At +
IEZ(Z) JEZ<Z)
Qet(F)} o, or (F(a, ) do”

{eZ(Z) JeZ(g)

S/

14

I
A
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(3) Es ist
C(x,0) = Y > det(F)j(x,0)wi(x)dz’ = w(w),
IGI(Z) JeI(Z) =6t
C(z,1) = Z det(F)! (2, 1) wi(a) dz’ = 0.
rez(#) sez(3) =0

(4) Als néchstes betrachten wir die Zuriickziehung von dw =0in Y

0 = F'(dw) = dF'w
= d((—dtAn) = d(+dt Ndn
= (d ¢ +dt NO) +dt A (den + dt A Oyn)
= d,(+dt N (0 ¢+ dym)

¢ und d,( sind Elemente von 2*(Y') und enthalten daher keine Faktoren dt. Deshalb muss
gelten:

(5) Insgesamt haben wir dann

d(/olndt) - /Oldxndt - —/Olatgdt — ((2,0) = ((z,1) = w.
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34.4 Die LP-Raume

Im folgenden seien die beiden Konstanten p, ¢ > 1 durch

1 1
-+-=1 = q:L “— p:L

P q p—1 qg—1
verkniipft.

Hilfssatz 40 Fir (x,y) € (R™)? gilt die Abschitzung

P q
xy§—+y—.
p q

Beweis Fiir festes y bestimmen wir das Minimum der partielle Funktion

Die einzige Nullstelle der ersten Ableitung
fl@)=a"" —y.
ist yp%l. Diese Stelle ist wegen

p

T
flry = +zﬂ¢w:wl(rh_ozo
p q

eine Nullstelle und dann wegen

f@z%zo
lim f(z) =400

T—r00

eine Minimumsstelle.
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Satz 41

(i) Fiir zwei Funktionen f,g € F(R?) sei das Produkt wohldefiniert. Dann gilt

[ < (/Wﬂﬂé(jwmﬂé

(ii) Fiir zwei Funktionen f,g € F(R?) sei die Summe wohldefiniert. Dann gilt
f v f v o\
([rear) < (fe) ([ )
Beweis

1
(0) Im Fall <fﬂ |f|p) " =0 ist (sehr ausfiihrlich)

({ﬂfp);O
[ ur=o

—

= |f|P =0 fast iiberall

— |f| =0 fast iiberall

— f =0 fast iiberall

= lfgl = fast iiberall
f

= 1f gl =

und daher die Ungleichung erfiillt. Im Fall [ f | f|P = oo ist die Ungleichung ebenfalls trivial
erfiillt. Wir konnen also [ f |f[P € RT und dann entsprechend [ f lg|? € RT voraussetzen.

(1) Durch Multiplikation mit positiven Konstanten kénnen die Funktionen f und g un-
beschadet der Giiltigkeit der Ungleichung im Satz dahingehend verdndert werden, dass

[lir=1= 1o

(2) Fiir festes x € R? ist aufgrund des Hilfssatzes

1 P 1 7)]9
[f@)-g(@)] < 2 H@)F + - lgl@)]

und deshalb

T 1 [ 1 [ 1 1
[arsl < o fures [Tgr=2eo-1
P q P q
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Die zweite Aussage kann man durch die folgende Ungleichungskette nachpriifen. Dabei
kann man ohne weiteres annehmen, dass die Nenner nicht Null sind.

1

(/ﬂ|f+ ‘p)p ST+ gl SIS+ gl glf 4 g
ar) = _

(/*1f + )" (F101F + g
JUSAS gl [Tl 1 gl
(S Qs +gbne)" (107 +gl1ye)”

() (] o)

IN

IN
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Definition (1) Eine Funktion f : R? — R heifit lokal integrierbar, wenn fiir jede kom-
pakte Menge K C R? die Funktion f - xx integrierbar ist.

(2) Die Menge der lokal integrierbaren Funktion(—sklass)en wird mit
Lo (RY) bzw. Ly, (RY)

bezeichnet.
Eine einfache Beobachtung halten wir fest im

Satz 42 Fir eine Funktion f : R? — R sind dquivalent die Aussagen:
(A) fe LY (RY)
(B) f € Li(RY) und [ f < +00.

Beweis Die Implikation (A) = (B) ist trivial. Ist umgekehrt (B) erfiillt, so konvergiert
die Folge (f - X[—n,+n)¢)nen integrierbarer Funktionen stellenweise gegen f. Der Satz von
Lebesgue sorgt fiir die Integrierbarkeit der Grenzfunktion. ¢

Wir definieren den Vektorraum

o) = {recam)| [ <o)
und auf ihm das Funktional
LP(RY) — R
-1y - ﬂ ,
foe (SM1r@P)

Die Eigenschaften sind im néchsten Satz aufgelistet:
Satz 43 Fir zwei Aquivalenzklassen f € LP(R?), g € LY(R?) und o € R gilt:

(1) |fl,=0 <= f=0 (fast iberall)

(i) llec- fllp = laf - [[ £l
(i) ||f + gllp < [ f1lp +1lgllp

Das bedeutet wieder, dass der Vektorraum der Aquivalenzklassen fast tiberall gleicher Funk-
tionen

@Y = {in]rsecmy)

mit dem Funktional |- ||, ein normierter Vektorraum ist.
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35 Skalare Gewohnliche Differentialgleichungen

35.1 Beispiele
Beispiel 1: Betrachte die (Differential-)Gleichung:

I —_—

y=-z-y

Gesucht ist eine Funktion y mit Variabler z, die diese Gleichung erfiillt. Uberpriifen Sie
(mit Hilfe der Kettenregel), dass die Gauf$’sche Glockenfunktion

[V

T

y(r) =e >
eine Losung darstellt. Gibt es noch andere Losungen?
Beispiel 2: Es seien K und R zwei positive Konstanten. Die Differentialgleichung
r=—Kzr— Rx

beschreibt die Bewegung eines Korpers, der von einer Schraubenfeder angetrieben wird
und dabei einer Reibung unterliegt.

e Der (doppelte) Punkt iiber dem z bedeutet die erste (bzw. zweite) Ableitung nach
der Zeitvariablen t. Die Ausdriicke & bzw. & stehen also fiir die Geschwindigkeit
bzw. Beschleunigung des Koérpers.

e Die Beschleunigung (Bremsung) & (linke Seite) wird hervorgerufen durch die Fe-
derkraft —Kx (Gemé& Hooke’schem Gesetz ist sie proportional zur Dehnung = der
Feder) und durch die Reibung —R% (sie ist proportional zur Geschwindigkeit).

Wir probieren einen Ansatz:

x(t) = e % sin(w-t)
i(t) = —pe ? sin(w-t) +we - cos(w - t)
i(t) = o’ % sin(w-t) — 20we % - cos(w - t) — w?e % - sin(w - )

Setzen wir diese Funktion und ihre Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so ergibt
sich

0 —w?=—K+Rp — 20w = —Rw?

und daraus

R R?
_ — /K-
e=5 w 1

Weisen Sie direkt nach, dass die gedampfte Schwingung

z(t) =e 7 -sin (,/K_ R{ -t>

eine Losung der Differentialgleichung darstellt.

Gibt es noch andere Losungen? Gibt es systematische Verfahren zur Losung? Weifl man
von jeder Differentialgleichung, ob es eine Losung gibt?
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35.2 Definition

Wir vereinbaren zunéchst fiir dieses Kapitel, dass N eine feste natiirliche Zahl, D eine
offene Teilmenge von R'*¥ ist. I sei ein offenes Intervall von R.

Definition Ist f: D — R eine stetige Funktion und y : I — R eine N—mal differenzier-
bare Funktion, so heifit y Ldosung der Different(z)ialgleichung (N —ter Ordnung)

(N) (N—l))

y N = fle,y, vy Ly

wenn fiir alle x € I gilt:

Yy (@) = fla,y(@), ¥ (2),y" (@), ...,y ().

(Erinnerung: 4% bezeichnet die i-te Ableitung von 7.) Die Funktion f heift in diesem
Zusammenhang Rechte Seite.

Eine Losung y : I — R heifit maximal oder mit maximaler Definitionsmenge, wenn es
eine ,,umfassendere” weitere Losung y : I — R mit

IS I und  y(z)=g) firzel
nicht gibt.
Bemerkungen

e Eine Differentialgleichung beschreibt also die Aufgabe, bei gegebener ,,Rechter Sei-
te” f eine unbekannte differenzierbare Funktion x — y zu finden. Bei Einsetzung
dieser Funktion und ihrer Ableitungen in die Rechte Seite soll auf der linken Seite
die N—-te Ableitung (linke Seite) herauskommen.

e Da auf der linken Seite die N-te Ableitung explizit (aufgelost) auftritt, spricht man
auch von einer expliziten Differentialgleichung (N—ter Ordnung). Beispielsweise ist

sin[(y')’] + y* = cos(x)

keine explizite Differentialgleichung (erster Ordnung). Fiir die expliziten Differen-
tialgleichungen existiert eine geschlossene Theorie. Nicht—explizite Differentialglei-
chungen kann man unter Umstdnden mit ad-hoc Methoden 16sen.

e Es sei

y(N) = f<x7 y? y/7 R Jy(Nil))

eine Differentialgleichung N—ter Ordnung und (xg, ¥o, ¥1, - - ., yn—1) ein Punkt in der
Definitionsmenge D. Stellt man an eine Losung y der Differentialgleichung zusétzlich
die Anfangsbedingung, dass

y(zo) = yo, Y (z0) = 1, . -y(N_l)(xo) = YN-1,

so spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP). Wir werden anhand einiger
Beispiele sehen, dass ,,im Normalfall” AWPe genau eine Losung besitzen.
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Eine (explizite) Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form

yl = f(xay>'

Es ist eine differenzierbare Funktion y : I — R mit y/(x) = f(z,y(z)) fur alle x € I
gesucht. Ein zugeordnetes AWP hat dann die Form

{ y' = f(z.y)

Y(To) = Yo

Oft werden als Variablen auch ¢ statt x und x statt y verwendet. Der Buchstabe
erinnert dann an ,,time (Zeit)”. Der Ableitungsbeistrich wird bei dieser Notation
durch einen Punkt ersetzt. Beispielsweise lauten dann explizite Differentialgleichun-
gen erster bzw. zweiter Ordnung dann

T = f(t,x) bzw. &= f(t,z, ).

Eine Differentialgleichung und ihre Losung konnen auf die folgende Weise geome-
trisch interpretiert werden. Die Ableitung 3/ der gesuchten Funktion an einer Stelle
x kann als Steigung der Tangente an den Graphen der Funktion aufgefasst werden.
Diese Steigung ist also gerade als Funktion von x und y gegeben.

In einem z—y—Koordinatensystem kann man die Zuordnung (z,y) — y'(x) dadurch
graphisch veranschaulichen, dass man an einigen (giinstig ausgewéhlten) Punk-
ten (z,y) € I x R kleine ,, Tangentchen”, sogenannte Linienelemente, einzeichnet.
Es entsteht ein Richtungsfeld. Hilfreich sind dabei Isoklinen, dass sind Kurven in
der (z,y)-Ebene, entlang derer die f(x,y) konstant ist. Das graphische Losen der
Differentialgleichungs—Aufgabe besteht dann darin, Funktionsgraphen zu finden, die
sich an die Linienelemente anschmiegen.
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Beispiel: Wir zeichnen das Richtungsfeld fiir die Differentialgleichung aus dem Anfangs-
beispiel:

/

y=-z-y
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35.3 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

Definition FEine (explizite) Differentialgleichung erster Ordnung heifit mit getrennten
Variablen, wenn es zwei Funktionen h : Dy — R, g : Dy — R (D, D5 offene Intervalle)
gibt, so dass die rechte Seite die Form

fz,y) =h(x)-g(y), (x,y) € D =Dy x Dy

annimmt.

Beispiel: Wir betrachten das AWP erster Ordnung

{ y =—x-y { y' = h(z)-g(y)

y(0) = 1. y(wo) = yo

und l6sen es mit einem formalen (mathematisch nicht abgesicherten) Verfahren. Wir
schreiben die Differentialgleichung als

o =Ty 5 = M) - 9(y)
und dann als Gleichung zwischen ,,Differentialen”

1 1

—dy=—x-dz —— dy = h(x) - dx

Y 9(y)

die integriert werden kénnen. Die Anfangsbedingung legt dabei Integrationsgrenzen fest:

[ 2= [ i -as [ i~ [ nia)-ai
- y: —:L‘ . :L‘ — . y: x . x
1 Y 0 Yo g(y) )

(Der ,,Dach-Akzent” ist fiir die Unterscheidung von Integrationsvariablen und Integrati-
onsgrenzen notig).

Als Resultat erhalten wir:

z? 02
In(y) —In(1) = 5 + 5

wobei G die Stammfunktion von é mit G(yo) = 0 und H die Stammfunktion h mit

H(zy) = 0 ist. Wir wenden — wenn moglich — die Umkehrfunktion der linken Seite an und
erhalten:

_z?
y:e 2

y=G(H(x)).

Man rechnet leicht nach, dass die Funktion auf der linken Seite das zugehorige AWP 16st.
Das allgemeine Verfahren auf der rechten Seite beinhaltet aber problematische Vorgehens-
weisen:

e Falls g(y) = 0 an einer Stelle y ist, darf man nicht einfach durch g(y) dividieren.

e Existiert iiberhaupt die Umkehrfunktion von G?
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Der folgende Satz und sein Beweis stellen das Verfahren auf eine sichere Grundlage.

Satz 44 FEs seien Dy, Dy offene Intervalle, xo € Dy und h : D1 — R, g : Dy — R stetige
Funktionen. Wir betrachten das AWP

{ y' = h(z)-g(y)

Z/(ﬂUo) = Yo-

(i) Ist g(yo) # 0, so gibt es ein offenes Intervall I mit o € I C Dy und eine Lisung
y: I — R des AWPs. Sie kann mit Hilfe des obigen Verfahrens konstruiert werden.

Die Losung ist eindeutig in dem folgenden Sinne: Isty : I — R eine weitere Lésunyg,
so stimmt sie auf dem Schnittintervall I N1 mit y tiberein.

(ii) Ist g(yo) = 0, so ist die konstante Funktion

y(x) = o
eine Losung des AWPs. Es kann auch andere Lisungen geben.

Beweis (1) Da g(yo) # 0 ist, gibt es ein offenes Intervall J; C Dy um yy mit g(y) # 0
fiir alle y € J; Daher ist die Funktion é auf J; definiert und stetig.

(2) é ist stetig und besitzt daher geméf HDI eine Stammfunktion G auf J; mit G(y,) = 0.
(3) Wegen G’ = é # 0 auf J; ist G streng monoton auf J;, deshalb als Funktion

G- J = Sy = G(Jl)
1z — Gx)
umkehrbar. Wegen G(yo) = 0 gilt 0 € J, und G~1(0) = yp.

(4) Die Funktion h ist stetig auf Dy, sie besitzt daher eine Stammfunktion H mit H(z) =
0. Es sei I ein offenes Intervall in Dy mit o € [ und H(I) C Js.

(5) Dann ist die Funktion

y=G'loH:I—->R
wohldefiniert. Wir zeigen, dass es sich um eine Losung des AWPs handelt.
(6) Die Anfangsbedingung ist erfiillt

y(a0) = G (H(z0)) = G~1(0) = yo.

(7) Wegen
V(@) = (6 (H@) - He) = gy - H @) = @) he). ael

(Kettenregel) ist y auch Losung der Differentialgleichung.

(8) Ist ¥ : I — R eine weitere Losung des AWPs, so gilt fiir z € I N 1:

H(m):/xh(:ﬁ)d:%@/x ZACORPCE /yj(w)idzzc;@(x)).

20 w0 9(H(T)) 9(2)
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Die Umformung (*) beruht darauf, dass y Losung ist, in (xx) haben wir die Substitution
z = y(x) durchgefiihrt. Die gesamte Gleichung besagt gerade, dass fiir z € [

y(a) = GTH(H(x)) = y(z)
ist.

(ii) Die erste Aussage kann man direkt verifizieren. Die zweite Aussage werden wir weiter
unten anhand des Beispiels 2 begriinden. ¢

Die Differentialgleichung mit getrennte Variablen beinhaltet zwei interessante Sonderfille
ab:

e Bei der Differentialgleichung
y' = h(z)

héngt die rechte Seite gar nicht von der Funktion y ab. Als Losung eines zugehorigen
AWPs

{y(:)iy)

ergibt sich die Stammfunktion von h:

e = [ “h(@) di + o

o

Dies wiirde sich auch bei Anwendung des obigen Satzes auf diese Situation erge-
ben. Die Linienelemente haben in diesem Fall entlang vertikaler Isoklinen konstante
Steigung.
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e Eine Differentialgleichung

mit D = R x D5) und dann einer von x unabhéngigen rechten Seite heifit autonom.
Es gilt der folgende Satz:

Satz 45 Isty: I — R eine Lisung der obigen autonomen Differentialgleichung, so
ist fir jedes & € R auch die verschobene (,,qeshiftete”) Funktion

{[Jrf — R
r =yl —§)

ewne Losung.

Dies ergibt sich aus der Kettenregel

d

Ey(w —&) =y (z— &) =gylz —9)).

Dies wird auch bei Betrachtung des Richtungsfelds anschaulich klar. Es ist un-
abhéngig von z. Deshalb kann der Graph einer Losung in z—Richtung um ¢ verscho-
ben werden, er bleibt dabei Graph einer Losung.

Die Losung eines AWPs

{ s

mit einer von x unabhéngigen rechten Seite ergibt sich gem&fl obigen Satz als

=

Y)
Yo

y(z) =Gz — o),

wobei G~ die Umkehrfunktion der Funktion y — [¥ 24 mit geeignetem Definiti-

: . Yo 9(%)
onsintervall ist.

Beispiele

1. Betrachte das AWP

y/ — y2
{ 9(900) = Yo

Fiir yo = 0 ist die Losung trivial, im anderen Fall erhédlt man gemé&fl obigem
Verfahren zunéchst die Gleichung

Yy d:& z R
Yo y xo

die mit Hilfe der Stammfunktionen in
1 1
—+ —=x — Zo
Yy Yo
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iiberfithrt wird. Als Losung ergibt sich:
1
r)=——"7—.

y( ) —T+ 2o+ yio

Diese Losung hat fiir x — x + z% eine Polstelle.
2. Wir betrachten das AWP

{ y =21yl
y(0) =0
und {iberzeugen uns davon, dass fiir je zwei reelle Zahlen £ < 0 < ¢ die ab-
schnittsweise durch Parabeléste definierte Funktion y;, : R — R

—(z—k)?, falls x <k,
Yre(z) = 0, falls k<z</,
(x —0)% falls = > ¢,

eine Losung des AWPs darstellt. Die Anfangsbedingung ist erfiillt. Dass die
drei Zeilen die Differentialgleichung erfiillen, weisen wir beispielhaft fiir den
,,schwierigsten” Fall der ersten Zeile nach: Die Ableitung der unteren Zeile ist

[~(x = k) = ~2(x — k) = 2l — k| =2/ (& — B?],

entsprechendes gilt fiir die mittlere und obere Zeile. Wir haben also ein Beispiel
eines AWPs gefunden, das unendlich viele Losungen hat. Eine umfassendere
Theorie der Differentialgleichungen klart auf, das dies auf eine Eigenschaft der
rechten Seite zuriickzufiihren ist, die mit der Nicht-Differenzierbarkeit g(y) an
der Stelle yy zusammenhéngt.

3. Zur Ubung:

y(0)=0
Mit Hilfe der Methode der Trennung der Variablen kann man fiir eine weitere Klasse von
Differentialgleichungen Losungen auffinden. Sie haben die Form
v = flax + by + ¢),
wobei a, b, c € R Konstanten sind. O.B.d.A. kann b # 0 angenommen werden.

Ist y : I — R eine reelle Funktion, so kann man ihr durch eine Transformation
u(z) = azx+ by(x) y(x) = - (u(z) — ax)

eine andere Funktion w : I — R bijektiv zuordnen. Ist y eine Lésung der obigen Differen-
tialgleichung, so gilt

W(z) =a+by(z) =a+bf(ax +by(z) + ¢) = a+ bf (u(z)),
u ist also Losung der transformierten Differentialgleichung,

u'=a+bf(u)
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mit getrennten Variablen.
Als Beispiel betrachten wir das AWP

{ y = (z+y)
y(0) =0

Mit @ = b = 1,¢ = 0 kann sie der obigen Beispielklasse zugeordnet werden. Mit der
Transformation u(z) = x + y(x) erhalten wir das transformierte AWP

v =1+ u?
u(0) =0

mit der Losung u(z) = tan(x). Also ist y(x) = tan(x) — x eine Losung des urspriinglichen
AWPs.
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35.4 Lineare Differentialgleichungen

Definition Eine (explizite) Differentialgleichung N—ter Ordnung heifit linear, wenn die
Definitionsmenge der rechten Seite f die Form D = I x RY, hat und dann die rechte Seite
sich als

¥ = ag(@)y + ar(@)y + ... + a1 (@)™ + b(a) (LDG)

darstellen lasst mit stetigen Funktionen a; : I - R, ¢ =0,...,. N —1und b : I — R.
Wegen des Terms b(z) nennt man die Differentialgleichung zusétzlich inhomogen. Wird
die Funktion b = 0 gesetzt, so spricht man von einer (zugehorigen) homogenen Differen-
tialgleichung

y ™ = ag(x)y + ar(@)y + ... + an 1 (2)y™N . (hLDG)

Allgemein lésst sich der folgende Satz iiber lineare Differentialgleichungen formulieren:

Satz 46 (i) Superpositionsprinzip fir homogene Differentialgleichungen: Sind die Funk-
tionen y und y zwei Losungen von (hLDG), so ist auch die Linearkombination

ay + By
eine Losung. Die Losungen bilden also einen R—Vektorraum.
(i1) Ist y eine fest vorgegeben Lisung der inhomogenen Differentialgleichung (iLDG), so
ldsst sich jede Ldsung in der Form

y=y+y
darstellen, wobei y eine Losung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung (hLDG)
15t.

Beweis Das rechnet man jeweils einfach nach. Fiir (i):

(ay + 89)"V (x) = ay™(z) + BTN (2)
= afao(z)y(x) + ar(x)y'(z) + ... + ay_1(x)y ™V (x)] +
B lao(x)y(x) + ar(2)7 (x) + ... + an—1(2)g" V()]
= ao(2)(y+ 9 (@) + ar(x)(y +9) (@) + ...+ an_1(2)(y + )NV (2).

Fiir (ii): Tatséchlich ist die Differenz zweier Losungen y und y der inhomogenen Differen-
tialgleichung (LDG) eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

—9)M(@) = y™M(z) - 7™M (2)

= [ao(x)y(x) + ar(@)y () + ... + an—1(x)y™ () + b(t)
2)g(x) + ar(2)7 (z) + ... + a1 (2)g" V(@) + b
y—)(@) +a(@)(y—5)(@) + ... +av-1(x)(y — )V V(@)

—
Q
o
—~~ o~ —

Wir betrachten zwei Sonderfalle.
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35.5 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Es geht also um Differentialgleichungen der Form

y = a(x)y + b(x)
mit stetigen Funktionen a,b: I — R.

Wir definieren fiir 1, 2o € I die Ubergangsfunktion

By (29, 71) = exp ( / a(i")dfc)

und notieren einige Figenschaften (Nachrechnen!) fiir z1, x9, 3,2z, 29 € 1

($1,$1)

($1,$2) ($2,$3) ¢ ($1,$3)
1

a(wlv'TQ & (ZL’Q,Il)

al

x,x1) = a(x) - Doz, 1) (Ableitung nach z)

Satz 47 (L6ésungen der homogenen Differentialgleichung)

(i) Das AWP
{ y' = a(x)y

y(xo) = yo
hat die eindeutige Lisung auf I
y(x) = a(, 20) - Yo.
(ii) Die Menge aller Lisungen der Differentialgleichung
y =a(x)y
st gegeben durch
y(x) = Oy(z, x0) - C, C eR.

87

Beweis Der Satz 44 (,,getrennte Variablen”) wiirde es erlauben, die obige Losung auf-
zufinden. Da wir aber die gesuchte Losung schon zur Verfiigung haben, rechnen wir die

Losungseigenschaft einfach nach:

y(x) = O'(z,20)yo = ax) (z,20) - yo = a(x) - y(z).
Die Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen: Dazu sei yy # 0, was bedeutet, dass y nirgends
in I den Wert 0 annimmt. Ist y : I — R mit [ C I eine weitere Losung des AWPs, so gilt

fiir die Funktion £ gemaﬁ Quotientenregel

(ﬂ)' (2) y(@)y(r) —y(r)y(r)  alz)y(e) - a(@)y(r) — a(x)y(z) - a(r)y(z)
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Wegen (g) (o) = 20 = 1 muss nach Folgerung ?7 die Funktion g = 1 sein. y stimmt also
mit y iiberein.

Fiir yo = 0 ist y = 0 die einzige Losung. Eine andere Lésung y wiire in einem offenen
Intervall I C I ungleich Null. Fiir sie konnte man dann die vorige Uberlegung anwenden.

¢

Um eine Losung fiir die inhomogene Differentialgleichung

y =a(x)y + b(x)
zu finden, wendet man das Prinzip der

Variation der Konstanten
der Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

an. Dies bedeutet dass man als Ansatz fiir die Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung die Konstante C' in der Losungsformel 47 (ii) durch eine Funktion C(z) ersetzt:

y(x) = u(x,20) - C(2).
Man setzt diesen Ansatz in (iLDG) ein und erhélt mit der Produktregel
a(x)y(z) +b(z) = y'(x)
= PO(x,x0) - C'(2) + a(zx) - Pz, x0) - C(x)
= a(x) - y(x)+ O(z,z0) - C'().
was auf die Gleichung
C'(z) = Pu(xg, ) - b(x)

fithrt, die dann nur noch integriert werden muss. Die Integrations-Konstante ist dabei
durch die Anfangsbedingung festgelegt:

C(a) = / By (w0, &) - b(E) d2 + o

Die gesamt Losung kann also in einem Satz notiert werden.
Satz 48 (Losungen der inhomogenen Differentialgleichung)
(i) Fir die eindeutige Lisung des inhomogenen AWPs
{ y = a(x)y +b(x)
y(wo) = Yo
qilt
y<$> = ®0«($7 xo) : |:/ ¢a<x0, i}) * b(fij) d.fj + yo

Z0
— [ @ulwd) 0@ di + Rl 0) 0
Zo
(Beachte die Besonderheit, dass die Variable x sowohl als Integrationsgrenze als auch im
Integranden auftritt.)

(i1) Die Gesamtheit aller Losungen des AWPs ist gegeben durch

y(zr) = / O, (z,2) - b(z)de + $y(x,z0) - C, C eR.

zo
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Der Ausdruck (ii) gibt die Beobachtung aus Satz 46 wieder. Die allgemeine Losung der
inhomogenen Differentialgleichung setzt sich aus einer speziellen Losung der inhomogenen
Differentialgleichung und der allgemeinen Losung der homogenen Differentialgleichung
zusaminen.

35.6 Exkurs: Nullstellen von Polynomen

Es sei
p(2) = a2 Fay_ 12N H L az+ag

ein Polynom mit Koeffizienten ay, ..., a1,a9 € C. Im Fall ay # 0 hat es den Grad N, es

kann dann

aN1 xo

a a
o=+

p(z) = ay - (ZN +
an an an

geschrieben werden. Der Koeffizient von zV in dem Polynom in Klammern ist 1. Ein

solches Polynom heiBt normiert. Da dieser Ubergang zum normierten Polynom die Null-
stellen nicht verédndert, beschrianken wir uns im folgenden nur auf solche normierten Po-
lynome.

Satz 49 (und Definition) Es sei
an— a a
p(z):zN—l—EzN*l—l—...—i——lsz—o
an an an

ein normiertes Polynom N —~ten Grades und 1 < { < N. Die folgenden Aussagen tiber eine
Zahl A € C sind dquivalent:

(i) (Def) X ist eine {—fache Nullstelle des Polynoms.

(i1) A ist Nullstelle der Polynome p,p',p", ... ,pl=h),

(i11) Es gibt ein normiertes Polynom g, vom Grad N — {, so dass

p(z) = (2 = N - qu(2).
Anders formuliert: Aus p konnen ¢ Linearfaktoren (z — \) abgespalten werden.

Beweis (iii) = (ii) Hat p die Darstellung von (iii), so zeigt die Leibniz—Produktregel,

dass in jeder Ableitung p\¥) fiir j = 0,...,¢ — 1 ein Faktor (z — \) auftritt. Deshalb ist
() =

p\Y(N\) = 0.

(ii) = (iii) Wir zeigen mit Induktion iiber j = 1,...,¢: Aus p kénnen j Linearfaktoren
(z — A) abgespalten werden. Induktionsanfang j = 1: Es gilt

p(z) = p(z) =p(A) =
= a(z—=N4 ... Fay V=X 4 V=AY

Fir £k =1,..., N ist aber weiter

PN = (2= A) (T TN 4 AN R N
::e:&,)\)
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und deshalb

p(z) = (2 = A) - (a1 + azea(2,A) + ...+ an—1en-1(2,A) + en(z,A)).

-~

=:q1(2)

Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir j < ¢ bewiesen ist. Das Polynom hat also die
Darstellung

p(z) = (z = A - g;(2).

Es ist j < ¢ — 1 und daher nach Voraussetzung in (ii): p)(\) = 0. Eine genauere Uberle-
gung mit Hilfe einer j—fachen Anwendung der Leibniz—Produktregel (oder mit den Satz
von Taylor) zeigt, dass dann

(M) =0

sein muss. Das aber bedeutet (vgl. Induktionsanfang), dass aus dem Polynom ¢; ein Faktor
z — A\ abgespalten werden kann. Insgesamt kann also

p(z) = (2 =N - qi(2) = (2 = A - (2 = A) g (2) = (2 = M) gy (2)
mit einem Polynom ¢;; vom Grad N — (j + 1) geschrieben werden. ¢
Nicht beweisen kénnen wir hier den

Satz 50 (Fundamentalsatz der Algebra)

Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad N > 1 mit komplexen Koeffizienten.
(i) Das Polynom p hat eine Nullstelle \ € C.

(ii) Es gibt einen Datensatz

(b1, M), (€2, A2), .., (L, Ng) e N C
mit paarweise verschiedenen \; und
bi+...+L4,=N,
so dass
p(2) = (= A" (2= X)) (2= A"
Das Polynom zerfillt also komplett in Linearfaktoren.

Dabei folgt (ii) aus (i) aufgrund des vorhergehenden Satzes.

Die letzte Aussage kann auch auf Polynome mit reellen Koeffizienten angewandt werden.
Uber die komplexen Nullstellen );, die in den Linearfaktoren auftreten, kann man hier
genaueres sagen:
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Satz 51
Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad N > 1 mit reellen Koeffizienten.

(i) Ist A € C eine {—fache Nullstelle, so ist auch die konjugiert komplexe Zahl X eine (—
fache Nullstelle. Das ist natirlich nur fir echt komplexe Zahlen (mit Imagindrteil ungleich
Null) interessant.

(i1) Es gibt einen Datensatz, bestehend aus

(I) (gla)\l)a(€2a)\2)a'--7(€ra)\r) eENXR
(1) (mus ), (ma, p2)s - (g, ) € N (CAR)
([I) (m17/71)7(m27ﬁ2)7"'7(m57ﬁs) € Nx (C\R)

mit paarweise verschiedenen zweiten Komponenten A\, fix, ft, und
O+...+ 0. +2(m+ ...+ mg) =N,
so dass

) = (2= A" (2= M) (2= A
(22 = 2Re(p) + [ )™ - ...+ (2% — 2Re(ps) + |ps|*)™.

Das Polynom zerfdllt also komplett in reelle Linearfaktoren und reelle quadratische Fak-
toren.

Beweis (i) Ist p(\) = 0, so ist auch p(\) = p(A\) = 0. Die gleiche Uberlegung gilt fiir die
Ableitungen.

(ii) Je zwei Potenzen von Linearfaktoren (z — ;)™ und (2 — ;)™ fiir j = 1,...,s mit
echt-komplexen p; konnen zur Potenz der quadratischen Faktoren

(z— pj)™ (z = 15)™ = (2% — 2Re(py) + |p*)™

zusammengefasst werden. ¢

35.7 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

Es handelt sich um Gleichungen der Form
y ™M +ay y™ Y 4wy +agy = 0.

mit Konstanten a; € R, 7 =0,1,..., N —1. Sie kénnen natiirlich auch explizit geschrieben
werden. Man beachte, dass die Rechte Seite

— (aN_ly(N_l) + ...+ aly' + aoy)
auf ganz I = R definiert ist.

Der im Anfangsbeispiel 2 erfolgreiche Ansatz fithrt insgesamt auf die Losung in dem
folgenden Satz.
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Satz 52 Es sei
y ™M Fawny™ Y+ ay +agy =0

eine lineare Differentialgleichung N—ter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten.
Betrachte fiir das zugehérige (charakteristische) Polynom

N N—-1
2+ an_1%2 + ...+ a2+ ag

den in Satz 51 beschriebenen Datensatz.

(i) Gehort (€,\) zum Datensatz (I), so sind die { Funktionen

y(fj’/\)(x) =277 exp(\x), j=1,...,¢

Losungen der Differentialgleichung.

(i1) Gehort (m,p) zum Datensatz (11), so sind die 2m Funktionen

y(IjI,u)@) = o7

Yiw(@) = &

Re p)z

el - cos[(Tm p)z]

Re p)x

el -sinf(Im p) ], j=1,...,m

Lésungen der Differentialgleichung.
(i1i) In (i) und (ii) sind insgesamt
b4+ 0. +2(my+ ... +ms) = N,
Lésungen aufgelistet, die wir mit
Y, -5 UN

durchnummerieren. Dann ist die Menge aller Lisungen der Differentialgleichung gegeben

durch
y=y1-Ci+ya-Co+...+yn-Ch, Ci,....,Cn eR.
(iv) Die (eindeutige) Losung eines AWPs N-ter Ordnung

y N +a-ny™ Y 4+ ay +agy =0
y(xo) = Yo

N—l)(

y( xo) = YnN-1

mit N Anfangsbedingungen kann aus der Menge aller Lésungen (iii) durch Lésung des
inhomogenen Linearen Gleichungssystems

U1(zo) - C1 + 4a(z0) - Co+ ...+ yn(z0) - Cn = o

(o) - O+ (o)  Co b+ @{NN_D(‘TO) Cn = yna
gewonnen werden.

Diese allgemeinen Sitze sind vor allem im Hinblick auf Lineare Differentialgleichungen
zweiter Ordnung interessant: Vgl. Aulbach S. 269 — 274.
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35.8 Der Transformations—Hauptsatz

Fiir offenes D C R? sei

Cl(D) := {y € CY(I,R) | I offenes Intervall, (z,y(z)) € D fiir alle x € I}
die Menge der auf offenen Intervallen definierten C'-Funktionen, deren Graph in D
verlauft.
Es sei jetzt noch D C R? offen und ein C'-Diffeomorphismus der Form
g { D — D
(IE, y) = (U, U) = (191(1‘)7 192(‘%‘7 y))

(ein ,,Biindelisomorphismus”) gegeben. Abhéngig von diesem Diffeomorphismus definieren
wir zwei Transformationen (fiir Losungen und Rechte Seiten) durch

feL) — ey
®L.{ Yy = v, wobei v(u) = 192(u,y(19f1(u)))
und
¢(D,R) — C(D,R)

fom Jomit flu0) = 010a(u,y) + 2RSS - F(0) ! (u),y)

@Ri

y:ﬂ; ! (u,v)

Dabei ist 95" (u, - ) die Umkehrfunktion von 95 (u, - ) fiir festes u.

Satz 53 (Der Transformations-Hauptsatz) Die Funktiony € C} (D) ist genau dann
eine Losung der skalaren Differentialgleichung erster Ordnung

y/ - f(ﬂf,y),

wenn die transformierte Funktion v := Oy € Cglp(lN)) eine Losung der transformierten
Differentialgleichung

v = flu,v)  mit f = Opf
15t.
Beweis Wir stellen zunéchst fest, dass

y(I7 (w) = V5" (u, Do (u, y (97 (w))) = V3 (u, v(w)).
Dann wird ,,einfach und ausfiihrlich” mit Kettenregel nachgerechnet:

Vi) = da(,y09r) (u)
= 01w, y(0y " (w))) + (97 ) () - o/ (9 (w) - 0at2(u, y (¥ (w)))

= Oyl 05 (u, v(u)) + m 7 (), 03, 0(w))) - Do (1, 95 a0 (10))

= f(uvv)'
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36 Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gew6hn-
licher Differentialgleichungen

36.1 Einfiihrung, ,,Zusammenflicken”

Die Uberlegungen dieses Kapitels sind fiir Differentialgleichungssysteme erster Ordnung

y/ = f<$’y>

anwendbar. Es ist dabei die stetige Rechte Seite f : D — R™ auf einer offenen Menge
D C R x R" definiert.

Wir erweitern etwas den Losungsbegriff.

Definition Es sei I ein (nicht notwendig offenes) Intervall positiver Lénge. Die Funktion
y: I — R" heifit

Losung der Differentialgleichung ' = f(z,y) auf I,
wenn gilt:
e yist in allen z € I° (offenes Teilintervall) differenzierbar,
e y ist in den Randpunkten = von I (rechts- bzw. linksseitig) differenzierbar,

o Es gilt fiir alle x € 1

Y (z) = f(x,y(x)).

Satz 54 (Zusammenflicken von Losungen) Es sei I ein Intervall positiver Linge,
xg € I1°. Ist dann

e y; eine Losung der Differentialgleichung v’ = f(x,y) auf I; := I N]— oo, x],
e yy eine Liosung der Differentialgleichung y' = f(x,y) auf Iy := I N [xg,+00],
* y1(z0) = y2(20),

so st die zusammengeflickte Funktion

(2) = yi(z), falls v €1, < g,
= yo(x),  falls x € I, x > xy,

eine Losung der Differentialgleichung vy = f(x,y) auf I.
Beweis Die einzig etwas problematische Stelle ist zq. y ist
e in z( linksseitig differenzierbar, da y; es ist, und

e in xg rechtsseitig differenzierbar, da s es ist.
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e Auflerdem gilt

Yime(@0) = y1(z0) = f(0,y1(20)) = f(20,92(20)) = ¥3(20) = Yieenes (%0)
Daraus folgt, dass y in xy differenzierbar ist mit
y'(z) = f(xo,y(w0))-
¢

Lemma 55 Fs sei I ein Intervall, xy € I, (xg,y0) € D, f: D — R™ Rechte Seite. Fiir
eine Funktion y : I — R™ sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(A) y ist Losung des AWPs
v =fzy),  ylx) =10

(B) y ist stetig und geniigt der Integralgleichung (fir x € I)
va) =t [ 1G@0(@) da
zo

(C) Die Funktion y ist Fizpunkt der Abbildung

C(I,R") — C(I,R")
y = yo+ [ f(@y(2) di

Beweis Er besteht in der Anwendung des Hauptsatzes der Differential- und Integral-
rechnung. ¢
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36.2 Der Satz von Picard—Lindelof

Der folgende erste Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist noch schwach, da er eine starke
(unpraktische) Voraussetzung hat. Daftr tritt aber die Anwendung des Banach’schen
Fixpunktsatzes deutlich hervor.

Satz 56 Fiir die Rechte Seite f : D — R"™ einer Differentialgleichung seien die folgenden
Bedingungen ertfiillt:

(A) Es sei I = |[c,d] kompakt und D = [c,d] x R™.

(B) f: D — R" geniige einer globalen Lipschitz—Bedingung bzgl. der zweiten Variablen,
d.h. es existiert eine Konstante L > 0, so dass fir alle (x,y), (z,y) € D

1f(@,y) = f(2, 9)ller < L [ly — yllen-
(C) Es gelte die Bedingung: L - (d —c) < 1.
Dann gibt es zu jedem (x¢,yo) € D genau eine Losung auf I des Anfangswertproblems
v =fy),  ylw) = (AW P).

Beweis Nach dem vorigen Lemma ist eine Funktion y genau dann Losung des im Satz
gegebenen AWPs, wenn sie Fixpunkt der Abbildung

7. C(I,R") — C(I,R™)
| y() = yo+ ) f(#y(@)) di
ist. Wir wissen bereits, dass der Vektorraum C(I,R™) durch die Supremumsnorm
[9lloe = sup [ly(x)|rn
zel

zu einem Banachraum (normierter Vektorraum, der als induziert-metrischer Raum
vollstiandig ist) wird. Wir brauchen also nur zu zeigen, dass T' eine Kontraktion ist.

Es seien also yi, yo zwei Funktionen aus C(I,RR"). Dann gilt
I3 ~ Tl = oo+ [ FG@n@)di] =~ o+ | 16000 diles
= || f(@0n@) = f(2 4(2)] di]gn

< | [ I1FGn(@) ~ £G@m@)ln di
o
< | [ L 1@ = 1l i
o
< L] [ @) - @l di
Zo
< Lo [ - el dsf
zo
= Lz =l [lyr — vl
< L-(d=0o)- Iy = pelle
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Da diese Abschéitzung fiir alle x € I richtig ist, gilt

[(T21) = (Tx2)l| o = sup{|(T21)(x) = (Tw2) (@)[[en} < L~ (d =) - [[tr — vl

zel

Aufgrund der Voraussetzung des Satzes L-(d—c¢) < 1 ist T eine Kontraktion. Der Beweis
ist beendet. ¢

Dieser Satz kann Ausgangsplattform einer ganzen Kaskade von Existenz— und Eindeu-
tigkeitssitzen gesehen werden, die sich im Hinblick auf verschiedenste Gesichtspunkte
unterscheiden:

e Unterschiedlich starke Voraussetzungen an die ,,Glattheit” der Rechten Seite:
Stetigkeit — Lipschitz—Stetigkeit — Differenzierbarkeit

e Unterschiedlich starke Aussagen iiber das Existenzintervall:
lokal — lokal quantitativ — global — global quantitativ

e Verwendung anderer Normen in den relevanten Funktionenrdumen
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Es ist schon iiberraschend, dass man unter Benutzung eines Tricks die letzte Voraussetzung
(C) einfach beseitigen kann. Es gilt also

Satz 57 Im vorherigen Satz kann die Bedingung (C) einfach weggelassen werden.

Beweis Es sei (z9,y0) € I x R" vorgegeben. Fiir ein festes a > 0 definieren wir eine
Gewichtsfunktion auf

—ajz—xo|

p(x) = e
und dann auf C(/,R™) die Norm

Ylloer = sup{p(e) - lly(z)lle- -

Auch unter dieser Norm wird C(/,R") zum Banachraum.

Die Iterationsabbildung 7" wird genau so gewéhlt und einige Schritte weit abgeschétzt wie
oben. Dann aber weiter:

[(T1) (@) = (Tw)(@) g (&)

IA
~
=
S
®
|
<
()

= L- 91 (%) = yo(2) || - =170 eFolimool g
x0

X
< L- / ||y1 — y2Hoo’p . e+a\m7wo| da
zo

€T
= Lol sl | [ el
xo

€+a\xf:ro|
= L- Hyl_yQHOO,p. a

Daraus folgt aber zunéchst

— | r—X L
|(Tz0)(@) = (T22) (@) e - 70 < = lyn = ol

und dann durch Ubergang zum Supremum

L
||TZL'1 - Tm?”@qp < E ’ ||y1 - y2||oo,p'

Das aber bedeutet, dass durch geeignete Wahl von a die Metrik so verdndert wird, dass
T zu einer Kontraktion wird. ¢
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Satz 58 Im (vor-)vorherigen Satz kinnen die Bedingungen (A),(B) durch die folgenden
Bedingungen ersetzt werden:

(A)" Esist I ein beliebiges Intervall und D = I x R".

(B)” Auf jedem kompakten Teilintervall J von I erfille f eine Lipschitzbedingung: d.h.
es existiert eine (i.a. von J abhingige) Konstante L; > 0, so dass fir alle
(@,1), (2, 92) € J X R™ gilt:

1 (2, 91) = F (2, yo)llen < L - llyr = ollx

Beweis Es sei (I;)ren eine wachsende Folge von kompakten Intervallen mit xy € I, fiir
alle £ € N und

I=JI.
keEN
Auf jedem I;, hat das AWP genau eine Losung y, : I, — R™.
Fir k£ < ¢ muss y; gleich der Einschrankung von y, auf [ sein.

Die Funktion y : I — R™ sei dadurch (wohl-)definiert, dass ihre Einschrinkung auf I
mit yy, libereinstimmt.

Gébe es zwei verschiedene Losungen des y,y des AWPs, so miisste eine Stelle a € [
vorliegen mit y(a) # y(a). Das widerspricht aber der eindeutigen Losbarkeit des AWPs
auf einem zy und a umfassenden kompakten Intervall. ¢

Hilfssatz 59 Wir definieren die Funktion

R* — B;(0) C R"

T2 — Y, fCLllS Y€ Bl<0)7
y HyTH’ sonst.

Diese Funktion hat die Lipschitz—Konstante 1.

Beweis Es seien y,y € R™ mit ||7]] < ||ly||. Wir definieren durch Unterklammerung

y = max{L,[|y|l}-e(y)
y = max{L ||y} v®)
%/ \,:/

=X =z

Es ist dann auch ||Z]| < ||z||, aufgrund der Cauchy—Schwarz-Ungleichung

(2. 2) < N2l - 2] < 2l = (2, 2).
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Mit p =

>

> 1 ist dann

ly — 711> = lle(y) — @)
—z|)?

I
=

N

|
oY
R
=

|
=~

Allp-z=%2

v
=
I\
|
R
S
|
~
|
R
T

(b= 1) [(p+ 1)(z, 2) — 2(2,2)]

v
o

Satz 60 An die Rechte Seite f: D — R™ einer Differentialgleichung seien die folgenden
Voraussetzungen gestellt:

(A)” Esist I = [c,d] kompakt, B,(yo) C R™ die Kugel im R™ mit Radius o und Mittelpunkt
Yo- Dann ist D = I x By(yo) ein ,,liegender Zylinder”.

(B)” [ geniige auf D einer Lipschitz—Bedingung bzgl. der zweiten Variablen, d.h. es exi-
stiert eine Konstante L > 0, so dass fir alle (x,y), (z,y) € I X B,(yo) gilt:

1f (2, y) = [, P)ller < Ly ly = Yllrn-

Dann existiert auf dem Intervall

0 ,x0+£] NI, M = max{|f(z,y)||(x,y) € D}

J = [:CO—M i

genau eine Losung von (AWP).

Beweis (1) Wir modifizieren Die Rechte Seite der Differentialgleichung
Y —Yo

F(x,y) = f(x,0-¢( ) + %o)-

(2) Fiir y € B,(yo) ist ||| <1 und deshalb
F,y) = f(z,y).
F erfiillt eine globale Lipschitz—Bedingung mit der gleichen Lipschitz—Konstante:

Y—7%Y Y — Yo

|F(z,y) — F(z,y)|| = [f(z,0-¢( ) +%0) — fz,0-¢( . )+ v0)l
€ B;?yo) GB:;?yo )
Y= Y — Y
< LWW%M—Z£%+%—@wM—E£)+%H

A

< L-ly—yl.
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Auflerdem ist
sup{[|F'(z,y)ll|(z,y) € J x R"} = max{]| f(z,y)|||(x,y) € J x Bo(yo)} = M.
(3) Es sei jetzt y : J — R™ die geméf Satz 57 existente und eindeutige Losung des AWPs

y =F(z,y),  y(xo) = 0.
Fir x € J gilt dann

o) =l = 1| [ v = 1 [ P )

< |/ Mdz| = |x — x| - M < p.

Das bedeutet, dass der Graph von y ganz in D verlduft.

(5) Es folgt, dass y auch Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist. Fiir « € J
gilt némlich y(z) € B,(yo), deshalb

Y(2) = Fla,y(x)) = f(x. 0 w(MQ‘%) o) = f(a,y(a)).

(6) Die Eindeutigkeit ist ebenso einfach zu zeigen: Hétte das AWP aus dem Satz zwei
verschiedene Losungen auf J, so hitte auch das modifizierte AWP mit F' als Rechter
Seite zwei Losungen, was aber unméglich ist. ¢
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Theorem 61 (Gronwall Ungleichung) Fs seien a,b,c : [r,00[— R stetige Funktio-
nen. Die Funktion c sei nicht—-negativ:

c(t) >0, t € [r, 00
Wenn die implizite Abschditzung fiir a
t
a(t) < b(t) +/ c(s)a(s) ds, t € [r,00] (%)
gilt, dann gilt die folgende explizite Abschdtzung:

a(t) < b(t)—l—/t c(5)e=9b(s) ds

t
= e ot) + / T (s)ds|,  telr o0

Die Umformung der zweiten Zeile ist nur maoglich, wenn b differenzierbar ist.

Der obige Satz bleibt richtig, wenn man das Intervall [T, 00[ durch das Intervall [—oo, 7]
ersetzt und dann die Funktion als nicht—positiv c(t) < 0, t € [—o0o, 7|, voraussetzt.

Beweis
Wir definieren die stetig differenzierbare Funktion

w(t) = eC(Tt)-/ c(s)a(s) ds.

und schétzen die Ableitung ab:

w'(t) = e He(t)a(t) — c(t)e ™ /Tt c(s)a(s)ds
= T Oc(t) - [a(t) - / t c(s)a(s) ds]

(%)
< T e(t) - b(2).
Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt dann:
t
w(t) —w(r) < / c(s)e“m9b(s) ds.
~

Eine zweite Anwendung der impliziten Abschétzung liefert

a(t) (;) b(t) + e“Dw(t) < b(t) + /t c(s)et=*)b(s) ds.

Die Umformung der zweiten Zeile besteht in partieller Integration:
t
— b(t) — / [— c(s)edt-ﬂ b(s) ds
t
— b)) + / =9 (5) ds — [ec(t_s)b(s)]

s=t

s=T

t
_ / I () ds + ()

= 7). [/t XTI (5) + b(’i’):|.
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36.3 Beispiel eines Differentialgleichungssystems
Wir betrachten exemplarisch ein Differentialgleichungssystem, das zweidimensional, erster
Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist. (Aus Staatsexamen nicht vertieft: F05,T3 A4).

Bestimmen Sie die Menge der auf R definierten Losungsfunktionen des Differenzialglei-
chungssystems

n(t) = wyult) +4ya(t)

ya(t) = 2y1(t) + 3ya(t)
Es empfiehlt sich, eine andere Notation (mit Variabler ¢) zu wéhlen:

¥ = o +4y

y = 2x+3y
HINWEISE zur Losung: Wéhle eine der beiden Gleichungen aus (hier: die erste) und . ..

e |6se sie nach der ,,anderen” Funktion auf:
y = i (2" — )

e leite sie ein weiteres Mal ab:
z// — x/ + 4y/
Setzt man nun die beiden Gleichungen fiir die ,,andere” Funktion geschickt in die letzte
Gleichung ein, so erhélt man
x// — x/ +4y/
= o' + 42z + 3y
3
= o' +42x + Z(x/ — )]
= 42’ + 5w

und damit eine einzige Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten:

2" — 42’ —br =0 (%)

Wir 16sen sie mit Hilfe des letzten Satzes. Das charakteristische Polynom
22 —4z—-5=(z+1)-(2—5)

hat die beiden Nullstellen:
A =5, A=—1,

so dass sich als Losungen der Differentialgleichung (*) die beiden Funktionen
xi(t) = e, To(t) =t

ergeben. Die Menge aller Losungen von (x) ist somit gegeben durch
z(t)=e"-C, + et Cy

Daraus kann die Funktion y = ** berechnet werden, es ergibt sich dann als Menge der
Losungen des gegebenen Differentialgleichungssystems

T\ of () [ €-Ci+et Oy
{(y)'R_)R‘(y(t))_(e&-cl—ge—t-cg 1, Oy eRY.




