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16.5 Extrema unter Nebenbedingungen

16.5.1 Definitionen: Extrema Es sei X Teilmenge von R? (oder eines allgemeineren
metrischen Raumes) und f : X — R eine reellwertige Funktion, a € X.

(1) Der Punkt (a, f(a)) des Graphen heifit wie in der ersten Spalte angegeben, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass die Bedingung der zweiten Spalte gilt:

lokales Maximum f(z) < f(a) fir alle z € D mit |z —al <e¢
lokales Minimum f(z) > f(a) fir alle z € D mit |z —a| <e¢
strenges lokales Mazimum | f(x) < f(a) fiir alle x € D mit 0 < |z —a| <¢
strenges lokales Minimum | f(xz) > f(a) fir alle x € D mit 0 < |z —a| <¢

(2) Der Punkt (a, f(a)) des Graphen heifit wie in der ersten Spalte angegeben, wenn die
Bedingung der zweiten Spalte erfiillt ist:

globales Mazimum f fir alle z € D

globales Minimum f fiir alle z € D

fir alle € D\ {a}

strenges globales Mazimum | f

strenges globales Minimum | f(z) > fir alle z € D\ {a}

(3) Man spricht jeweils von einem Ezxtremum, wenn es sich um ein Maximum oder Mini-
mum handelt.

(4) In diesem Zusammenhang heifit a auch Stelle des Maximums, Minimums oder Extre-
mums und f(a) der Wert des Maximums, Minimums oder Extremums.

16.5.2 Satz: Notwendige Bedingung fiir Extremum Es sei a € X ein innerer
Punkt. Ist die Funktion f : X — R in a differenzierbar und hat sie dort ein Extremum,
so gilt

flla)=(0 0 - 0).

16.5.3 Beweis Es sei j € {1,...,d} fest gewihlt. Da a ein innerer Punkt ist, gibt es
ein 0 > 0, so dass die partielle Funktion

a; —o0,a; +90[, — R
f(ala"'aa'j—la 'aaj-l-la"-)ad):{]] !
+ —

J

wohl-definiert ist. Sie hat ein Extremum bei a;, deshalb ist aufgrund von Satz 9.7.2 (i)
0;f(a) = 0. Da dies fiir alle j € {1,...,d} gilt, ist aufgrund von Satz 16.2.9

@) = (0uf(a) duf(@) - duf(@)) = (0 0 - 0).
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16.5.4 Satz: Extrema unter Nebenbedingungen / Spezialfall

Es sei X C R? offen, die Funktion f : X — R sei stetig differenzierbar.

Es sei h: X — R eine weitere stetig differenzierbare Funktion, die {iber
Xy = {z € X|h(z) =0}

(N fir Nullniveau oder Nebenbedingung) eine Teilmenge von X definiert. Auf Xy ist
dann die Einschrinkung von f

Yl o= flo)

definiert.
Es seien fiir eine Stelle a € X die folgenden Aussagen gegeben:
e fx habe (als Funktion auf Xy) in @ ein lokales Extremum.
e Esist h'(a) #0.
Dann gibt es ein A € R, so dass
f'(a) = Ah'(a),

d.h. die beiden Zeilenvektoren sind linear abhéingig.

16.5.5 Bemerkungen

1. Dieser Satz kann auf eine hohere Zahl von Nebenbedingungen verallgemeinert wer-
den, sieche Abschnitt 16.5.10.

2. Die Zahl X heiflt ein Lagrange’scher Multiplikator.

3. Der Sachverhalt, dass die Funktion fy : Xy — R in a ein Extremum aufweist, wird
auch dadurch beschrieben, dass f in a ein Eztremum unter der Nebenbedingung
h = 0 hat.

16.5.6 Beweis® (1) Wegen h'(a) # 0 ist eine der partiellen Ableitungen 9ph(a) # 0.
Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass k = d.

(2) Wir wihlen offene Mengen X, Y mit
a = (al,...,ad_l)e)?ng_l, b o= adE?QR, XxYCX
und wenden den Satz 17.3.2 {iber implizite Funktionen auf die eingeschrénkte Funktion
7 { XxY - R
(z,y) = h(z,y)

an der Stelle a = (a,b) an. Die beiden Voraussetzungen aus Satz 17.3.2 sind erfiillt, da

h(a,b) = h(a) =0, Dyh(a,b) = Ogh(a) #0 (= invertierbar).
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(3) Es existieren also offene Mengen U, V' mit
(@) eUXVCXxYCX

und eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — V/, so dass
hMz,y)=0 <= y=g(z) firallezeU.

(4) Wir notieren aus Satz 17.3.2 (ii) den Ausdruck fiir die Ableitung im Punkt @ € U
§(@) = ~Dsh(@, g(@)] "' Dih(@, g(@)).

(5) Mit Hilfe dieser Funktion g konnen wir die eingeschriankte Definitionsmenge Xy von
fn umparametrisieren:

U = R
F{ F oo v @) = fF g(@®).

(6) Da die Funktion fy bei a ein Extremum besitzt, hat ' im Punkt @ eines. Die Ableitung
von F'in a muss Null sein:

0= F'(a) = Dif(ag(a)+Dxf(a g(a) g'(a)
—— ~ —~~

1x(d—1) 1%(d—1) 1x1 1%(d—1)
= Dif(a,g(a)) — D2f(a, g(a)) - [D2h(a, g(@))] ™ Dih(@, g(@)).
=:\

(7) Geeignet zusammengefasst bedeutet dies aber:

Dy f(a,g(@)) = X-Dszh(a,g(a))

und deshalb — unter Beachtung von a = (a, g(a)) —
f'(a) = ( Dif(a) Dyf(a) ) =\ ( Dih(a) Dsh(a) ) = \-1(a).

16.5.7 Einfaches Beispiel Es seien die beiden Funktionen

I R? —» R - R? — R
"\ (z1,22) = @1+ 3 | (2, 72) (%)2+$§_1

gegeben. Es sollen die Extrema von f unter der Nebenbedingung h = 0 aufgefunden
werden.
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16.5.8 Graphische Veranschaulichung
T3

Die Nullstellenmenge der Funktion h ist eine Ellipse in der (x1, z5)-Ebene. Der Graph der
Funktion f beschreibt eine Ebene durch den Ursprung, die nach ,,rechts-hinten” aufsteigt.

Wo befinden sich die hochsten und niedrigsten Punkte der Ebene iiber der Ellipse?

16.5.9 Losung Wir schreiben die Lagrange-Bedingung f'(z1,z9) = X - h/(x1,25) und
die Ellipsen-Bedingung h(zq,z2) = 0 auf.
1 = )\ %5(71
3 = )\2372
(3)° +a3-1 =0
Es handelt sich um ein (nicht-lineares) Gleichungssystem aus drei Gleichungen mit drei
Unbekannten.

Lost man die ersten beiden Gleichungen nach x1, zo auf und setzt dies in die dritte ein,
so erhélt man die quadratische Gleichung

B = 1
mit den beiden Losungen

V13 - V13

A= +— AT = ———.

* 2 2

Es ergeben sich dann weiter die Losungen
+ _ 4 + _ 3
= tm T = TUm
Ty = —\/%, T, = —\/%

Setzt man nun diese beiden Losungen in f ein, so stellt sich heraus, dass (z],z5) eine

Maximumsstelle und (z;, 25 ) eine Minimumsstelle ist.
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16.5.10 Satz: Extrema unter Nebenbedingungen / Verallgemeinerung
Es sei Z C R? offen, die Funktion f : Z — R sei stetig differenzierbar.
Essei h: Z — R", w < d, eine weitere stetig differenzierbare Funktion, die iiber

Zn = {z € Zlh(z) =0}

(N fiir Null- oder Nebenbedingung) eine Teilmenge von Z definiert. Die Funktion f kann
auf Zy eingeschrankt werden:

N r = f(x).

Es seien fiir eine Stelle ¢ € Zy die folgenden Aussagen erfiillt:
e fy habe (als Funktion auf Zy) in ¢ ein lokales Extremum.

e Die Matrix //(c) € R**? hat Vollrang w, d.h. es gibt w linear unabhiingige Spalten-
vektoren.

Dann gibt es einen Zeilenvektor A = ( Ao A ) € RY, so dass
"le)=_X -h(c).
RN
1xd XW o yxd

Anders ausgedriickt: Die Ableitung von f in ¢ ist eine Linearkombination der Ableitungen
der Koordinatenfunktionen von A in c.

16.5.11 Bemerkungen
1. Man veranschauliche sich diesen Satz zunéchst einmal fiir den Fall w = 1.
2. Die Zahlen Ay, ..., A\, heiflen Lagrange’sche Multiplikatoren.

3. Der Sachverhalt, dass die Funktion fy : Zny — R in ¢ ein Extremum aufweist, wird
auch dadurch beschrieben, dass f in ¢ ein Extremum unter der Nebenbedingung
h = 0 hat.

4. Anstelle von einer Nebenbedingung h = 0 spricht man oft von den w Nebenbedin-
gungen:
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16.5.12 Beweis®

(1) Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dass ¢ € X x Y = Z mit offenen Mengen X C R*,
Y C R". Im folgenden beziehen sich die Ableitungssymbole D; und D, auf diese beiden
Mengen.

(2) Zusitzlich konnen wir aufgrund der Vollrangbedingung annehmen, dass der Anteil

Dyh(c) in
Dh(c) = <D1h(c) Doh(c) )
—— —— =
wxd wX (d—w) wXw

invertierbar ist. Anderenfalls nummerieren wir die Variablen in X X Y um.

(3) Wir wenden den Satz 17.3.2 iiber implizite Funktionen auf die Funktion 2 : X x Y —
R™ an der Stelle ¢ = (a,b) an.

Es existieren also offene Mengen U, V mit
(a,b) eUxV CXxYCZ

und eine stetig differenzierbare Abbildung g : U — V, so dass
h(z,y) =0 <= y=g(x) firallexzel.

Wir notieren aus Satz 17.3.2 (ii) den Ausdruck fiir die Ableitung im Punkt a € U

g'(a) =—[Dzh(a,g(a))]" - Dih(a, g(a)). ()
S~~~
wX (d—w) wXw wx (d—w)

Mit Hilfe dieser Funktion g konnen wir die Definitionsmenge Zx der Funktion fy in einer
Umgebung von a ,,mit weniger Koordinaten aus U schreiben”, es entsteht die Funktion

U = R
F{ v o= fy(z (@) = [z, g(x))-

Da die Funktion fy bei ¢ ein Extremum besitzt, hat F' im Punkt a eines. Die Ableitung
von F'in a muss Null sein:

0= F(a) = Difla,g(a))+D2f(a,g(a)) g'(a)
~—— ~ ~ RN ~ s~
1x(d—w) 1x(d—w) Ixw wX (d—w)
=/:\)\
*) g —
) Dy f(a, g(a) — Dof (@ g(@)) - (Dol g(@)] - Dih(a, g(a)).
1x(d—w) 1171} w::w wxau?—w)

Geeignet zusammengefasst bedeutet dies aber:

Dy f(a,g(a)) = A-Dih(a,g(a))
Dy f(a,g(a)) = A-Dzh(a,g(a))

und deshalb — unter Beachtung von ¢ = (a, g(a)) —
f'(¢)=( Dif(c) Daf(c) ) =X-( Dih(c) Dsh(c) ) =X-h(c).
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17 Kurven im RY

17.1 Definitionen und Beispiele
17.1.1 Definitionen: Kurven
(1) Es sei J ein Intervall. Eine stetige Abbildung

[
: VN ,y(t):('yl(t),..-,'}/w(t))

heifit Kurve im R™. Eine Kurve wird also durch w stetige Funktionen, die Koordinaten-
funktionen, «; : J — R beschrieben.

In diesem Zusammenhang heifit die Definitionsmenge auch Parameterbereich, die Bild-
menge

y(J) = {”y(t) ( te J} C RY
heiBt Spur der Kurve. Oft kommt es vor (beachte aber genau den Unterschied), dass
zwischen Kurve (Abbildung) und Spur (Menge) nicht klar unterschieden wird.

Physikalische Vorstellung: Die Variable ¢ wird als Zeit aufgefasst. Die Funktion ~ gibt den
Ort (im R™) eines (punktformig gedachten) Teilchens zum Zeitpunkt ¢ an.

(2) Erinnerung: Die Kurve 7 heifit (stetig) differenzierbar (in t), wenn alle Koordinaten-
funktionen (stetig) differenzierbar (in ¢) sind.

(3) Ist eine Kurve in 7 € J differenzierbar, so heifit der Vektor

V() = (), 7(7)

der Tangentenvektor an die Kurve v zum Parameterwert 7. Die Gerade

{v(7) + 7 (7)ls € R}

heifit die Tangente an die Kurve v zum Parameterwert 7 — oder (nicht ganz eindeutig:)
im Punkt (7).

(4) Eine differenzierbare Kurve « heifit reguldr, wenn ~/(t) # 0 fiir alle ¢ € J. Sie heifit
singular fir 7 € J, falls /(1) = 0.

17.1.2 Parametertransformation Ist v : J — R" eine Kurve und 9 : J — J eine
streng monoton steigende (oder fallende) surjektive Abbildung, so ist

JJ = R¥
7“9'{ s o A0(s)

eine Kurve mit der gleichen Spur wie . Mit Hilfe von 9 wurde der Parameter ¢ € J in
den Parameter s € J transformiert. Die Abbildung 9 heifit in diesem Zusammenhang eine
(orientierungserhaltende bzw. orientierungsumkehrende) Parametertransformation.
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17.1.3 Beispiele
(1) Sind a, b zwei positive Zahlen, so wird durch die Abbildung
R — R?
R (a-cost,b-sint)

eine FEllipse mit dem Ursprung als Mittelpunkt und den beiden Halbachsen a und b
beschrieben. Fiir r := a = b ergibt sich eine Kreislinie zum Radius 7.

(2) Die Kurve

[ -1L1] —» R?
v t e (LVI—B)
beschreibt (ebenfalls) einen Halbkreisbogen. Die Spur stimmt mit der der auf den Para-
meterbereich [—7, +7] eingeschriankten Kreislinie (1) iiberein.
(3) Die Abbildung

R — R®
Tt - (cost,sint,t)

™

2

beschreibt eine Schraubenlinie im R3.

(4) Ist f : J — RY eine stetige Funktion, so kann der Graph als Kurve im R”"!

[ R — RvT!
W'{ t o= (4 f(1)

aufgefasst werden. Beachte dabei den Spezialfall v = 1.

17.2 Bogenlinge

17.2.1 Zerlegung des Parameterintervalls und Polygonzug Wir betrachten jetzt
Kurven 7, die ein kompaktes Intervall J = [c, d] als Parameterbereich haben.

Fiir eine vorgegebene Zerlegung Z (vgl. Abschnitt 10.1.1)
c=to<ti <...<t,=d

des Intervalls konnen wir die Gesamtldnge des die Punkte

Y(to),  A(tr), .. A(ta)
verbindenden Polygonzugs (Vereinigung der Verbindungsstrecken) im R" berechnen:
L(y,2) = lIv(t) =)l + Iv(t2) = (@) + -+ 7 (En) = (1)l

Gehen wir zu einer Verfeinerung Z von Z iiber, so gilt wegen der Dreiecksungleichung:

L(y,Z) < L(y, Z).
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17.2.2 Definition:

Als Léinge der Kurve definieren wir die Obergrenze all dieser Langen:
L) = sup{L(7, 2)}.
Ist L(7) < 00, so heifit die Kurve v rektifizierbar.
In diese Definition gehen
e nur Punkte (¢;) auf der Spur von ~ in einer bestimmten Reihenfolge,
e nicht aber die Kurve als Abbildung ~ : [¢,d] — R

ein. Das bedeutet, dass die Definition unabhéngig von einer Parametertransformation ist.
Eigentlich miisste man das préziser beschreiben und beweisen.

17.2.3 Satz: Kriterium fiir Rektifizierbarkeit

(i) Es gibt stetige Kurven (mit kompaktem Parameterbereich), die nicht rektifizierbar
sind.

(i) Ist die Kurve 7 : [c,d] — R" stetig differenzierbar, so ist v rektifizierbar und es gilt:

o) = [ @ld = [ VEOFT DO+ -+ BLORde

17.2.4 Beweis

Zu (i): Als Beispiel nehmen wir die auf [0, 1] definierte Kurve im R?:

t
(tsin(% _m ), falls t > 0,

( 8 ) ,  sonst.

Wir wéhlen eine feste gerade natiirliche Zahl n und dann eine Zerlegung Z,, geméf3 der
zweiten Zeile der folgenden Tabelle

v(t) =

) 0 1 2 ... n—3 | n—2 | n-—1 n

1 1 1 1 1 1

tl 0 ﬁ m ...... Z 3 5 T
sin(% - %) / —1 +1 ... -1 +1 -1 +1
1 1 1 1 1 1

() 0 o P i 3 3 T

Y\li 0 4 | 5 o o o

n n— 1 3 2 1

mit ¢; := —~— fiir i > 1. Fiir ¢ > 2 ist der Abstand zweier Punkte auf der Kurve

n—i+1

lv(t:) —~y(tiz)|l = \/(tz — tz‘—1)2 + (t; + ti—l)Q >t +tiog > 2t
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So ergibt sich als Linge des zugehdrigen Polygonzugs:

L6120 = It —+ 21||>22tn—2n_f+1
=1 =1

1 1 1
= 2|- AU S
[n+n—1+ +2]

Sie wichst fiir n — oo gegen oo.
Zu (ii)® Es sei ein (beliebig kleines) € > 0 vorgegeben.

(1) Die Funktionen v} sind stetig, also mit Satz 15.8.2 sogar gleichmiBig stetig. Daher
gibt es ein 0 > 0, so dass fiir alle j =1,... w

175(8) = 75(s)ll <

ﬁ, wenn nur |t — s| <.
(2) Wir zeigen: Hat eine Zerlegung

Zic=to<ti <...<t,=d
von [c,d] eine Feinheit < ¢, d.h.

ti—ti1 <6 fl’iralleizl,...,n,

d
- [ ven < -

Esseinuni € {1,...,n} einer der Zerlegungsindices. Da die Abbildung t — ||7/(t)]| stetig
ist, gibt es gemafl Mittelwertsatz der Integralrechnung (Satz 10.7.1) ein 7 € [t;_1,;], so
dass

so gilt

[i IV Ol dt = |7 ()] - [t — tis].

Geméaf Mittelwertsatz der Differentialrechnung (Satz 9.8.8) gibt es fiir jede Koordinaten-
nummer j € {1,...,w} eine Stelle 7; € [t;_1,t;], so dass

Vi) —vi(tic) = () - [t — tioal.

Zusammen gilt dann, wenn wir noch zweimal die Dreiecksungleichung anwenden
t;
i) =2l = [ vl
ti—1
= (H(%(ﬁ)ﬁé(h), YT = 1OA(T), (7)Y (O - Tt — ]

= 71(7),%(72) = %5(7), - () = Y (P - [t — tica]

(1) = ()] - Tt — tia]

IN - IA
=
3 T

IN

Zm St —tia] = dic St = tial].
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Summieren wir iiber alle Teilintervalle der Zerlegung Z, so ergibt sich:

2. 2) /|w )l di
:1§ZN7 zou—l;uvunﬁﬂ

9
S Zd_c'ti—ti_ﬂ:d_c'(d—C):6.
i=1

(3) Es sei jetzt Z’ eine beliebige Zerlegung von [c,d]. Dann gibt es eine Verfeinerung Z
mit einer Kornigkeit < ¢ und wir erhalten:

LOv.2) < Ly, 2 /\w (O dt + <.

Es folgt, da Z’ vollig beliebig war:

d
cws/nvwwuw.

Andererseits ist

)2 £60.2)2 [ Il

In einem geschrieben ist dies:

/|w Ol dt — e < L(y /|w ) dt +e.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung des Satzes.

17.2.5 Bemerkung

Ist 9 : [co, ds] — [c, d] eine stetig differenzierbare streng monoton steigende (bzw. fallende)
Abbildung, also eine Parametertransformation, so gilt mit der mehrdimensionalen Ket-
tenregel (KR) in der Version von Korollar Satz 16.2.15 und der Substitutionsregel (SR)
Satz 11.4.1

do da
/‘HWommmm8¥ /|wﬂw@mwwmm

Cc2 Cc2

2y (9(s))]] - () ds, falls ¥ steigend d
_ { fc; H(V/( ()l /() ( gend) } " / ol de
— 2y @ ()l - 9'(s)ds,  (falls ¢ fallend )

Damit wird auf andere Weise bestétigt, dass die Lange einer stetig differenzierbaren Kurve
~ unabhéngig von der konkreten Parameterdarstellung ist.
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17.2.6 Korollar
Die Graph-Kurve ~; einer stetig differenzierbaren Funktion f : [¢,d] — R" hat die Lange

L(vs) = /\/1+Hf’(t)|\2dt.

Im Fall v =1 gilt dann
d
_ / VIFFOPR .

17.2.7 Beispiel: Kreisumfang
Die Lange der Kreislinie, vgl. Beispiel 17.1.3 (1)

0,27] — R?
v PN (rcpst)
rsint
ist
L(y) = \/ —rsint)? + (rcost)? dt = 2mr.
0

Alternativ kann man auf der Grundlage von Beispiel 17.1.3 (2) die Lénge des Halbkreis-
bogens als Lénge des Graphen der Funktion

[ [-1,1]] - R
f-{ t o VP

berechnen. Mit dem HDI und der Formel fiir die Ableitung des Arcussinus in Abschnitt
9.6.7 ergibt sich

Ley) = Wdt—/ﬂx/ (k) dt

1
— /1 — dt = [arcsint]t] = 5—(—5) =7
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17.2.8 Beispiel: Abrollender Kreis Wir betrachten die Kurve, die ein Randpunkt auf
der Umfangslinie eines auf der x—Achse nach rechts abrollenden Einheitskreises wéihrend
einer Umdrehung beschreibt.

Zeichnung

Die Kurve ist gegeben durch die Funktion
0,27] — R

T ()

was wir noch erlautern wollen:

)

t
—t)

[ t4sint
~ \ 1+cost

e Der erste Vektor i beschreibt die Position des Mittelpunktes zur Zeit ¢. Beim

Start befindet sich der Mittelpunkt auf der Hohe 1 iiber dem Nullpunkt der x—Achse.

ISIETSIE

e Der zweite Vektor ( C9S(75r —1)

sin(§ — 1)
zum Mittelpunkt. Beim Start (¢ = 0) befindet sich der Randpunkt in der 12-Uhr—
Position. Die Variable ¢ geht {iber ein Minuszeichen ein, da das Rad eine Rechts—
Drehung (mathematisch negativ) ausfiihrt.

) beschreibt die Position des Randpunktes relativ

e Das Intervall [0, 27| beschreibt aufgrund der 27—Periodizitdt genau eine Volldrehung,.
Dabei bewegt sich auch der Mittelpunkt um die Strecke 27 weiter.

Fiir die Lange der Kurve ergibt sich jetzt

L(y) = /OF||7’(t)||dt:/0W\/[l—l—cost]Q—i—[Sint]th

27 27
t t
= V24 2costdt = 2+ 2(cos? — —sin? =) dt
2 2
0 0

27 t 27 t T t
= 4 cos?(=)dt = 2|cos(=)|dt =4 | cos(z)dt
0 2 0 2 0 2

= 8/2cossds:8[sins} = &.
0 s=0

Der Randpunkt legt also wiahrend einer Umdrehung den 8-fachen Radius zuriick.
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18 Mehrdimensionale Taylor—Approximation und
kritische Punkte

18.1 Satz iiber die Taylor—Approximation
18.1.1 Bezeichnungen fiir d-Tupel
Fiir ein d-Tupel p = (p1, ..., pa) € (Np)? fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

lpl = pit+... +pa

pl = plooopg!

o = -0

a? =t ety
18.1.2 Satz

Es sei X C R? offen und konvex. Ein Punkt ¢ € X und ein Vektor b € R mit a +b € X
seien fixiert.

Ist dann f : X — R eine C"Funktion, so ist die Funktion

[ [0,1] - R
g.{ t — fla+1tb)

ebenfalls C" (in den Randpunkten einseitig). Fiir die n—te Ableitung gilt

ROESY g(ap £)(a+ tb)or.

[p|=n

18.1.3 Beweis

(1) Wir werden die umfassendere Aussage

beweisen, die erste Gleichheit per Induktion iiber n € N, die zweite mit einer kombinato-
rischen Uberlegung.

(2) Zum Induktionsbeweis. Fiir n = 1 ist dies einfach die Kettenregel:

d
g’(t) = af(al + tbl, ..., Qg + tbd)
d

= S @NHla+thbi= D (9:f)(a+th)b

i=1 ie{l,...,d}
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Ist dann die Aussage fiir n € N bewiesen, so gilt — wieder mit der Kettenregel —

gty = i[ > (0.0, f)(a+tb)bl-n...b,-1]
(i1,0yin)E€{1,...,d}"™

d

_ Z[aj G, ...a,-lf)(aﬂb)bin...bh]bj

i=1 T (iein) E{Ld}r

d
= Y a0 Y @D, by b
inp1=1 (i1,enyin) €{1,...,d}"

— > By - O [)(a+tb)by, .. by,

(3) Fiir ein fest gegebenes d-Tupel p = (py, ..., pq) mit Lange |p| = n treten in der oberen
Summe bei Schritt (1) insgesamt

n!  nl _( n )
pt pleepa \preopa

Summanden auf, deren zugehoriges Index—n—Tupel (iy,...,7,) die Zahlen j € {1,...,d}
genau p;—mal enthélt.

Aufgrund der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen sind diese Summanden aber
alle gleich

n °

Deshalb konnen sie bei der Summation zusammengefasst werden.

18.1.4 Satz: Taylor—Approximation (mehrdimensional)

Es sei X C R? offen und konvex, a € X.

(i) Ist f: X — R eine Funktion in C"™(X), so gibt zu jedem x € X ein £ € [0, 1] mit

@ = ¥ @n@ e ¥ @haee -t
0<p|<n ' |p|=n+1 ’
Pt ()

(ii) Dabeiist lim o 8 — g

z—a ||[z—a|l™
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18.1.5 Beweis®
Wir fithren die Aussage mit Hilfe der Funktion

) 0,1 — R
g.{ t — fla+t(x—a))

4. August 2016

19

auf die entsprechende Aussage iiber die 1-dimensionale Taylor—Approximation zuriick.
GemaB Satz 14.1.5 iiber die 1-dimensionale Taylor-Approximation gibt es ein ¢ € [0, 1],

so dass
- L g®(0) g to(E)
fz)=g(1) = ;; i + (n+ 1)
Y Y e L S @t - o)
k=0 |p|=k lpl=n+1 a
> (apf)(a)@ + ) (@NHla+é(r—a) ;!a)p
0<[p|<n Ip|=n+1
Zu (ii): Es ist
‘m Tny1(7)
e —dlr
> <apf><a+g<x—a>>pf”f|;f)a“n

|p|=n+1

= lim Z (9pf a+£( )Z(

T, — ay )’m
e =l

(;

5tet1g

IN
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18.2 Taylorpolynome
18.2.1 Definitionen

Der Satz 18.1.4 bietet — wie im 1-dimensionalen Fall — den Anlass, einige spezielle
Begriffe einzufiihren:

1. Der Ausdruck

> (@ f)(a)

0<|p|<n

(z —a)

p!

heifit das Taylorpolynom n—ten Grades mit Entwicklungsstelle a. Es handelt sich um
ein Polynom n—ten Grades in den d Variablen (z—a)q,. .., (x—a)q € R. Vorgegeben
ist dabei eine Abbildung f, die an der Stelle @ € X n—mal (total) differenzierbar ist.

2. Die Differenz r,,1(x) zwischen Funktion und zugeordnetem Taylorpolynom n—ten
Grades wird wieder als (Taylor—)Restglied (n + 1)-ter Ordnung bezeichnet. Es gilt
dann

@)= ¥ @n@ L v

0<|p|<n

und
(z —a)?

p!

ra(@) = rsi(2) = (87 f)(a)

[p|=n

18.2.2 Taylorpolynom Grad 2 Wir wollen den Ausdruck fiir das Taylorpolynom
zweiten Grades etwas genauer betrachten. Es ist fiir eine C2-Funktion f: X — R

> @
0<[p|<2 P
(Ipl = 0) = f(a)(xg—!a)o +
(Ipl = 1) Orf(a) (xy—ay)+ ...+ 0af(a) - (xqg—aq) +
(Ipl=2) zd:(aff)(a)(%i_—Qai)2 + Zd: (9:0;f)(a)(zi — a;)(x; — aj)
im1 i =L i<j
= fla)+
(0if(a) - Daf(a) ) (z—a)+
Ri@)  oyopfa) - 0104f(@
S IR I MR
oort@ e o

520 f(a) + (2 — ) - grad f(a) + § - (¢ — )" - Hess f(a) - (¢ — a)
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18.2.3 Definitionen: Gradient, Hesse’sche Matrix

1.

Existieren fiir eine Funktion f : X — R an einer Stelle a € X alle ersten partiellen
Ableitungen, so heifit der Spaltenvektor

o1 f(a)
grad f(a) = Vf(a) = :
04f(a)

der Gradient von f an der Stelle a. Man nennt den Operator V gelegentlich auch
den Nabla—Operator (Nabla (gr): Harfe).

. Ist die Funktion f : X — R in einer Umgebung von a € X zweimal stetig differen-

zierbar, so heifft die symmetrische d x d-Matrix

8%]6(@) 010z f(a) -+ 010af(a)

Hess f(a) = ( 8,8, f () )ij _ 3281:70(&) 02 f(a)

adalf(a) aﬁf(a)

die Hesse’sche Matriz von f im Punkt a.

18.2.4 Bemerkungen

1.

Die ,,Um-Schreibung” eines Zeilenvektors in einen Spaltenvektor bei der Definition
des Gradienten ist aus Sicht der multilinearen Algebra, die genau das Transforma-
tionsverhalten von Tensoren (,,hoherstufigen Vektoren”) bei Basistransformationen
im unterliegenden Vektorraum in den Blick nimmt, eigentlich unzuléssig. Erst, wenn
diese Umschreibung als ein Ubergang von einer Linearform (= Zeilenvektor) zum
dualen (Spalten—)Vektor bzgl. des kanonischen Skalarprodukts (-,-) im R? in-
terpretiert wird, ist wieder ,.fester Grund” erreicht. Es gilt dann fiir einen Vektor
y € R?

o f(a) o1 f(a)

(0f(a) - Ouf(a) )y = : ) =y :
Matrix‘;rodukt adf(a) 8df(a>
Skalarjlgrodukt h{atrile;rodukt

Nur wenn die Bild—Zeilen—Vektoren der ersten Ableitungsfunktion von f — mit Hilfe
des kanonischen Skalarprodukts — in Spaltenvektoren umgewandelt werden,

f’ : X = Rlxd d&?l Rdxl g Rd
r — grad f(z),

kann die Hesse’sche Matrix als zweite (totale) Ableitung

" N . X — Rd*d
=) { x +— Hess f(x)

von f aufgefasst werden.
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18.2.5 Hilfssatz (aus der Linearen Algebra)

Fiir eine reelle symmetrische d x d-Matrix A sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(A) (Definition) A ist positiv definit.
(B) Fiir eine beliebigen Vektor z € R4\ {0} gilt: 27 Ax >0

(C) Die Determinanten der (symmetrischen) Untermatrizen von A

(also: von links oben her) sind positiv.

Bildlich: Die Eintrége (und Blécke) in den Diagonalen dominieren die Eintrige (und
Blocke) auBerhalb der Diagonalen.

(D) Alle d Eigenwerte (A ist diagonalisierbar) sind reell und positiv.

18.2.6 Hilfssatz (dualisiert)

Fiir eine reelle symmetrische d x d—Matrix A sind die folgenden vier Aussagen dquivalent:
(A) (Definition) A ist negativ definit.
(B) Fiir eine beliebigen Vektor z € R4\ {0} gilt: 27 Ax < 0.

(C) Die Determinanten det A; der (symmetrischen) Untermatrizen von A

(also: von links oben her) sind abwechselnd positiv und negativ:
(—1)J - det Aj > 0.
e lgenwerte 1st diagonalisierbar) sind reell und negativ.
D) Alle d Ei A ist di lisierb ind reell und i

18.2.7 Bemerkung

Entsprechende Listen dquivalenter Aussagen gibt es fiir die Eigenschaften
e  positiv semidefinit”,

e negativ semidefinit”.

Weiter heifit eine reelle symmetrische d x d-Matrix A indefinit, wenn es zwei Vektoren
z,7 € R? gibt, so dass

2T Az > 0, T AT < 0.
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18.3 Extrema reellwertiger Funktionen
18.3.1 Satz: Extrema — Hinreichende Bedingungen
Es sei X C R? offen, a € X.

Die Funktion f: X — R sei in C*(X), es sei f'(a) = 0.

(i) Ist Hess f(a) positiv definit, so hat f in a ein strenges lokales Minimum.

(i) Ist Hess f(a) negativ definit, so hat f in a ein strenges lokales Maximum.

18.3.2 Beweis”
Wir miissen nur (i) zeigen und konnen dabei a = 0 voraussetzen.

(1) Nach Satz 18.1.4 und Abschnitt 18.2.2 ist

f(z) = f(0)+ % o’ - Hess f(0) - z + r3(z),

(2) Die (d — 1)~dimensionale Sphére
S ={z e Rz =1}
im RY ist kompakt, die stetige Abbildung

S — Rt
r — z7 - Hess f(0)-x

nimmt deshalb auf S ihr Minimum an. Der Minimumswert M muss, da S abgeschlossen
ist, positiv sein: M > 0.
(3) Fiir z # 0 zunéchst gilt die Abschéitzung,

T

x x
]

o' Hess f(0) -z = 2

- Hess f(0) |z||* > M - ||z,

die dann insgesamt auch fiir x = 0 zutrifft.

(4) Aufgrund der in (1) zitierten Abschétzung lésst sich ein § > 0 finden, so dass
M "
rs(@)l < -l i flaf] < 6.
(5) Es folgt dann fiir diese x

M
o’ - Hess f(0)-z+ r3(z) > f(0)+ —|z|>
(& -~ 7/ v 4

>M||z||? > g)2

N —

fl@) = f(0) +

f hat also ein strenges Minimum in 0.
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18.3.3 Korollar: Extrema reeller Funktionen
Es sei X C R offen, a € X.
Die Funktion f: X — R sei in C*(X), es sei f'(a) = 0.

(i) Ist f”(a) positiv, so hat f in a ein strenges lokales Minimum.

(i) Ist f”(a) negativ, so hat f in a ein strenges lokales Maximum.

24
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18.4 Sattelpunkte reellwertiger Funktionen ©

In diesem Abschnitt sei X C R? eine offene Teilmenge der Ebene.

18.4.1 Definition: Sattelpunkt

Man sagt, die Funktion f : X — R hat bei a einen (strengen) Sattelpunkt, wenn es zwei
regulére Kurven

a,f:]—e+e[— X mit a(0) = 5(0) =a
gibt, so dass

e die zusammengesetzte Funktion f o« : ] —e,+e[ — R bei 0 ein strenges Maximum
hat,

e die zusammengesetzte Funktion fo 5 :] — ¢, +¢[ — R bei 0 ein strenges Minimum
hat,

e die beiden Vektoren o/(0), 3’(0) linear unabhiingig in R? sind.

Die dritte Bedingung ist nicht automatisch durch die ersten beiden erfiillt, wie man er-
warten konnte. Als Beispiel diene

f($17$2) = —$(15 +$% © Ty

Die Kurven

a=(g) o= )

haben beide den Tangentialvektor o/ (0) = 5'(0) = < L

0 ) und es gilt

(foa)(t)=—t° (Maximum)

(foﬁ)(t):_t6+t4:t4(1_t2):{ >0, falls 0<[t| <1,

=0, fallst=0.

(Minimum)
Zeichnung

18.4.2 Satz

Hat die Funktion f : X — R bei a einen (strengen) Sattelpunkt und ist sie da differen-
zierbar, so ist die Ableitung Null:

Df(a)=(0 0).
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18.4.3 Beweis

Es seien a, § die beiden Kurven, die die Sattelpunkteigenschaft hervorbringen. Aufgrund
der Kettenregel Satz 16.2.13 ist das folgende 2 x 2—-Gleichungssystem fiir die beiden Ko-

ordinaten in dem Zeilenvektor f'(a) = ( g—g{l(a) g—:é(a) ) erfiillt:

Oif(a) - &4 (0) + Def(a) - 5(0) = f'((0)) - &/(0) = (foa)(0) =0
O f(a) - BL(0) + Daf(a) - By(0) = f'(B(0)) - B/(0) = (f o B)(0) =0

Dass der jeweils letzte Ausdruck verschwindet, liegt daran, dass die Funktionen f o «
und f o 8 in 0 jeweils ein Extremum haben. Da die beiden Vektoren «/(0), 5'(0) linear
unabhingig in R? sind, hat das LGS eine eindeutige Losung, namlich

Df(a) = ( #(a) #(@) )= (0 0).

18.4.4 Satz: Sattelpunkt — Hinreichende Bedingung
Es sei X C R? offen, a € X.

Die Funktion f : X — R sei in C*(X), es sei f'(a) = 0. Ist Hess f(a) indefinit, so hat f in
a einen Sattelpunkt.

18.4.5 Beweis

Wir kénnen uns wieder auf den Fall a = 0 beschréanken.

Da Hess f(a) indefinit ist, gibt es einen Vektor y € R? mit
y" - Hess f(a) -y > 0.

Das aber bedeutet, dass die Funktion

[ ]=9,6] R
f|<y>-{ t : f(ty)

eine verschwindende erste und eine positive zweite Ableitung hat. Es existiert also eine
Kurve mit Minimum.

Analog existiert eine Kurve mit Maximum.
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19 Der Approximationssatz von Stone—Weierstraf} ©

19.1 Vorbereitung: Der Satz von Dini
19.1.1 Definition:

Wir sagen, eine Menge X sei kompakt (oder ein kompakter Raum), wenn sie ein topolo-
gischer Raum (beispielsweise definiert durch eine Metrik) ist, bzgl. der X selbst kompakt
ist.

Wir betrachten in diesem Abschnitt fiir einen kompakten Raum X den Funktionen—
Vektorraum (K € {R,C})

C(X,K) = {f : X —>K‘ stetig }
Da stetige Funktionen auf kompakten Mengen beschriankt sind, ist die Supremumsnorm

171 = sup{l£(=)])

auf diesem Vektorraum definiert. Er wird zu einem vollstindig metrischen Raum. Wir
kénnen die topologischen Begriffe aus Kapitel 15 anwenden.

19.1.2 Satz von Dini

Es sei X ein kompakter metrischer Raum.
Es sei f, : X — R, n € N, eine Folge stetiger Funktionen. Dann gilt die Implikation

(fn) stellenweise monoton
(fn) stellenweise konvergent gegen f = (fn) gleichmifig konvergent.
f stetig

19.1.3 Beweis

(1) O.B.d.A. ist (f,) monoton wachsend. Es sei f die (stellenweise) Grenzfunktion und
e > 0 vorgegeben. Wir betrachten zunéchst ein beliebiges, festes a € X.

(2) Es gibt ein N, € N, so dass

[fn(a) = fa)] <

fir alle n > N,.

Wl M

(3) Es gibt weiter eine Umgebung U, von a, so dass aufgrund der Stetigkeit der beiden
Funktionen fy, und f fiir alle z € U,

demzufolge auch

/. (2) = f2)] <e,
gilt.
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(4) Jetzt wéhle man endlich viele Stellen ay, . .., a,, € X, so dass X C i, U, und setze
N := max{N,|i=1,...,m}.

(5) Ist nun = € X beliebig, so gibt es ein j € {1,...,m}, so dass x € U,,. Es gilt dann
fiir alle n > N aufgrund der Monotonie von (f,)

0< flz) = falz) < fz) = fn(z) < f(2) = [y, (2) < e



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 29

19.2 Algebren und Trenn-Algebren

19.2.1 Definition: K—Algebra
Ist auf einem K—Vektorraum V' eine Multiplikation, d.h. eine K-bilineare Abbildung
{ VxV = V
(v,0) — vV
erklart, so spricht man von einer K-Algebra.

Es ist nicht einheitlich geregelt, ob der Begriff der Algebra beinhaltet, das fiir die Multi-
plikation das Assoziativgesetz gilt. Fiir uns sei dies aber der Fall.

Die Algebra heiffit kommutativ, wenn zusétzlich fiir diese Multiplikation das Kommuta-
tivgesetz gilt.

19.2.2 Beispiele

(1) R ist eine kommutative R-Algebra, C ist eine kommutative C-Algebra und eine kom-
mutative R—Algebra.

(2) Die Menge aller (quadratischen) (d x d)-Matrizen mit Eintragen aus K bildet eine
K-Algebra, die fiir d > 2 nicht kommutativ ist.

(3) Die Menge der Funktionen f : X — K mit einer beliebigen Menge X als Defini-
tionsmenge bildet eine kommutative K-Algebra, sie wird mit F(X,K) bezeichnet. Die

Teilmenge der beschrinkten Funktionen auf X bildet eine Unteralgebra B(X,K) von
F(X,K).

(4) Ist auf X eine Metrik (oder Topologie) erklart, so bildet die Menge der stetigen
Funktionen ebenfalls eine Unteralgebra C(X,K) von F(X, K). Weiter ist dann die Menge
der stetigen beschréankten Funktionen eine weitere Unteralgebra BC(X, K).

Beachte, dass fiir kompaktes X gilt: C(X,K) = BC(X, K).

19.2.3 Definition: Trenn-Algebra
Wir nennen eine Unteralgebra ( = Teilmenge, die eine Algebra ist) A(X, K) von F(X, K)

eine Trenn-Algebra, wenn sie die folgenden Trennungs—Eigenschaften aufweist:

e Die Algebra A(X,K) trenne die Stellen: Zu je zwei verschiedenen Stellen =,z € X
existiere (mindestens) eine Funktion f € A(X,K), so dass

f(@) # f(2).

e Die Algebra A(X,K) trenne die Werte: Zu jeder Stelle x € X gebe es zwei Funk-

tionen f und f, so dass

f@) # f(x).
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19.3 Der Satz

19.3.1 Satz: Approximationssatz von Stone—Weierstrafl

Es sei X eine kompakte Menge und A(X, R) eine Trenn—Algebra von stetigen reellwertigen
Funktionen. Dann gilt fiir den Abschluss von A(X,R):

A(X,R) = C(X,R)

Mit anderen Worten: Zu jeder stetigen Funktion f : X — R gibt es eine Folge von
Funktionen (f,,)nen in der Trenn-Algebra A(X,R), die gleichméBig gegen f konvergiert.
Wir zeigen diesen Satz mit einer Kaskade von Hilfssétzen.

19.3.2 Hilfssatz

Zu beliebigen a,b € X, a # b, und «, 5 € R gibt es (mindestens) eine Funktion f €
A(X,R), so dass

fla)=a, — f(b) =5

19.3.3 Beweis

Der Beweis wird zeigen, dass die Voraussetzungen K = R und X kompakt hier nicht
bendtigt werden.

Geméf Definition des Begriffs der ,, Trenn—Algebra” gibt es zu a,b € X fiinf Funktionen
e, 9a, ha, gp, Iy € A(X, K), so dass

6(&) 7& e(b)a ga<a) 7& ha(a>7 gb(b) 7& hb(b)
Man sieht dann leicht, dass die Funktion f € A(X,K), definiert durch

o Le(@) = e(0)] -[9a(2) — ha(2)] | 5 [e2) — e(a)] - [gs(2) — hu(2)]
[e(a) = e(b)] - [9a(a) = ha(a)] [e(0) — e(a)] - [gn(b) — M ()]~

die Aussage des Séatzchens erfiillt.

flz) = +

Frage: Warum braucht man die Faktoren mit g und h?
Antwort: Es ist keineswegs klar, dass die konstanten Funktionen, hier e(ai(b
in der Algebra A(X, K) enthalten sind.

) e(a)
e(0) bzw. e(b)—e(a)

19.3.4 Hilfssatz

Es existiert eine monoton wachsende Folge (p,) von Polynomen p, : [0,1] — R, die
gleichméBig gegen die Wurzelfunktion /z konvergiert.
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19.3.5 Beweis
(1) Wir definieren diese Folge rekursiv durch

x — p2(x)

p1 =0, Prt1(x) = pp(r) + 5

und zeigen per Induktion
(2) 0 < pu(z) < +/x fiir alle z € [0, 1].

Fiir die Durchfithrung des Induktionsschritts beachte man einfach

VT =puni(z) = Va— |pu(z) + %i(x) = [VZ = pal)] - [1 _ \/5+2pn(x)] '
—_—

€ 0,1]

/

>0

Man ersieht aus dieser Identitdt auch, dass (p,) monoton wachsend ist.

(3) Fir jedes x € [0,1] ist die Folge (p,(z)) monoton wachsend und (nach oben) be-
schrinkt, sie besitzt demzufolge einen Grenzwert f(z). Durch Grenziibergang in der Re-
kursionsformel sieht man f?(z) = z, wegen f(z) > 0 muss f(z) = /7 sein.

(4) Der Satz 19.1.2 von Dini zeigt abschlieflend, dass die Konvergenz gleichméfig ist.

19.3.6 Hilfssatz
Ist f € A(X,R), so ist |f] € A(X,R).

19.3.7 Beweis

Zum Beweis definieren wir die Funktionen

gn(@) = I - pal (T2,
R).

sie gehoren alle zu A(X, GemaB vorigem Hilfssatz besteht gleichméfiige Konvergenz

der Folge

) — Vy? = |y| auf [0,1],
deshalb dann auch die der Folge

gule) = £ pal(£2)5) — 11511 (H(fu)) — /@)

19.3.8 Hilfssatz
Ist f € A(X,R), soist |f] € A(X,R).

19.3.9 Beweis

Es gibt eine Folge (f,) € A(X,R), die gleichméBig gegen f konvergiert. Die Folge
(|fa]) € A(X R) konvergiert gleichmifig gegen |f|. Da A(X,R) abgeschlossen ist, ist
] € ACX,R).
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19.3.10 Hilfssatz
Zu je zwei Funktionen f, g € A(X,R) gehoren auch die beiden Funktionen

max(f,g) und  min(f,g) (stellenweise definiert)

zu A(X,R).

19.3.11 Beweis
Dies folgt aus den Identitaten:

maX(f,g):f+g_|_2|f_g|7 min(f, g) =

f+g—1f—4
5 .

19.3.12 Hilfssatz
Zu zwei stetigen Funktionen f*: X — R (bottom) und f' : X — R (top) mit

fra) < fl@), zeX,

gibt es eine Funktion ¢ in A(X,R), so dass
fHz) <gl@) < fT(z), zeX.

19.3.13 Beweis

(1) Es seien a,b zwei (nicht notwendig verschiedene) Stellen in X. Es gibt dann gem#8
Sétzchen 19.3.2 eine Funktion g, € A(X,R), so dass

fH(a) < gav(a), Jan(0) < f(b).

(2) Wir halten jetzt ein beliebiges a € X fest. Zu jedem b € X gibt es dann eine offene
Umgebung U, von b, so dass

gab(aj) < fT($), x € Ub.
Da X kompakt ist, gibt es endlich viele i = 1,...,m, so dass
X clJu,.
i=1

Wir definieren die Funktion g, durch

ga(x) == min {ga, (2),..., Gab,, (T)}.
€{1,...,m}

Sie hat die folgenden beiden Eigenschaften:

fH(a) < ga(a), ga(z) < f1(2), x e X.

Die erste ist klar wegen f*(a) < gu, () fiir alle i = 1,..., m. Zum Nachweis der zweiten
betrachte man ein festes € X, suche sich das ¢ mit z € U, und erhilt dann g,(z) <

gabi('r) < f—r<x>
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Weiter gibt es jetzt zu jedem a € X, da g, und f* stetig sind, eine Umgebung V, von a,
so dass

fH(x) < golx), r €V,

Da X kompakt ist, gibt es endlich viele j = 1,..., 7, so dass

J
xclJu,
j=1
Wir definieren die Funktion ¢ durch

g(x) = je?}féz}{gal(w),~--,gaj(w)}-

Sie hat die folgenden beiden Eigenschaften:
fHaz) <gl@) < fT(z), =weX.

Die zweite Ungleichung ist klar wegen g, (x) < fT(z) fiir alle j = 1,...,j. Zum Nachweis
der zweiten betrachte man ein festes x € X, suche sich das j mit x € U,; und erhélt dann
fH(z) < goy(2) < gla).

19.3.14 Beweis des Satzes von Stone—Weierstrass.

Es sei also f stetig und € > 0 vorgegeben. Setze im letzten Hilfssatz
ff=f-e fl=f+e

Es existiert dann eine Funktion g € A(X,R) mit
f—e<g<f+e,

was die Abschétzung ||f — g|| < e nach sich zieht.

19.3.15 Korollar: Klassischer Approximationssatz von Weierstrafl

Es sei X C R? kompakte und P(X,R) die Algebra der reellen Polynome (in d Variablen).
Dann gilt fiir den Abschluss von P(X,R):

P(X,R) = C(X,R)
Mit anderen Worten: Zu jeder stetigen Funktion f : X — R gibt es eine Folge von
Polynomen (py,)nen, die gleichméBig gegen f konvergiert.

Mit nochmals anderen Worten: Zu jeder stetigen Funktion f : X — R und jedem ¢ > 0
gibt es ein Polynom p : X — R, so dass

If(z) —p(z)| <e fiir alle z € X.
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20 Integration im RY

20.1 Einstieg

20.1.1 Welche Daten werden gebraucht? Der mehrdimensionalen Integralrechnung
liegt zunichst das Vorhaben zugrunde, die ,,im R%” definierten reellwertigen Funktionen
f iiber Teilmengen X von R? zu integrieren und ihnen eine reelle Zahl, das Integral

/XfeR

zuzuordnen.

Es stellt sich dabei heraus, dass dieses Vorhaben erheblich anspruchsvoller — und deshalb
wieder sehr viel interessanter — im Vergleich zu seiner eindimensionalen Entsprechung
ist.

Dem Vorhaben unterliegt stark die Kldrung, welche ,,spezielleren und verallgemeinernden”
mathematischen Objekte die Rolle der Teilmengen X und der Funktionen f einnehmen.

Anstelle der Teilmengen X kommen in Frage:
D Quader, kompakte Trager, Mengensimplexe,
V (orientierte) Simplexe und Ketten,
L messbare und L-integrierbare Mengen.
Anstelle der Funktionen f treten in Erscheinung:
D stetige Funktionen,
V differenzierbare Funktionen, Differentialformen,
L messbare und L-integrierbare Funktionen.
Die drei Kiirzel bedeuten dabei:

D Definition: Eine erste einfache Definition des mehrdimensionalen Integrals mittels
mehrfacher eindimensionaler Integration ist fiir Quader und stetige Funktionen an-
gebbar. Zur Ausschaltung des Einwands, dass diese Definition von der Reihenfolge
der Einzel-Integrationen abhéngig sein konnte, muss der in sich gewichtige Satz von
Stone—Weierstrafl bereitgestellt werden.

V' Vektoranalysis: Sie beschéftigt sich mit der Verallgemeinerung der Substitutionsre-
gel und des HDI fiir den hoher—dimensionalen Kontext. Am Ende stehen die Trans-
formationsformel und der Satz von Stokes.

L Lebesgue-Theorie: Hier begibt man sich auf die Suche nach moglichst grofien Klas-
sen von Mengen und Funktionen, fiir die das Integral sinnvoll definiert werden kann.
Der gewichtigere Aspekt dabei ist, dass diese Klassen mathematisch sehr geschmei-
dig werden:

— Die Klasse der L-integrierbaren Funktionen bildet einen vollstédndig normierten
Vektorraum, einen so genannten Banachraum.
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— Das System aller messbaren Mengen bildet eine so genannte o—Algebra, das
heifit das Komplemente, abzdhlbare Vereinigungen und Schnitte messbarer
Mengen wieder messbar sind.

20.1.2 Verschiedene Zuginge

Der ,,Berggipfel” der mehrdimensionalen Integration kann auf verschiedenen Pfaden bzw.
Routen erreicht werden.
Es gibt dabei nicht eine besonders leichte oder besonders kurze Route. Wir wollen drei
Zugénge kurz schildern.

1. Riemman: Das mehrdimensionale Integral wird analog zum eindimensionalen Fall
als Riemann-Integral eingefiihrt {iber Zerlegungen, Ober- und Untersummen, Ober-
und Unterintegrale. Wie im eindimensionalen Fall ist der Zugang anschaulich und
handwerklich. Er stofit jedoch auf Dauer an Grenzen, so dass man im Nachhinein
,,theoretische Nacharbeit” leisten muss.

2. Lebesgue: Das Integral iiber Teilmengen des R? wird als Spezialfall innerhalb der
noch allgemeineren Maf3- und Integrationstheorie eingefiihrt, die abstrakter, méchti-
ger und mathematisch geschlossener ist. Obwohl dies auch im Hinblick auf die Sto-
chastik interessant wére, ist der Aufwand innerhalb einer Analysis-Vorlesung zu
grof.

3. Approximation: Die Idee, die mehrdimensionale Integration einfach als mehrfache
eindimensionale Integration einzufiihren, ist zunéchst nur fiir eine ,kleine” Klasse,
ndmlich die der stetigen Funktionen ausfithrbar. Mit Hilfe zahlreicher mathemati-
scher Uberlegungen kann diese Klasse nach und nach erweitert werden, bis man bei
einer ziemlich groflen Klasse, der der Lebesgue-integrierbaren Funktionen, angekom-
men ist.

Wir werden in etwa den dritten Weg gehen, dabei aber iiber die theoretischen und techni-
schen Hilfsmittel hinwegstreifen, um ziigig zu Anwendungen und Berechnungen bei kon-
kreten Beispielen zu kommen.
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20.2 Integration stetiger Funktionen iiber Quadern
20.2.1 Definition

Es sei

X [a'dvbd] g Rda

~

Q = [al,bl] X ... X [ak,bk] X [ak+1,bk+1]

X ...
=Qd—k

ein achsenparalleler kompakter Quader und o : () — R eine stetige Funktion.

Wir definieren rekursiv fiir £ =0, ..., d die Funktionen
. Qd - R
(IOQ) : { T Q(I)

<fkg>:{Qd‘k -k

T ;:(Ik_lg)(xk, e T ger1) AT
Die Funktion I, o entsteht also dadurch, dass
e bzgl. der ersten k Variablen, zq,...,zg
e iiber die Intervalle [a1, b1, ..., [ak, by
e bei festgehaltenen restlichen Variablen xjq,..., 24

eindimensional integriert wird. Wir bereits mehrfach aufgetreten, ist bei einer rekursiven
Definition eine Piinktchen—Schreibweise viel suggestiver:

b b1
(Ik,g)(ka, . ,:L’d> _/ .. / Q(irl’ e ,l’k[, Lht1y - - - ’ZL@> dq;l e dl’k
ag ai

~ ~\~
integriert fixiert

Dieser Iterationsprozess ist wohldefiniert, da jeweils mit [0 auch Iy, 0 wieder eine stetige
Funktion mit kompaktem Tréger ist (Beweis in der Ubung).

(3) Nach d-maliger Integration entsteht die Zahl

by by
/Q(x)dx = Idg:/ / o(zy,...,xq)dxy -+ drg.
Q aq al

Sie wird das Integral von g iiber den Quader ) genannt.
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20.2.2 Satz: Vertauschbarkeit in der Integrationsreihenfolge

Es sei m:{1,...,d} — {1,...,d} eine bijektive Abbildung (Permutation). Dann gilt fiir
stetiges 0: @ — R:

(i)
7 (d) (1)
/ / / l’l, c. ,:L“d) dwﬂ-(l) e d:L'ﬂ-(d).
Q A (d) ar(1)

Bei der Definition des Integrals kommt es also auf die Reihenfolge der einzelnen
Integrationen nicht an.

(i)
by by
/ o(z)dx = / / 0(Zr(1)s - - Tr(ay) doq ... dag
Q agq ay

Im Integranden kénnen die Variablen beliebig vertauscht werden.

20.2.3 Beweis

(0) Es gentigt offensichtlich, die Formel (i) fiir d = 2 und den Fall, zu beweisen, dass 7
die beiden Koordinaten 1 und 2 vertauscht.

Es sei also ein Quader Q = [ay, b1] X [ag, bs] gegeben.

(1) Wir nehmen zunéchst an, dass die stetige Funktion g als Summe von Zweierprodukten
von stetigen Funktionen geschrieben werden kann, die nur von jeweils einer Koordinate
abhéngen:

o(z1, ) ZUJ 1) - 7 (22) (%)

Dann gilt (sehr ausfuhrhch)

b2 b1 n b2 bl
/ / o(xy, zo) dry dzy = Z/ / oj(x1) - 7;(22) day dzy
by by
= Z/ / O'j 33'1 dl’l 7'](.1'2) dl'Q

— Z/a1 (1) dy - /:Tj(m)dﬂ?z

Jj=1
n

by b
= Z/ oj(z1) - / 7j(22) drg dx;
j:1 ai az
n b1 by
= Z/ / oj(x1) - 7;(22) dxs dry
j=1 ai a2
by by
= / / Q(.I'l,l'z) d;l'g dl’l
al as
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(2) Es sei jetzt o : Q@ — R eine beliebige stetige Funktion und ein € > 0 vorgegeben.

Alle Funktionen g : @ — R der Form (x) bilden eine R-Trenn—Algebra. Aufgrund des
Satzes von Stone-Weierstraf$ 19.3.15 gibt es eine Funktion 7 | oj(z1) - 7j(22) in dieser
Trenn—Algebra mit

£

sup {‘Q(xlaxZ) — ;Uj(xl) ' Tj($2)‘} = 2(by — as)(by —ay)

TEQ

Aufgrund des Abschéitzungssatzes der Integralrechnung gilt

/: /: o1, 22) = z: 0j(z1) - 7j(x2)] dx1 dzy
/b / olon, @) = i%@n) - 75(2)

bo b .
3 —
S / / =) =) P01 472 = 2
as ai

und mit der gleichen Abschéatzungskette

/: /j o, w2) = z: 0j(x1) - 7j(22)] dzs dzy

Dann weiter mit der Dreicksungleichung

bg b1 bl b2
/ / o(z1, o) dxy dxy — / / o(z1, xe) dxg dxy
ag al ai a

IN

dl’l dl’g

€
< -
-2

bo b1 n
< / / lo(xy, 72) — Zaj(l’l) - 7j(22)] dy des
as al =1
b1 by M
+ / / [Z oj(x1) - 7j(22) — 0(21, 22)| dva dy
al a2 j—q
< e

Da ¢ beliebig war, stimmen die beiden Integrale in der obersten Zeile iiberein.

(3) Die Aussage unter (ii) folgt aus der ersten (i) durch Anwendung auf die Permutation
7! und anschlieBende Umbenennung der Variablen:

br—1(a) br—1(1)
/ o(z)dx = / e / o(wy, ..., xq) dTr(yy ... drr-1(g)
Q a a

= 1(d) m=1(1)

bd b1
— / / Q(xﬂ(l),...,xw(d))dxl dl’d.
aq ai
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20.3 Unterhalbstetige Funktionen
20.3.1 Die erweiterte Zahlengerade

Wir werden in diesem und den néchsten Abschnitten Funktionen mit Werten in der er-
weiterten Zahlengerade R = RU{—o00, +00} zu betrachten haben. Auf dieser Menge sind
eine Ordnung und eine Metrik definiert.

Die auf R definieren Grundrechenarten kénnen als stetige Operationen teilweise auf die
erweitere Zahlengerade fortgesetzt werden:

e Die Addition ist auf R x R\ {(—o00, +00), (+00, —00)} wohldefiniert.

e Die Multiplikation ist auf R x R\ {(0, —00), (0, 4-00), (—00,0), (+00,0)} wohldefi-
niert.

e Die Inversenbildung z — 1 ist auf R\ {0} wohldefiniert.

e Die auf das Intervall |0, +oo] eingeschriankte Inversenbildung kann stetig auf [0, +oc]
fortgesetzt werden durch die Festsetzung % = 400.

Beachte aber, dass die Korper-Axiome (Gesetze der Grundrechenarten) nicht uneinge-
schrankt giiltig sind.

20.3.2 Definition: Unterhalbstetig

Eine Funktion ¢ : R? — ]—o00,+00] heifit in a € R? unterhalbstetig (oder von unten
halbstetig), wenn zu jedem € > 0 ein 0 > 0 existiert, so dass

ola) —e < po(xr) firalle z mit ||z —all <.

Eine Funktion ¢ : RY — R U {+o00} heifit unterhalbstetig (schlechthin), wenn sie in jedem
a € R? unterhalbstetig ist.

20.3.3 Veranschaulichung fiir d = 1

Sehr vereinfacht und bildlich gesprochen: Der Graph kann in einer kleinen Umgebung von
a nicht nach unten, wohl aber nach oben springen.

N

20.3.4 Beispielklasse Stetige Funktionen sind unterhalbstetig.
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20.3.5 Beispiel und Definition: Indikatorfunktion
Ist Y C R? cine Teilmenge, so heifit
R — R

Xy : 1, fallsz €Y,
v {0, falls = ¢ Y.

die Indikatorfunktion oder charakteristische Funktion von Y.

40

Eine Indikatorfunktion ist genau dann unterhalbstetig, wenn die zugehorige Teilmenge

offen ist.

20.3.6 Satz: Minimum einer unterhalbstetigen Funktion

Es sei K C R? kompakt und f : K — ]—o0,+o0o] unterhalbstetig. Dann nimmt die

Funktion f auf K ihr Minimum an.

20.3.7 Beweis in der Ubung. Spéter hier.
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20.4 C'-Funktionen
20.4.1 Definition: Kompakter Triger

Es sei X ein metrischer Raum, beispielsweise eine Teilmenge von R? und ¢ : X — R eine
Funktion.

1. Die Teilmenge

suppo = {z € XJo(x) # 0}
heifit der Trdger (engl: support) der Funktion p.

2. Die Menge aller Funktionen p : X — R, deren Triager kompakt ist, wird mit C.(X)
bezeichnet.

3. Fiir eine Funktion g aus C.(X) definieren wir das Integral als die Zahl

/Q = /Rdg = /Q@(w)dx,

wobei () ein achsenparalleler Quader mit supp o C (@ ist.

Man mache sich klar, dass diese Definition unabhéngig von dem konkret ausgewahl-
ten Quader (@ ist.

20.4.2 Satz und Definition

Wir definieren eine Teilmenge CT(R?) von Funktionen R? — ]—o0, +oc] durch die folgen-
den dquivalenten Aussagen:

(A) (Definition) o € CT(R?).

(B) Es gibt eine monoton steigende Folge (g )reny von Funktionen in C.(R?), die stellen-
weise gegen o konvergiert.

(C) o ist unterhalbstetig und es gibt eine kompakte Teilmenge K C R%, so dass

{r € RYp(z) <0} C K.
(D) o ist unterhalbstetig und besitzt eine Minorante o € C.(R?).

20.4.3 Beweis

(B) = (C). Es seien a € R? und ¢ > 0 fixiert. Wegen o(a) = sup{ox(a)|k € N} gibt es ein
k € N, so dass

or(a) > o(a) —e.
Da gy, stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass

o(r) > op(x) > pla)—¢ fir alle z mit ||z — al| < 0.
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Also ist o unterhalbstetig.
Weiter ist

{z e RYp(x) <0} C {zcRoi(x) <0}
in einer kompakten Menge enthalten.

(C) = (B). Wir zeigen dies in mehreren Schritten.

(1) GeméiB Satz 20.3.6 nimmt die Funktion o auf R? ihr Minimum M an. Es sei

M := min{0, M}.
(2) Es sei T die Menge der Tripel

T = {(a,s,c)e(@dx@x@ £>0,c> M,

f(z) > c fir alle x € Ue(a)}.

(3) Die Menge T ist abzdhlbar, es existiert also eine bijektive Abbildung

{N—>T

j = (ajvejvcj)'

42

(4) Aufgrund der Unterhalbstetigkeit ist es moglich, fiir jedes (a;, €5, ¢;) € T eine Funktion

0j € CC(Rd) zu konstruieren mit
( — Cj7 faHS xr € Ugj/2(aj/2)
< ¢, fallsze U (a))
a;(x) v
= M, fallsze K\U.(a))
falls z € R\ (K U U,,(a;))

IA
o

\ Y

Es folgt dann fiir z € R¢
oj(z) < o(x) = sup{o;(z)}.
jeN
(5) Setzt man nun

Qk('r) = Sup{0-170-27"'70-k}7

so ist die Folge (o )ren monoton wachsend, in C.(R?) enthalten mit

o = sup{ox}-
keN

(C) = (D). Gemés$ Satz 20.3.6 nimmt die Funktion g auf K ihr Minimum M an. O.B.d.A

kann M < 0 angenommen werden, anderenfalls kann die Nullfunktion als Minorante

genommen werden.

Es gibt einen Quader ) mit K C (). Konstruiere nun eine stetige Funktion p, die auf )
konstant gleich M ist und auflerhalb des (in jeder Richtung) verdoppelten Quaders 2 - @

gleich Null ist. Das ist dann eine Minorante fiir o.

Die Implikation (D) = (C) ist trivial.
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20.4.4 Satz: Eigenschaften von CT(R?)

(i) Die Menge CT(R?) ist kein Vektorraum von Funktionen.
Es treten aber viele andere ,,Abschluss—Eigenschaften” in Erscheinung:

(i) Es seien g, 9 € CT(RY), a € R*. Dann gehéren auch die Funktionen

a- o, 0+ 0, min{p, 0}, max{p, 0}
zu CT(RY).
(ii) Es sei (0r)rer eine Familie von Funktionen aus CT(R?). Dann gehort auch die Funk-
tion
o = sup{oilk € I}
zu CT(RY).

(iv) Es sei (ox)ren eine Folge in CT(R?) mit g, > 0 fiir alle k& € N. Dann gehort auch die
Funktion

Do
k=1
zu CT(RY).
(v) Es sei o € C'(R?) und a € R% Dann gehéren die partiellen Funktionen

Rt — ]—o0, +o0]
Q("‘,az,"')i
y = oYy Yk—1,Q0, Yk - - -5 Yd)

zu CT(R41).

20.4.5 Beweis®

(i) Die Indikatorfunktion des offenen Einheitsintervalls

R — R
X0 4 { é, iillllssto <z <l,

ist unterhalbstetig. Die Funktion —xo,1[ ist nicht unterhalbstetig.

(ii) Sind (or)ken und (0 )ren zugehdrigen monoton steigenden stellenweise konvergenten
Folgen in C.(R%), so haben die Folgen

(aor), (or + 0r), (min{ ok, 0k }), (max{ ok, Ok })

die gleichen Eigenschaften und konvergieren gegen die im Satz angegebenen Funktionen.
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(iii) Es seien a € R? und € > 0 fixiert. Wegen o(a) = sup{ox(a)|k € I} gibt es ein k € I,
so dass

ok(a) > o(a) —e.
Da g, unterhalbstetig ist, gibt es ein § > 0, so dass
o(x) > or(x) > o(a)—¢ fiir alle x mit ||z — al| < 0.
Also ist p unterhalbstetig. Weiter ist fiir irgendein fixiertes k € I
{z € RYo(x) <0} C {z€Rox(x) <0}

und die rechts stehende Menge ist kompakt.

(iv) Die durch die Reihe definierte Funktion ist Supremum der Partialsummen, von denen
wir aufgrund von (i) wissen, dass sie zu CT(R?) gehéren.

(v) Es sei wieder (g )ren eine monoton steigende Folge in C.(RY), die stellenweise gegen
o konvergiert. Dann ist die Folge

Qk(...,%...);{

R —  ]—o0, +o0]
Yy = Qk(ylw--7yk717a€73/k7-~~73/d>

der zugehorigen partiellen Funktionen eine monoton steigende Folge in C.(R41), die stel-
lenweise gegen die im Satz angegebene partielle Funktion konvergiert.

20.4.6 Beispiele Eine Funktion gehort zu der Menge CT(R?), wenn sie eine der folgen-
den Eigenschaften hat:

e gleich Null oder Positiv-konstant

stetig und nicht-negativ

unterhalbstetig und nicht-negativ

Indikatorfunktion einer offenen Teilmenge

sie ist Konstant-Gleich-Plus-Unendlich
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20.5 Integration von C'-Funktionen

20.5.1 Definition:
Ist 0 : RY — R eine Funktion in CT(RY), so definieren wir
T T
/ o(r)dx = / o(r)dx = lim or(x) dz,
R k—o0 R4
wobei (0x)ren irgendeine Folge von Funktionen in C.(R?) ist, die

e monoton steigend ist und

e die gegebene Funktion p als stellenweisen Grenzwert besitzt.

20.5.2 Kommentare Diese Definition muss noch etwas kommentiert werden:

e Die Zusatzinformation, dass iiber die Menge R? integriert wird, wird, wann immer
moglich, weggelassen.

e Beachte, dass die Zahlenfolge auf der rechten Seite monoton wachsend ist und daher
ihr Grenzwert in R U {+o0} eindeutig festgelegt ist.

e Der folgende Satz wird aufzeigen, dass die Definition des Integrals unabhéngig von
der ausgewihlten Folge (ox)ren in C.(R?) ist.

e Insbesondere ist dann gesichert, dass fiir Funktionen ¢ € C.(R?) die urspriingliche

Definition des Integrals mit der aktuellen iibereinstimmt.

20.5.3 Satz

Es seien (op)ren und (0x)ren zwei monoton steigende Folgen von Funktionen in C.(R%)
mit

lim gx(z) = o(x) = lim gg(x) fiir alle 2 € R%
k—ro0 k—o0
Dann gilt
N
lim [ ox(z)dx = / o(z)dx = lim /Ek(x) dx.
k—o0 k—o0

20.5.4 Beweis®
(1) In Abhéngigkeit von (k,¢) € N x N definieren wir die Funktionen
re = min{og, 0r} € Co(R?)

und denken uns diese Funktionen in einer ,,unendlichen Tabelle” angeordnet:

{—00

Tin Ti2 T3 v T o — 01

Tor To2 Toz -+ Ty — 02

31 T32 T3z o Ty — 03

Tkl Tk2 Tk3 - Tke — Ok

k—oo L L { 4
01 02 03 - Q¢ - —
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(2) Wir betrachten beispielsweise die k—te Zeile. Die in ihr enthaltene Funktionenfolge ist
monoton steigend und konvergiert stellenweise gegen gy, was durch

lim rpe(x) = lim min{ox(z), 0¢(z)} = min{ox(z), lim ge(x)}
{—o0 f—00 {—00
= min{ox(z), 0(x)} = or(x).
begriindet ist.
(3) Wegen
i < T <0k gilt Supprre S supp ri; U supp ok fir alle k€N,

so dass alle Funktionen in der k—ten Zeile einen Tréger haben, der in der gleichen kom-
pakten Menge enthalten ist. Aufgrund des Satzes 19.1.2 von Dini liegt gleichméflige Kon-
vergenz ist.

(4) Insgesamt konnen wir jetzt abschitzen

Tre <0
/Qk<l’>dl’ = lim [ rge(a) do 2% lim 0c() du.

{—00 {—00

(5) Beim Grenziibergang k — oo auf der linken Seite bleibt die Abschétzung erhalten:

lim [ op(z)dx < lim [ g(z)dz.

k—oo £—00

(6) Fiihrt man die genau gleichen Uberlegungen bei Vertauschung von Zeilen und Spalten
innerhalb der obigen Tabelle durch, so gelangt man analog zu der Abschéitzung

lim [ g(z)de < lim [ gx(z)dz,

l—00 k—o00

wodurch der Satz gezeigt ist.
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20.5.5 Satz: Eigenschaften des C'-Integrals

(1)

(i)

(iii)

Fiir o, 0 € CT(RY) gilt:
) T
0<t = [owis < [ dwn
Es seien g, 0 € CT(R?), a € RT. Dann gilt:

Towg(m)dm — Tg(x)dx
/ /

T T T
[le@ s = [ @i+ [ Fw)d
Es sei (0r)ren eine monoton wachsende Folge von Funktionen aus CT(R?). Dann gilt

T l
/supgk(ac)dx = sup/ or(x) dz.

keN keN

Es sei (0x)ren eine Folge in CT(RY) mit g, > 0 fiir alle k¥ € N. Dann ist

/T[igk(x)]dx = i/Tgk(x)dm.

Satz von Fubini in CT(RY)

Es sei o € CT(RY). Dann gilt fiir £ € {1,...,d}

/R:W)dx:/;l[

Insbesondere kann die mehrdimensionale Integration als beliebige Abfolge von ein-
dimensionalen Integrationen ausgefiihrt werden.

R
/Q(yl,.--,ye1,wz,ye,---,yd)d:ve dy
R

20.5.6 Beweis®

(i) Sind (o) und () zugehérige Folgen in C.(R?), so konvergieren auch die beiden mo-
noton steigenden Folgen

min{ o, 0r} — 0 max{ ok, 0r} — 0.

Wegen

[ mintoad@dr < [ maxlo. g dr

folgt die Behauptung nach Grenziibergang k& — oc.
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(i) kann leicht auf zugehorige Folgen in C.(R?) zuriickgefiihrt werden.

(ili) zeigen wir in einer Abfolge von 10 Schritten.

(1) Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir den Fall, dass
or € C,(RY) fiir alle k € N und 0 € C.(RY).

Es gibt dann einen Quader @ = [ay, b1] X ... [aq, bg] mit
suppor U suppe C @,

so dass wegen 01 < 0r < 0

suppor. € Q fiir alle k£ € N.

48

(2) GeméB Satz von Dini 19.1.2 konvergiert dann (g;) auf ) sogar gleichméfig gegen o.

(3) Es existiert also zu jedem € > 0 ein k € N, so dass fir z € @)

0 < o) —onle) < oy

und dann

[ eyt~ [ oty = [l - aaltr < [ st

Das ist die Aussage fiir die C.-Situation.

(4) Wir wenden uns jetzt der allgemeineren Situation
o €CT(RY) firallek e N und g€ CT(R?).

zu. Geméf Aussage (i) dieses Satzes gilt fiir alle k € N

[awa < [

und deshalb
ll T
sup/ or(x)de < /Q(x)dx.

keN

(5) Zu jedem k € N gibt es eine monoton steigende Folge (r4¢)sen in C.(R?) und

SuUprge = Qk-
CeN

Eine tabellarische Anordnung hilft wieder, die folgenden Uberlegungen mitzuvollziehen:

{—00
1 T2 Tz v T — 01
To1 To2 T23 -+ Ty — 02
31 T32 T33 -+ T3y — 03
k1 Tk2 Tk3 - Tke — Ok
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(6) Wir bilden die Suprema iiber die endlich vielen Funktionen in den Quadraten links-
oben:

T, = SuUp T
k<nl<n

Es ist klar, dass die Folge (7,,)nen in C.(R?) enthalten ist und monoton steigend ist mit
0 = SUPpen Tn-

(8) Es sei nun u eine beliebige Funktion in C.(R?) mit u < g. Wegen

u < o = supr,
neN

st

u = supmin{u,m,}.
neN

Wegen 7,, < g, ist nach (i) dieses Satzes

/mln{u mt < /m /Qn

Es folgt mit den Schritten (1) bis (3)
T T T
/ w = sup [ min{u,7,} < sup/ On.
neN neN

(9) Ist nun (ug)ren eine Folge in C.(R?) mit supyey ur = o, so folgt

1 0
/Q = Sup/ukésup/ On-
keN neN

(10) Die beiden Ungleichungen aus Schritt (4) und (9) ergeben die Behauptung.
(iv) folgt aus (iii).

(v) Es sei wieder (g;,) C C.(R?) einen monoton steigende Folge mit lim gy (z) = o(x) fiir
alle z € R%.

Wir setzen wie im Satz zur Abkiirzung y = (Y1, ..., Ye—1, Yet1s-- -, Yd)-
Es sind dann die Funktionen

- [ R 5 R

ok - { y = Jeon(Wr, - Yoty T Yeras - - Ya) dae

in C.(R%"!) enthalten.

Damit kénnen wir schrittweise die Aussage (v) auf die entsprechende Aussage fiir Funk-
tionen in C.(R?) zuriickspielen.

0 0
/ [/ Q(yla"'7y5717$€7yf+17"'5yd) dl’g:| dy
ri-1 LJR

T T
= / [/ Hm ok (Y1, -y Yo—1, T, Yosts - - - Yd) dxe] dy
R R

d—1 k—o0
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lim oc(y) dy

k—o0 Rd—1

1im/ /Qk(yh.-',ye—hxe,yeﬂ,---,yd)dxedy
Ri-1 JR

k—o0

lim Ok(Y1s -y Yo—1, Tos Yg1, - - - Ya) dag dy
Rd

k—o00

4
/ oW1, - Ye—1, Tty Yeg1, - - -, Ya) de dy
R

d

/R T olz) dx

20
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20.6 Integration von C'-Funktionen

Die Definitionen aus den letzten beiden Abschnitten konnen komplett dualisiert werden.
Wir stellen die wesentlichen Punkte nochmal kurz heraus:

20.6.1 Satz und Definition

Wir definieren eine Teilmenge C*(RY) von Funktionen R? — [—o0, +-00] durch die folgen-
den dquivalenten Aussagen:

(A) (Definition) o € CHR?).

(B) Es gibt eine monoton fallende Folge (ox)ren mit gp € C.(R?) fiir alle k, die stellen-
weise gegen o konvergiert.

(C) p ist oberhalbstetig, nimmt den Wert 400 nicht an. Weiter gibt es eine kompakte
Teilmenge K C R?, so dass

{z € RYo(z) > 0} C K.
(D) o ist oberhalbstetig und besitzt eine Majorante g € C.(R?).
(E) —o € CT(RY).
Beachte, dass CT(RY) N CHR?) = C.(R?).

20.6.2 Definition
Ist 0 : RY — R eine Funktion in C*(R?), so definieren wir

/i o(z)dx = /11: o(r)de = — /T(—g) (x) dx oder — dquivalent:

d
= lim / or(x) dx,
k—o0

wobei (gx)ren irgendeine monoton fallende Folge von Funktionen in C.(R?) ist, die die
gegebene Funktion p als stellenweisen Grenzwert besitzt.

20.6.3 Indikatorfunktionen Fiir eine Indikatorfunktion yy einer Teilmenge Y C R¢
kann man jetzt die folgenden Aquivalenzen aufschreiben:

(i) xy € CT(R?)
T
Xy unterhalbstetig — Y offen
(ii) Xy € CHRY) = Y kompakt
\ \

Xy oberhalbstetig <= Y abgeschlossen

Die hier angesprochene merkwiirdige Unsymmetrie kommt daher, dass die charakteristi-
sche Funktion nicht einer Dualisierung (durch Multiplikation mit —1) unterzogen wird.
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20.7 Volumen kompakter Mengen im RY
20.7.1 Definition: Volumen

Ist K C R? kompakt, so definieren wir das (d—-dimensionale) Volumen dieser Teilmenge
durch

1
Vol(K) = voly(K) = / V(@) da.

Die Definition ist mathematisch umsetzbar, da xx € CHR?).
Im Fall d = 1 kann man auch von der Ldinge, bei d = 2 von der Fldiche sprechen.

Der folgende Satz listet gleich die grundlegenden Eigenschaften dieses Volumen—Begriffs
auf.

20.7.2 Satz: Eigenschaften des Volumens

(i) Es seien die beiden kompakten Mengen K und K disjunkt: K N K = &. Dann ist

vol(K UK) = vol(K) + vol(K).

(ii) Es sei d = m + n. Die beiden Mengen K,, C R™, K, C R" seien kompakt. Dann
gilt:

Vol (K X K,) = vol,, (Kp) - vol, (K,).

(iii) Prinzip von Cavalieri: Fiir eine kompakte Menge K C R? definieren wir die (d —1)-
dimensionalen ,,Schnitte”

K, = {(x1,...,24-1) € Rd_1|($1, T4, Y) € K

Dann gilt:

0
Vold(K):/ voly_1(Ky) dy.
R

Beachte dabei, dass der Integrand auflerhalb eines kompakten Intervalls Null ist.

(iv) Das Volumen eines kompakten achsenparallelen Quaders ist

VOld([al,bl] X ... X [ad,bd]) = (bl — (1,1) ot (bd — ad).
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20.7.3 Beweis
(i) Es ist in diesem Fall

+ 1
wl(K) = [ r(rde = [ (o) + xglo) do
+ 4 -
= /XK(x)d:1:+/ Xz (z)dr = vol(K) + vol(K).

(ii) Wir schreiben einen Vektor # € R? als x = ( ‘z > mit y € R™, z € R". Es gilt dann

’
Volyin (K X K) = /XKmen(x)dx
Rd

(Satz von Fubini)

s A

= //mexKn(y,Z)dydz
1 A

= [ ) (s
A 1

- / / Vi () dy - i, (2) d=
\ I

= / XKm(y)d?J'/ Xk, (2)dz

= vol,,(K,,) - vol,(K,).
(iii) Es ist einfach

.
volg(K) = / X (Z1,y .o, Ta Tu Ty zq )dx
R v

d

Il

= // k(2z,y)dzdy
R Rdl
ol

= // XKy z)dz dy
R Rd-1

VOld 1

\

(iv) Fiir den Pdimensmnalen Quader [ag, by] gilt

1
wllanbl) = [ ale)de = b - ar
R

Fiir die zweite Gleichheit muss man noch iiberlegen, dass die C*~Funktion x(4, 4,] von oben
stellenweise durch die Trapezfunktionen in C.(R%)
1, falls x € [aq, by],
ox(z) = 0, fallsze]—o0,a;— %] U |b + %,—l—oo[,
dazwischen affin interpoliert,
approximiert werden. Die Integrale konvergieren selbstversténdlich gegen b; — a;.

Fiir die hoherdimensionale Erweiterung fithre man Induktion {iber die Dimension durch.
Beim Induktionsschritt kommt Teil (i) zur Anwendung.
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20.7.4 Beispiele

1. Wir rechnen die Fliche eines ,,achsenparallelen” Trapezes T' aus.

[\

Wie man iiberlegen bzw. nachvollziehen kann, ist in der Hohe y der 1-dimensionale
Schnitt gegeben durch

Y

T, = {zeR|a+¥4b—-a)<zx<c+(1-%)(d—0)}.

h
Fiir 0 <y < h ist die Lange dieses Schnitts
!
wl(f) = [ xafe)ds = e+ (1= Pd= o)) - a+ §0 - a)
R
= d—a—¥(d—-c+b—a),

sonst Null. Es folgt dann

1 h
voly(T) = /Voll(Ty)dy _ /O d—a—2(d—c+b—a)dy

R
h? 1 h
= h (d—a)—?~ﬁ~(d—c+b—a) = §~[(d—a)—|—(c—b)]
2. Dreieck: Setzt man dann b = c und g := d — a, so ergibt sich die Fliachenformel fiir
ein Dreieck D:
vola(D) = g - g.

Somit sind die aus der Schule (oder aus Formelsammlungen) bekannten Flidchenfor-
meln ,,fachmathematisch genehmigt”.

3. Fiir eine kompakte Menge K C R?! definieren wir den Zylinder iber K mit Hohe
h > 0 durch

cyl(K,h) = {zeRY(x),...,2q.1) € K, 24 € [0,h]}
Es gilt dann
volg(cyl(K)) = volg_1(K)-voli([0,h]) = volg_1(K) - h,

In Worten: ,,Grundvolumen mal Hohe”.
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Fiir eine kompakte Menge K C R?! definieren wir den Kegel diber K mit Hohe
h > 0 durch
cone(K,h) = {((1—%)xy,...,(1—=%z41,y) € R¢ |
((L’l, e ,l‘d—l) e K,ye [0, h]}

Der Punkt (0,...,0,h) € R? ist die Spitze des Kegels.

Fiir die Schnittmengen des Kegels gilt

volg_1((cone(K, h)),) = (1— %)d_lvold_l(K), y € [0, hl,

deshalb mit dem Prinzip von Cavalieri 20.7.2 (iii) und der Substitution z = 1 — ¥
gemafl Regel 11.4.1

volg(cone(K, h)) = /0 voly_1((cone(K, h)),) dy :/0 (1= voly 1 (K) dy

- /oh<1 — 1) dy - voly_y (K) = /10 2 (=h) dz - volg- (K)

1
= 3 -volg_1(K) - h.

Fiir d = 2 ist der Kegel iiber einer Strecke K nichts anderes als das Dreieck mit
Grundseite K und Spitze (0, h). Es ergibt sich fiir die Flache

1
voly(cone(K, h)) = 5 -voly (K) - h.

Fiir d = 3 ist der Kegel iiber einem kompakten Flachenstiick K nichts anderes als
der Kegel bzw. die Pyramide o.4. mit Spitze bei (0,0,h). Es ergibt sich fir das
Volumen

1
volz(cone(K, h)) = 3 -voly(K) - h.

cone(K, h)

cone(K, h)

~
K
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20.8 Volumen von Kugeln

20.8.1 Formeln zur Vorbereitung

Wir betrachten fiir n € Ny das bestimmte Integral

R R |

1 _

+3

us
3
cos"zdr =2 / sin” z dzx.
0

[ME]

(ii) Es gilt die Rekursionsformel

n—1
Qg = T, a = 2, a, = QAp_9, n > 2.
(iii) Es gilt die Rekursionsformel
2m
g = T, Ap * Ap1 = —, n > 1.
n
(iv) Es gilt explizit
oIl &2 = w222 .2 falls n > 2, gerade,
n = n=1
2_1—[1;1% =2-2.2.8. .= falls n >3, ungerade.

(v) Das Wallis’sche Produkt (vgl. Abschnitt 5.9.4, AYS1) konvergiert und hat den Wert

IO—O[ 4k o
k2 -1 2
k=1

20.8.2 Beweis
(i) Die erste Umformung beruht auf der Substitution y = sin .

(ii) Wir zeigen die Rekursionsformel fiir n > 2 mit partieller Integration:

+% n JF% n—1
cos" xdr = cos" ' x-cosxdx

s
2

4+ v
INIERENNIE]
B}

+
- / (n — 1) cos" ? x(—sinz) - sinx dx

us
2

+z .
= (n— 1)/ cos" 2z dr + (n — 1)/ cos" x dx

= [Cos”_1 2 sin a:]

[ME]
(NIE]

Addieren des letzten Terms auf beiden Seiten liefert die Rekursionsformel.
(iii) Wir fithren den Beweis mittels Induktion iiber n € N. Zunéchst ist

2

a - ag =2 = 1
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dann weiter

n n—1 may N —1 2T 2T
nt1mt 2 = Tl -1 n+l
(iv) folgt durch Anwendung von (iii).

Qp41 * An

(v) Da die Integrandenfunktionen in der Definition (i) jeweils eine monoton fallende Funk-
tionenfolge auf den zugehorigen Integrationsintervallen bilden, ist auch die Folge (ay,)nen

monoton fallend. Aufgrund von
| o> Gty G2 Lo
an, an, n+2

ist lim,,_s oo “Zzl = 1. Daraus folgt fiir / € Nund n := 2/

; n (n+1)—1 ok
2 2 An+1
H 4k2 . H 4k’2 - Hk:l 2%k+1 __ 2 n—oo E
4k2 — 1 4k% — 1 3 2k—1 an 2
k=1 k=1 k=1 ok ™

20.8.3 Satz: Volumen der Einheitskugel

Fiir das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
By = {x € Rd‘HxH < 1}.

gilt

[SsH

us

ol

;» falls d gerade T
27T T F(l + ) .
13..d >
Es wurde dabei noch bemerkt, dass dieser Wert mit Hilfe der I'-Funktion ausgedriickt
werden kann.

d
2

VOld(Bd> =

SN
_ —

d+1

NI

falls d ungerade

20.8.4 Beweis

(0) Wir bemerken zunéchst, dass im Beweis nur die Formeln (i) — (iii) aus Satz 20.8.1
gebraucht werden.

(1) Es ist klar, dass vol;(B;) = vol;([-1,+1]) = 2. Wir betrachten zunéichst den Fall
d=2.

Y

(B2)y

B3
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Der Schnitt von By mit der Gerade in Hohe y € [—1,41] ist gegeben durch das Intervall
(B)y = {z€R| —V/1-p?<z<+V/1-¢?} = [-V/1-p2+V/1 -

mit Lange
voi (=1 =92, +V1—¢?) = 2/1—42

Gemif Cavalieri-Prinzip 20.7.2 (iii) ergibt sich in Verbindung mit der Formel in 20.8.1

(i)

11
voly(Bsy) = / 21 —y?dy = 2ay, = .

1

(2) Da die Schnittmenge der d-dimensionalen Einheitskugel mit der Ebene x; = y gegeben
ist durch

(Bs), = { {JJE]Rd_1

ergibt sich mit dem Cavalieri-Prinzip 20.7.2 (iii)

voly(By) = /_ volg_1((Ba)y) dy = / (V1 —y2) " volg_1(By_1) dy

1 -1

loll < VT=32},  falls yl <1,

&, falls |y| > 1,

+1
= / ( 1— yz)dil dy . VOldfl(Bdfl) = aq- VOldfl(Bdfl).
-1

(3) Zweimalige Anwendung dieser Formel liefert

VOld<Bd) = Qq VOld_l(Bd_1> = Qaq * Aq—1 * VOld_Q(Bd_2>

20.8.1(iii) o

= a . Vold_2(Bd_2).

Zusammen mit dem Induktionsanfang aus Schritt (1) Induktionsanfang
voly(By) = 2, voly(Bs) = m

erhalt man schlieBlich die Formel aus dem Satz fiir alle d € N.

20.8.5 Volumen der 7-Kugel Damit konnen wir die mehrfach angekiindigte Berech-
nung des Volumens der 7-dimensionalen Einheitskugel abschliefen:

7+1 7-1
2

27 .72 24 . 3 16
volz(Br) 1-3-...-7 3.5-7 105"

Fiir d = 3 ergibt sich die aus der Schulgeometrie bekannte Formel

4
VOlg(Bg) = gﬂ'.
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21 Die Transformationsformel

21.1 Vorbereitung: Zerlegung der Eins

21.1.1 Satz: C>*—Zerlegung der Eins

Es sei U eine offene Uberdeckung der kompakten Menge K C R Dann gibt es endlich
viele C>**—Funktionen

) R — 0,1]
2 r = P(z), ji=1,...,n

mit folgenden Eigenschaften
e Zujedem j=1,...,n gibt esein U € U, so dass suppy; C U.
e Esist ¢i(z)+...+¢,(x)=1 firalle z € K.

Man sagt, dass die Funktionen 1; eine der Uberdeckung U unterliegende C®—Zerlegung
der Eins bilden.

21.1.2 Beweis®
(1) Es sei zunéchst ein a € K festgehalten.

Dazu gibt es ein U, € U und weiter offene Kugeln V,, W, mit Mittelpunkt a und Radien
rqe < R,, so dass

a€eV,CW,CW,CU.,.
Die C*°—Funktion

" .{Rd = [0,1]
a- T Q_Ra,_ra,+ra,+Ra(||x||)

(vgl. Satz 11.2.2) hat auf V, den konstanten Wert 1, aulerhalb von W, den konstanten
Wert 0 und dazwischen nehmen sie Werte zwischen 0 und 1 an.

(2) Da K kompakt ist, existiert zu der offenen Uberdeckung
V = {V,|a € K}

eine endliche Teiliiberdeckung
V={V,lj=1,...,n}

von V fir K.
(3) Wir definieren die Funktionen 1, ..., durch

Yy = [I=we] e [1 =Wy, ] - Wy

(Fiir 7 = 1 fallen die Faktoren in eckigen Klammern einfach weg).

(4) Es bleiben noch die im Satz angegebenen Eigenschaften zu tiberpriifen:
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Da alle Funktionen w; Werte zwischen 0 und 1 annehmen, gilt dies auch fiir die Funktionen
;. Es ist weiter zu sehen, dass

suppy; < suppw,; S U, .
(5) Als néchstes beweist man leicht per Induktion tiber j = 1,...,n, dass
’QD1—|—+’I7Z)] = 1—[1—wa1]-...-[1—waj].

(6) Betrachtet man nun ein beliebiges € K, so ist es in einer offenen Kugel V,, € V'
enthalten. Es gilt dann

We,(z) = 1,
deshalb
i(x) + ...+ (z) = 1—[1—wa1(:1:)]-...-[1—waj(a:)]-...-[1—wan(:v)] = 1.
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21.2 Vorbereitung: Die Primitiv—Zerlegung

21.2.1 Definition: Flip-Matrix
Eine d x d-Matrix der Form

1

ij =

1

heif3t Flip. Die beiden Koordinatennummern j und & sind durch das Auftreten von Nullen in der Diago-
nalen definiert.

Man mache sich klar, dass ein Flip genau die zu diesen beiden Koordinatennummern gehorigen Kompo-
nenten eines Vektors im R¢ vertauscht.
21.2.2 Definition: Permutationsmatrix

FEine d x d-Matrix heifit Permutationsmatrix, wenn sie in jeder Zeile und Spalte genau eine 1 und sonst
lauter Nullen enthilt.

Man mache sich klar, dass eine Permutationsmatrix die Komponenten eines Vektors im R? permutiert.

21.2.3 Definition: Primitive Abbildung

Es sei X C R? offen. Die Abbildung g : X — R? heifit primitiv (auf X ), wenn es ein k € {1,...,d} und
eine Abbildung v : X — R gibt, so dass

x
Tr—1

g(@) =1 ()
Tk41

Zq

geschrieben werden kann.
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21.2.4 Satz: Primitiv—Zerlegung

BEssei 0 € X und 9 : X — R? eine stetig differenzierbare Abbildung mit
9(0) = 0, 9¥’(0) invertierbar.

Dann gibt es eine Umgebung U von 0, so dass ¥ auf U als Produkt zweier Abbildungen
9=Po0B

geschrieben werden kann, wobei
e O:U — R? ein Produkt von d primitiven C'~Funktionen und
e P eine d x d-Permutationsmatrix.
ist.
21.2.5 Beweis®
(1) Wir beweisen per Induktion iiber j = 1,...,d die folgenden Aussagen:

Es existieren
e zwei Umgebungen U;, V; C X von 0,

e cine Funktion g; : U; — Vj, die ein Produkt von j — 1
primitiven C'~Funktionen ist, und g;(0) = 0 erfiillt,

e eine C'~Funktion WV = R? mit

Wjh(e) = =

(¥)j-1(z) = xj-1,
e cine Permutationsmatrix P;,
so dass
Y=Pjodjog; auf U,.

Diese Gleichung impliziert, dass die Jacobi-Matrizen von ; und
g; in 0 invertierbar sind.

(2) Zum Induktionsanfang j = 1 setzt man

Vi = U=X

g = idx

o = 9

P, = I (Einheitsmatrix)

Es ist leicht zu sehen, dass die Aussage (A;) erfiillt ist, die Aussage (*) ist dabei ,,inhaltslos”.
(3) Die Aussage (Ag) beinhaltet den Satz, es hat dann némlich 9 die Darstellung

ﬂ:PdOﬁdOgd aufUd

wobei P, eine Permutationsmatrix, g4 ein Produkt von d — 1 primitiven C'~Abbildungen und 14 selbst
eine primitive C'~Abbildung ist.
(4) Wir miissen den Induktionsschritt durchfiithren, es sei also (A;) fiir j < d — 1 erfiillt.

Wir betrachten die j—te Spalte in der Jacobi-Matrix 9’ (0):
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e Aufgrund von (x) sind die oberen j — 1 Eintréige in dieser Spalte gleich Null.
e Die Spalte als ganzes ist aufgrund der Invertierbarkeit der Matrix ungleich Null.

e Also gibt es ein k£ mit j < k < d, so dass an der Position (j, k) der Matrix ein Eintrag ungleich
Null ist:

0;(9;)x(0) # 0.

(5) Wir definieren die Funktion

V; — R4
Y1
Yj—1
hiiq: J
I+ y = ()k(y)
Yj+1
Yd

Geméfl dem Satz iiber inverse Funktionen existieren Null-Umgebungen
Wint € Vi Vi = b (Wi),

so dass nach Einschrénkung die Funktion
hjvi: Wit = Vin

bijektiv wird mit der primitiven C'~Umkehrfunktion

Viee = Win
T
ol 371ij
I+ z = (hit1)i(2)
Tj+1
Tq

(6) Wir definieren weiter die Null-Umgebungen und Funktionen

U1 = g5 (W)
git1 = hjpi0g;: Ui = Vi
ﬁj—i—l = Qj+1 o 193' o h]_-:l : ‘/j+1 — Rd

Dabei sei @41 die Permutationsmatrix, die die Zeilen k£ und j eines Vektors aus R? vertauscht, im Fall
k = j die Einheitsmatrix. Beachte Q?—H =1

(7) Es ist dann nach Induktionsvoraussetzung
= PjoQjr10Qjm 09 0hi ohjnoy;
= PjoQjt100j410N4109,
—— ——
=:Pjt1 =:gj+1

und g;4+1 ein Produkt von j primitiven Funktionen.
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(8) Es muss noch die Eigenschaft (x) fiir j + 1 bewiesen werden. Dazu sei z € V1 beliebig. Dazu gibt
es ein y € Wj41 mit © = hj1(y). Es folgt dann

Yjr10hip1(y) = Qjy109;(y)

Vjta(x)

Qj+1

Y1

T
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21.3 Die Transformationsformel
21.3.1 Satz: Transformationsformel fiir C.-Funktionen

Es seien X,Y C R? offen und ¥ : X — Y eine bijektive C1~Abbildung, wobei 9'(x) invertierbar ist fiir
alle z € X. Weiter sei 9o : Y — R eine stetige Funktion mit kompaktem Tréger in Y.

Dann gilt:
/Q(y) dy = /9(19(56)) .| det o' ()| de.

21.3.2 Beweis®

(1) Wir {iberlegen zunichst: Ist die Aussage fiir zwei Abbildungen g : X — Z und h : Z — Y richtig, so
gilt sie auch fiir 9 = hog: X — Y. Es ist ndmlich

/ o(y) dy

[ o) | det o)
=:0(2)
= [ alhtgla)) - | det i (g(a))] | det /()| do

=:2(g(x))

(Kettenregel und Determinanten—Multiplikations—Satz)

/ o(9(x)) - | det o (x)| dar

(2) Wir zeigen die Aussage zunichst fiir den Fall, dass
e Y konvex ist und

e ¥ eine primitive bijektive C'~Abbildung X — Y ist, wobei ¥/ (x) invertierbar ist fiir alle z € X.
(Zur Einpassung der Notation benennen wir diese Abbildung in g um.)

Aufgrund des Satzes 20.2.2 iiber die Vertauschbarkeit in der Integrationsreihenfolge kénnen wir annehmen,
dass die Funktion v in der ersten Koordinate von g auftritt, die Funktion g also die Form

U1 7($17-~-,$d)

Y2 T2
=g(x) =

Yd Zd

hat. Da Y konvex ist, ist auch das Bild X = g~1(Y) unter der stetigen Abbildung konvex.

(3) Es existieren kompakte achsenparallele Quader

Qv = l[a1,b1] x [ag,b2] x --- X [ag, bq]
Qx = [a1,B1] x [a2,bs] x -+ X [aq, bg],
so dass
supp o C Qy, g '(suppo) C Qx.
(4) Wegen
oy(z) Opy(z) -+ -+ day(x)
0 1 o - 0

detg'(x) = det : 0 : = O1y(x)
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muss 01y # 0 auf X sein. Aufgrund des Zwischenwertsatzes und der Konvexitdt von X muss 0;v kon-
stantes Vorzeichen haben.

(5) Fiir festes ¥ = (ya,...,v4) € R¥! sei das Intervall

[a(y), B(Y)]
definiert. Die auf ihm definierte Abbildung

o { @D lovnd

1 = ’Y(xla@

v~ (-, 7) ([min(supp o), max(supp 0)] ) C [ov, 31]

ist streng monoton.

(6) Es gilt nun

o(y) dy

bg by [ by
= / / / oY1, .- ya)dyr | dyz - - dyq
ay

(1-dimensionale Substitutionsregel)

ba ba B(Y)
/ /(~) Q(,Y(xlumvg) |81’Y(5E1,§/)|d.’£1 dyZdyd
aly
(Umbenennung der Integrationsvariablen), z =y

b b [ 8@
/ /(~) o(y(x1,Z),T) |O1y(21, %) day | dag -+ - dag

(Ausweitung der Integrationsgrenzen, da Integrand Null auf den Erweiterungsintervallen)

Il I
\ \

ba bao B
/ / o(y(x),T)|01y(z1,Z)| d:vl] dzy - - dxyg

\\

o(g(x))| det ¢’ ()| da.

(7) Wir zeigen die Aussage als néchstes fiir den Fall, dass Y eine beliebige offene Menge und g : X — Y
eine primitive bijektive C'~Abbildung ist.

Zu jedem z € supp o gibt es einen offenen achsenparallelen Quader @), mit z € @, C Y. Alle diese
Quader bilden eine offene Uberdeckung der kompakten Menge supp ¢o. Es gibt also eine unterliegende
C>—Zerlegung der Fins, das sind endlich viele C*°—Funktionen

Wy { R? — [0,1]
y = )
mit folgenden Eigenschaften
e Zujedem j =1,...,n gibt es ein z € supp g, so dass suppy; C Q..
o Esist ¢1(y)+...+¢n(y)=1 fiir alle y € supp o
Die Abbildung p kann jetzt als Summe

oy) = oWir1(y) + ...+ oy)¥n(y)

von n Funktionen p - 1; mit Tréger jeweils in einem (), geschrieben werden.
Deshalb ist die Aussage (3) auf die Aussage in Schritt (2) zuriickgefiihrt.

(8) Ist nun ¥ : X — Y eine beliebige C!~Abbildung, so gibt es gemif dem Satz 21.2.4 {iber die Primitiv—
Zerlegung eine Permutationsmatrix P und eine C'-Abbildung O, die das Produkt von d primitiven
Abbildungen ist, so dass ¥ = P o ©. Da der Satz fiir jede einzelne dieser Abbildungen richtig ist, gilt er
auch fiir 9.



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 67

21.3.3 Hilfssatz
Es sei X C RY offen.
(i) Zu der kompakten Menge K C X gibt es eine C>°~Funktion ¥ : R? — [0, 1] mit
1, fallsz e K,
V() = { 0, falls z € R4\ X.

(i) Es sei o € CT(R?) mit supp ¢ € X. Dann gibt es eine monoton steigende Folge (oy)ren in C.(R?)
mit lim g = g stellenweise und

suppor € X  fiir alle kK € N.

21.3.4 Beweis
(1) Wahle fiir jedes y € K eine offene Umgebung U, mit y € U, C X.

(2) Es gibt dann eine der Uberdeckung {Uyly € K} von K unterliegende C*°~Zerlegung der Eins, beste-
hend aus n Funktionen v1,...,%, mit suppt; € X und ¢ +... +v¢, =1 auf K.

(3) Setze einfach U := 1 + ...+ 1,.

(4) Zur Aussage (ii): Es gibt eine Folge (0x)ren € Co(RY), die monoton steigend stellenweise o approxi-
miert. Setze einfach

ok = V- gy

21.3.5 Satz: Transformationsformel fiir C'/C*-Funktionen

Es seien X,Y C R? offen und ¥ : X — Y eine bijektive C'~Abbildung, wobei 9'(x) invertierbar ist fiir
alle x € X.

(i) Weiter sei o: Y — R eine CT-Funktion mit Triger in Y.
Dann ist die Funktion

RY —» R

oo : { o(¥(x)), falls z e X,

)
v 0, sonst .

ebenfalls in CT(R?) enthalten. Es gilt
T T ,
[ ety = [ otvia))-deto' @) da.

(i) Es gilt die zu (i) dualisierte Aussage fiir C+ Funktionen.
21.3.6 Beweis
Wihle eine approximierende Folge (o) fiir o gemifl dem vorhergehenden Hilfssatz. Es gilt dann

T T
/g(mdy — dim [ ouly)dy

k—oc0
1

+
lim or(9(x)) - |det ¥ (z)| dw = / o(9(z)) - | det? ()| dz.

S 21.3.1

k—o0
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21.3.7 Beispiel

Wir verbiegen ein Rechteck @ zu einem ,,Viertelring” V wie in der folgenden Skizze:

(VB

Y2

-+

R; R, r R;

Dei Verbiegung ist gegeben durch die Abbildung

[ R0} - R
ﬁ'{x:m@ = (o cosg,rsing)

mit Ableitung und Determinante

cos —7rsin
9 (rp) = ( o g TCOW@ > det ' (r, ) = .

Es gilt dann

TrF

!
xv(y)dy = /Xv(ﬁ(x))-|det19’(a:)|da:

R, pZ
xo(r, ) -rdedr = / /2 rdodr
RrR; Jo
R? — R?

T Ty g — 1y
2 2 T Ty

VO]Q (V) =
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21.3.8 Hilfssatz aus der linearen Algebra, vgl. Kapitel 23.4 in LIA2_SS2014
Die folgenden Aussagen iiber eine Abbildung ¥ : R* — R¢ sind #quivalent:
(A) (Def) Die Abbildung ¥ heifit Isometrie.
(B) Der Abstand zweier beliebiger Vektoren z,y € R? wird durch ¥ nicht veréindert:

|9(z) —9(@)| = |z—2| fiir alle 2,7 € R%.
(C) 9 hat die Form
dx) = Axz+b,

wobei A eine orthogonale d x d-Matrix (AT = A~1) und b ein Vektor des R ist.

21.3.9 Beweis

Zur besseren Ubersicht verwenden wir anstelle des Symbols Z das Symbol .

(1) Wir beschéftigen uns zunéchst mit der einfacheren Richtung (C') = (B): Hier ist einfach
[A(z = 9)|I* = (A(z - ), A(z — y))

= [A-y"Ale—y) = (@ —y)" AT Az —y)

=I

I(Az +b) — (Ay +0)|?

= (@—p)T(x—y) =|z-yl*

(2) Jetzt sei (B) erfiillt. Wir zeigen der Reihe nach, dass die durch

auf R? definierte Abbildung
e cbenfalls eine Isometrie und normerhaltend ist,
e das Skalarprodukt invariant lisst,
e linear ist,
e orthogonal ist.
Der erste Punkt ist trivial.

(3) Fiir zwei Vektoren z,y € R? gilt:

lz—y|? = (z—y,x—y)=(2,2) —2(z,y) + (y.y)
=z = 2(z, y) + vl
=z = 2(z, ) + vl
[A(z) — A()|]> = <(x) A(y), A(z) — A(y))

= (A(2), A(2)) — 2(A(2), A(y)) + (A(y), Ay))
= HAJJH2 2(A(x), A(y)) + Al

Da A eine Isometrie und normerhaltend ist, folgt die Ubereinstimmung der beiden Skalarprodukte in den
jeweils letzten Zeilen:

<A(z),A(y)> = <x,y> fiir alle z,y € RY.
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(4) Weiter ist fiir beliebige 2,y € R? und o, 8 € R

[ Ao + By) — [aA(z) + BA(y)][I?
(Alaz + By) — [aA(z) + BA(y)], A(ex + By) — [0 A(2) + BA(y)])

= (Alaz + By), Alaz + By))
— 2(A(ox + By), [0 A(x) + BA(y)])
+ <aA(x) + BA(y), aA(z) + BA(?J»

= (A(oz + By), Alaz + By))
- 2a<A(am + By), A($)> - 2ﬂ<A(0ll‘ + By), A(y)>
+ a?(A(x), A(z)) + 2a8(A(x), A(y)) + 52 (Aly), A(y))
(Schritt 3: Invarianz des Skalarprodukts)
<ax + By, ax + ﬂy>
— 20ax + By, x) — 2B{ax + By,y)

+ o (z, 2) + 208(z,y) + By, )
= 0.

Daraus folgt, dass A linear ist.

(5) Nun ist fiir alle z,y € R? wegen

<x, y> = <Ax, Ay> =T AT Ay
AT A = I. Daraus folgt dann mit b := 9(0), dass ¥(z) = Az + 9(0) = Az + b, also (C).
21.3.10 Korollar

Es sei ¢ : R? — RY eine Isometrie.

(i) Fiir o € CT(RY)
1 t
/ oly)dy = / o(9(x)) da.

(ii) Fiir o € CHRY) gilt

21.3.11 Beweis
Es ist
det'(z) = A fiir alle 2 € RY.
Wegen ATA = T ist
(det A)? = det AT - det A = det(AT - A) = det T =1,

woraus | det ¢ (z)] = | det A| = 1 folgt. Die Aussagen folgen dann mit Satz 21.3.5.

70
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21.4 Anwendungen: Volumina
21.4.1 Satz: Weitere Eigenschaften des Volumens (vgl. Satz 20.7.2)

(i) Ist

g R — RY
’ r — Ax+b

eine affine Abbildung, so gilt fiir das Volumen einer kompakten Menge K C R?
volg(I(K)) = |detA|-volg(K).
(ii) Beachte bei (i) die Spezialfille:
¥ ist Isometrie <= Aist orthogonal = volg(J(K)) = volg(K)

¢ ist Homothetie <= A = aidga = volg(¥(K)) = a?-voly(K).

21.4.2 Beweis

Ist A invertierbar, so folgt dies mit der Transformationsformel:

1
volg(9(K)) / Xo(x)(z) dx

1
- / X (971 (2)) da

1
/ XK(ﬁfl(ﬂ(x))) - | det A| dz

¢
\detA\-/ XK (z)dx
= |det A| - volg(K).

Im Fall, dass A nicht—invertierbar ist, nehmen wir (O.B.d.A.) an, dass b = 0. Es gibt eine invertierbare
lineare Abbildung (Matrix) B € R4 so dass das Bild BA(K) in der (d — 1)-dimensionalen Hyperebene
{x € R%xy = 0} enthalten ist. Fiir jedes ¢ > 0 kann diese Bildmenge in einem Quader

[a1,b1] X ... X [ag—1,b4—1] X [—&, +€]

eingeschlossen werden. Da das Volumen dieser Quader durch Verkleinern von e beliebig klein gemacht
werden kann, muss

voly(BA(K)) =0
gelten. Dann gilt aber auch

volg(A(K)) = wvolg(B"'BA(K)) = |det B~!|-voly(BA(K)) = 0 = |det A| - voly(K).
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21.4.3 Beispiel Die d Vektoren ay,...,aq € R? spannen — per definitionem — ein Parallelepiped
(auch: Parallelotop)

P = [0,1]a1+1[0,1]az+...+10,1] aq

auf. Da es sich dabei um das Bild des Einheitswiirfels [0, 1]¢ unter der durch die Matrix
A = ( ap - ag )

mit den Spaltenvektoren aq,...,aq definierten Abbildung handelt, gilt

vol(P) = wvol(A([0,1]%)) = |det A|vol([0,1]%) = |det A|.

0

Im Fall d = 3 heifit die Zahl
detA = <CL1 X ag, CL3>

auch das Spatprodukt der drei Vektoren aq,as, as.
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22 Lebesgue’sche Integration

22.1 Die Route zum Lebesgue-Integral — Uberblick

d Mehrfache 1-dim Integration
(CC (R )’ f) Reihenfolge unerheblich

ext ext
d 1 d 4 Stellenweise monotone Approximation
(CL(R )’ f ) (CT(R )’f ) mittels C.-Funktionen
ext ext
F mod (A —/mpd T Unter- bzw. Oberintegral
(‘F(R )’ f ) (‘F(R )7 f ) mittels C+T-Funktionen
-1 /md Unter- bzw. Oberintegral sind endlich
(£ (R )’ f) und stimmen iiberein
quot

(ﬁl (Rd), f) Ausschluss der Werte +oo

quot

N\
(Ll (Rd), f) Aquivalenz bzgl. Nullmengen

(Lp(Rd), || ||Lp) Definition mittels p-ter Potenz
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22.2 Ober- und Unterintegral fiir beliebige Funktionen
Wir bezeichnen die Menge aller Funktionen f : R — [—o0, +00] mit F(R?).

22.2.1 Definition:
Fiir eine beliebige Funktion f € F(R?) definieren wir das Ober- und Unterintegral durch

/ﬂf(x)dx: ij(x)d:z: = inf{/Tgp(x)da:’@ECT(Rd)aSOZf} € [—00,+0]

/uf(m)dx: H:f(w)dx sup{/iz/)(x)dx ‘ weci(Rd),wgf}

T
_ _/ (—f)(z) da € [—o00,+00]

22.2.2 Satz
Es sei f € F(RY).
(i) Gilt fiir das Oberintegral [ m f(z)dx > —o0, so ist diese Zahl eindeutig durch die folgende Aussage
festgelegt:

Zu jedem € > 0 gibt es eine Funktion ¢ € CT(R?), so dass
T i
f <o, / pz)de < / fl@)dz +e.

(ii) Gilt fiir das Unterintegral [ v f(z) dx < 400, so ist diese Zahl eindeutig durch die folgende Aussage
festgelegt:

Zu jedem € > 0 gibt es eine Funktion ¢ € C*(R9), so dass
1 4
fzo.  [@a = [ f@d-e

22.2.3 Beweis

Berticksichtigt man die im né#chsten Satz formulierte Eigenschaft (i), so beinhaltet der Satz eine Um-
schreibung der Definition.
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22.2.4 Satz: Eigenschaften von {}— und |—Integral

(i) Fiir zwei Funktionen f,g € F(R?) mit f < g gilt

/ﬂ fl@)de < /ﬂg(z) dx
/U fl@)de < /i}g(x) dx
(ii) Fiir o € R* und f € F(R?) gilt
/ "z = a / " ) d
/&(af)(x) dz = o /ll (@) da.

(iii) Sind fiir f, g € F(R?) die jeweils unterhalb der geschweiften Klammern angebrachten Bedingungen
erfiillt, so gilt

/ﬂw(x)dx < /ﬂf(x)dx+/ﬂg(x)dx

wohldefiniert

>—00 >—00
4 4 4
[ o @ = [ f@d+ [ gds.
——
wohldefiniert
<+o0 <+oo

(iv) Fiir eine monoton wachsende Folge (fi)ren € F(RY) gilt

TT(Supfk)(ﬂﬂ)di = sup TTfk(ﬂﬂ)dff-
/ /

keN keN

Fiir eine monoton fallende Folge (fi)ren € F(RY) gilt

/U(inffk)(x)dm _ inf/ufk(w)dx.

keN keN

22.2.5 Beweis®

Wir zeigen alle Behauptungen jeweils nur fiir das Oberintegral. Die dualen Aussagen fiir das Unterintegral
ergeben sich dann aus der Gleichheit

[ @[ pwae

(i) ist direkt aus der Definition des Oberintegrals ersichtlich.
(ii) Es sei ¢ > 0 vorgegeben. Gem#f Sitzchen 22.2.2(i) gibt es eine Funktion ¢ € CT(R?) mit

T T
f <o und /cp(x)dx S/ f(m)dx—kg.

Es folgt weiter mit (i) und Satz 20.5.5(ii)

i i T
af < ap, /af(x)dm (g) /agp(m)dx:a/Tgo(x)dx<a/ﬂf(m)d:v+s.

Da € > 0 beliebig war, folgt:

[Mes@e<e [ s
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Diese Abschétzung wenden wir wie folgt in (%) nochmals an

a/ﬂf(x)dxza/ﬂa_laf(x)dx (2 aa_l/ﬂaf(x)dxz/ﬂaf(x)dx

und erhalten die umgekehrte Richtung.
(iii) Zu einem vorgegebenen £ > 0 gibt es Funktionen f,§ € CT(R%), so dass
_ T t -
f<f [ o [ s@des s
0

9<3 /ﬁ(m)dxﬁ/ﬂg(x)dx—i-;

Daraus folgt dann

IN

/Qf@)(@dwg/Tf@)m/%@m
/ﬂf(x)dx—k/ﬂg(x)dx-i-fs,

da € > 0 beliebig war, die Behauptung.

i
/ (f + 9)(x) da

IA

(iv) beweisen wir in einer Abfolge mehrerer Schritte.
(1) Zunéchst kénnen wir folgern:

fr
— J" @)z < [T supyey filw) da

— suppen ST (@) dr < [T suppey ful2) da,

IN

SUPgeN fk

so dass noch die umgekehrte Richtung gezeigt werden muss. Dafiir kénnen wir O.B.d.A. annehmen, dass
SUPpen fﬂ fr(z) dz < +o0.

(2) Es sei € > 0 vorgegeben. Zu jedem k € N existiert ein o5, € CT(R?), so dass

f 1 ﬂ .
fe <r und / fi(@) dfﬂé/ Pr(z) do S/ fi(@) dz + o
(3) Wir definieren die monoton wachsende Funktionenfolge () € CT(R?) durch

ok = max{pi,...,r}

und konstatieren, dass

i 0 0 k
g wd [ a@drs [ a@drs [y 2
(=1

die wir im néchsten Schritt per Induktion tiber k& beweisen.
(4) Fiir k = 1 stimmt dies mit der entsprechenden Ungleichung weiter oben iiberein.

Fiir den Induktionsschluss k£ — k + 1 miissen wir etwas weiter ausholen. Zunéchst ist

fr < or <max{pr,..., ok} = Ok
deshalb fi, < min{py41, 5%} € CT(RY).
e < fror1 < 0kt
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Es gilt dann

/ " @)+ / () dr < / " min{prer, 1)) d + / () d

T T
[ minfoun. Gy @) de+ [ max{on, G @) de

/ (e da / ') do

und dann weiter

/T;m(x)dx < /TsokH(x)dH/T@(x)dx—/ﬂfk@c)dx

IndV in (3)
(2
n 3 K 3
< / karl(m)dx—’—W—i_e_Zl?
k+1
<

* )
/ frv1(z) dz + Z 5
=1

(5) Wir definieren jetzt

[ = sup f, $ = Sup .
keEN keN

Es ist dann @ € CT(R?), ferner wegen fi < @ fiir alle k

[ < o

wegen fT Pr(z)dz < fﬂ f(z)dx + ¢ fiir alle k und Satz 20.5.5(iii) auch

T T T
/@(a:)dx 520- 22080 sup/ @k(x)dmg/ f(x)dz +e.

keN

Da € > 0 beliebig war, ist die Aussage bewiesen.

7
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22.2.6 Satz: Beziehung zwischen {}—Integral und |—Integral
(i) Fiir eine Funktion f € F(RY) gilt
4 fr
/ flx)dx < / f(x)dx.

(i) Fiir eine Funktion f € CT(R?) gilt

T T
[ 1@ = [ rads
(iii) Fiir eine Funktion f € C*+(RY) gilt

/if(x)dx = /Uf(x)d:r

22.2.7 Beweis
(i) Es seien ¢ € CH(RY), ¢ € CT(R?) mit ¥ < f < . Dann ist —¢ € CT(RY) und es gilt

/ ¢w@c) dr = — / T(—zﬁ)(oc) da® 7270 / TW) dz — / T(sa —¢)(z) dw < / Tgo(sc) dz.

Durch Ubergang zu sup auf der linken Seite und inf auf der rechten Seite gelangt man zu der im Satz
angegebenen Abschitzung.

(ii) Zu f € CT(RY) gibt es eine Folge (fx)ren in C.(R?) C C¥+(R?), die an jeder Stelle z € R? monoton
steigend gegen f konvergiert. Dann gilt (sehr ausfiihrlich)

/ﬂf(x)dx /Tf(a:)da:

1
= sup{ [ fulw)de} = sup( [ fule) da)

I
—
<

g

)
N—

QU

&

[
=

s
—~

8
S~—

U

8

IN

sup{/il/i(:c)dm ‘ wECi(Rd),wgf}
/Uf(a:)dm(gi)/ﬂf(x)da:

(iii) Durch Dualisierung dieser Ungleichungskette erhiilt man fiir den anderen Fall f € C*(R?)

l}f(w) dv > ﬂf(ﬂﬁ)da?-
/ /
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22.3 Integrierbare Funktionen

Zur Veranschaulichung

o [rede i) ds [Ti@de [Tple)de 4o

22.3.1 Satz und Definition:
Es sei eine Funktion f € F(R?) gegeben. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:
(A) (Definition) Die Funktion f € F(R?) heifit integrierbar.
(B) Die drei Bedingungen
U f
—00 < flx)de = flx)dz < 400
Rd Rd
sind erfiillt.
(C) Zu jedem e > 0 gibt es zwei Funktionen 1 € CHR?), p € CT(R9), so dass
v < f<e
4 T
—00 < / Y(x)dr < / p(r)dr < 400
+
[ g=w)@dr <
——
€ CT(RY)

(D) Es gibt eine Folge (fy,)nen € Co(R?) mit

i
lim |f — fal(x)de = 0.

n—oo

22.3.2 Beweis®

Die Aquivalenz der beiden Aussagen (B) und (C) folgt direkt aus den Definitionen von Ober- und
Unterintegral im letzten Abschnitt.

(C) = (D): Gem#f Bedingung (C) gibt es zu n € N zwei Funktionen v,, € C*(R?), ¢,, € CT(R?) mit
+ 1
—o0 </ Yn(x) dz S/ on(x)de < +o0
! 1
— < —.
/ (en — ¥n)(z) da < om

Fiir festes n € N wird das Integral der Funktion ¢, € CT(R?) durch die Integrale der Funktionen einer
stellenweise monoton steigenden Folge (g n)ren C C.(R%) approximiert. Deshalb gibt es einen Index k,,
so dass

T 1
/ on(x)de — /gkmn(x) dr < o
Wir definieren die in (D) angekiindigte Folge durch

fan = 9k, n-
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Es folgt weiter
4

T T
/ (on—f)@)de = [ ou(@)de+ / (—fu) (@) da

+

on(x dsc—l—/(—fn)(m)da:

Il
— — —

4
pn(@)do~ [ fulo)de < 5
Wegen
|f_fn| < |f_80n|+|¢n_fn|:(90n_f) (‘Pn fn) (@71_¢n)+(<ﬁn_fn)

ist dann

/TT = flw)de < /ﬂ«on ) () dx+/ﬂ(% ~ f)(@) da
/ o — v da + / Non - F)@) da

Fiir den Beweis der Richtung (D) = (C) sei € > 0 vorgegeben. Innerhalb der angegebenen Folge gibt es
eine Funktion f,, € C.(R%), so dass

IN

1
o

€

T
/ i ful@)de < &

>

und deshalb (Definition des {}-Integrals) weiter eine Funktion h,, € CT(R?) mit

m

+
If = fol < By und / hp(x)de < =.

[\

Mit den Funktionen
U = fo—hn €CHRY) @y = fu+h, €CTRY)
gilt dann weiter
) 1)
Y < f < on und / (o — n)(x)de = / 2hy,(z)dx < e.

Schliefllich ist mit Satz 20.5.5(ii)

/iiﬁn(:c)dz = /fn d:z:+/i z)dr > —o0
/Tgon(x)dx = /fn d:v—&—/T

hn(x)dr < +oo.
22.3.3 Bezeichnungen

Wir bezeichnen mit £!(R?) die Menge der integrierbaren Funktionen R? — [—o0, +-00]. Fiir f € L}(RY)
heifit

4 i
/ fl@)de = fl@)de = fl@)de = f(z)dzx
Rd Rd Rd

das (Lebesgue—)Integral von f.

Zur Unterscheidung von anderen Integralbegriffen spricht man oft auch von Lebesgue-Integrierbarkeit
oder L—Integrierbarkeit.
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Wir wollen als erstes die Vertraglichkeit mit fritheren Integralbegriffen absichern.

22.3.4 Satz

In jedem der folgenden Fille ist die Funktion f : RY — [—00,4oc] integrierbar. Das (neue) Integral
stimmt mit dem jeweils frither definierten Integral iiberein.

1

(A) feCl(RY) und / f(z)dx < +00
0

(B) f € C*R?) und / f(z)dx > —oc0

(C) f€C(RY).

22.3.5 Beweis

Fiir (A) sei auf die Aussage (ii) des Satzes 22.2.6 und auf die Definitionen von CT bzw. C* verwiesen. (C)
folgt aus der Tatsache, dass [ f(z)dz endlich ist fiir f € C.(R?).
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22.3.6 Satz: Stetigkeit des Integrals
Essei f € LY(R?) und (fn)nen C Ce(R?) eine Funktionenfolge gem#fl Bedingung (D) des Satzes 22.3.1:

i
lim |f — fal(x)de = 0.

n—oo

Dann gilt

lim [ fo(z)de = /f(ac)dx

n—oo

22.3.7 Beweis Esist

' [t@da= [ faw)ao

- /f(ac) dx+/(—fn)(w) dx

_ /U o) da + /U(—fn)(x) da
!

U
(Satz 22.2.4(ii)) < / (f = fo)(x)dz| < / lf — ful(z) dz

IN

/ﬂ 1f = fal(2) da.

Diese Abschitzungskette erscheint sehr aufwindig. Beachte aber, dass die Linearitidt des Integrals noch
nicht zur Verfiigung steht.

22.3.8 Bemerkung
Die Abbildung
I s - L'RY) — R
51 Foe [T @) de

ist eine sogenannte Pseudonorm auf der Funktionenmenge. Der obige Satz besagt dann, dass das
Lebesgue-Integral stetig ist.
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22.3.9 Satz: Eigenschaften des Lebesgue-Integrals
Es seien f,g € L1(RY).
(i) Ist f < g, so gilt

[t@ar < [gw)an

(ii) Fiir a € R ist die Funktion « f, falls sie wohldefiniert ist, integrierbar und es gilt:

Jep@ar = o [ 1@

(iii) Die Funktion f + g ist, falls sie wohldefiniert ist, integrierbar und es gilt

[G+o@an = [s@dos [ga)ds

Es sei jetzt zusitzlich f (durch eine endliche Schranke) beschrinkt, also
[flleo = sup{[f(z)[} < oo.
zER4

(iv) Die Funktion f - g ist, falls sie wohldefiniert ist, integrierbar.
(v) Fir p > 1ist |f|P integrierbar.

22.3.10 Beweis

Der Beweis kann leicht mit Hilfe des Satzes 22.3.1(D) auf die entsprechenden Eigenschaften des Integrals
fiir Funktionen aus C.(RY) zuriickgefiihrt werden. Wir wollen den Beweis aber direkt aus den Eigenschaf-
ten von Ober- und Unterintegral ableiten.

(i) und (iii) ergeben sich sofort aus den entsprechenden Aussagen des Satzes 22.2.4. Fiir (ii) und a > 0 ist
die Aussage aus Satz 22.2.4(ii) zu entnehmen. Fiir & < 0 muss man ausfiihrlicher auf derselben Grundlage
argumentieren:

/ "(0f) (@) de

TT 1)
[ Catn@de=-a) [ (-1

a[—/ﬁ(—f)(x)dx]za/bf(x)dxza/f(x)dx

In gleicher Weise zeigt man

/ @H@ds = a [ 1@

Fiir (iv) und (v) benutzen wir die Charakterisierung der Integrierbarkeit in Satz 22.3.1(D).

(1) Zu vorgegebenem € > 0 existiert eine Funktion § € C.(R?) mit

T - £
J o=l < (et 1)

(Die Addition der Zahl 1 dient nur dazu, den Nenner vom Verschwinden abzuhalten.)

(2) Wegen [|§]|oo < oo existiert dann weiter eine Funktion f € Co(R?) mit

! ) de < — S
- fiwas < ile + 1)



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 84

(3) Abschlieflend ist dann

i - T
l/\m—fmwwm - / Fla—3) +(f — PFl() de

i ~
< [ (191elg =1+ 3l lf - ) o) o
i i -
< [ Wlwlo =3l da+ [ [3)cls = Fiiw) da
9 3
S §+§:€

(v) sei zur Ubung iiberlassen.

22.3.11 Erinnerung: Positiv- und Negativteil einer Funktion

Es sei f € F(RY) eine Funktion. Wir erinnern an Abschnitt 10.6.1/AYS2 mit den Definitionen und
Beziehungen

fi = max{/,0}
f- = —min{f,0}
o= J+—7-
= f++r-

die auch in Bezug auf die Werte +oo wohldefiniert sind.

22.3.12 Satz
Es seien f,g € F(R?).
(i) Ist die Funktion f integrierbar, so sind die Funktionen f, f_,|f| integrierbar. Es gilt dann

' / f@)do

(ii) Sind f und g integrierbar, so sind auch die Funktionen

min{f, g}, max{f, g}

integrierbar.

< [ifi@ s

(iii) Sind zwei der drei Funktionen

I+ J- | f]

integrierbar, so ist auch f integrierbar.

22.3.13 Beweis
(i) Gemi Satz 22.3.1(D) gibt es zu vorgegebenem & > 0 eine Funktion f € C.(R%), so dass

t ~
1= Flwydo<e.
Rd
Die Funktion f, ist ebenfalls in C,(R?) enthalten, es gilt dabei

\fs = el <1f = fl

und deshalb weiter

T _ T N
/'v+—ﬁ«mdxs/’u—fumdxga
R4 R4



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 85

Wieder mit Satz 22.3.1(D) folgt die Integrierbarkeit von f .
Fiir die beiden anderen Funktionen f_ und |f| kann man diese Uberlegung ganz genauso durchfiihren.

Aufgrund von

—If1 < fF<Uf

ist mit Satz 22.3.9
—/Ifl(x) dr = /(—Ifl)(x)dx < /f<x> dr < /|f|<x> du
un deshalb

| [r@ad < [is1@)d

(ii) Mit einer Fallunterscheidung f(z) < g(z) und f(x) > g(x) kann man leicht einsehen, dass

(iii) Es seien fy, f_ integrierbar und £ > 0 vorgegeben. Es gibt gemif Satz 22.3.1(D) zwei Funktionen
fos fn € Co(RY) mit

i f
[ -siwass [ - plwas s

Daraus folgt aber

T T
/\f—(fp—fn)l(w)dx /|<f+—f,>—<fp—fn>|<x>dx

T T
/ I —fp|<x>dx+/ o= fo|(@)dz < e,

IN

wobei f, — f, € C.(RY). Also ist f integrierbar.

Die beiden anderen Félle ergeben sich durch Verwendung der Beziehungen

f=2fy =17 bzw. f=1f1=2f-
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23 Nullmengen im R?

23.1 Das Mass einer integrierbaren Menge
23.1.1 Definitionen: Integrierbare Mengen und ihr Mass

1. Eine Teilmenge M C R? heifit integrierbar, wenn die zugehérige Indikatorfunktion y s integrierbar
ist.

2. In diesem Fall heifit die Zahl
(M) = meas(M) := /X]\/[(:,E) dr € Rf

das Mass von M.

3. Ist f: M — [—o00,+00] eine Funktion mit der Eigenschaft, dass f - xas integrierbar ist, so heifit f
integrierbar iber M. Es heifit dann

fyde = [ @) ds
M

das Integral der Funktion f diber der Teilmenge M.
23.1.2 Beispiele

1. Kompakte Mengen K C R? sind integrierbar, ihr Mass ist gleich dem friiher definierten Volumen,
da xx € C*(R?) und deshalb gem#fl Satz 22.2.6 (iii)

vol(K) = /ixK(x)W:/&XK(w)dl“:/ﬂxK(%‘)dx

- / k(@) dz = meas(K)

2. Offene beschrinkte Mengen M C R? sind integrierbar, da yas € CT(R?) und deshalb gem#f Satz
92.2.6 (i)

/l}XM(fE)dx = /ﬂXM(w)dm < /ﬂXM(x)dx<oo

3. Ein beschranktes Intervall J C R mit linkem Endpunkt a und rechtem Endpunkt b ist integrierbar
mit Mass

measJ = b — a.

Zur Begriindung verweisen wir darauf, dass fiir jedes € > 0

1 4
p-a-2e = [ Ner-a@ido < [ @ ds

IN

T T
/XJ(:r)d:cS/ X[a,b}(x)d:c:bfa

und deshalb
4 T
/ xs(z)dr = / xJ(x)dzr =b—a.

4. Eine integrierbare Menge muss nicht beschrankt sein, wie das Beispiel
1
M = U[n,n+ﬁ] CR
neN

zeigt.
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23.1.3 Satz

Es seien M, M integrierbare Mengen. Dann sind auch die Mengen
MnM, MUM, M\M
integrierbar.

23.1.4 Beweis

Die zugehorigen Indikatorfunktionen geniigen den folgenden Relationen:

Xanit = XM XEg

= XM+ X371 — Xmnar

XpmuM

XM\M XM = Xprnnr

Wende dann Satz 22.3.9 (iv) an.

87
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23.2 Vorbereitung: Quader-Uberdeckung
23.2.1 Hilfssatz: Quader-Uberdeckung einer offenen Menge

Zu jeder offenen Teilmenge X C R4 gibt es eine Folge von kompakten Wiirfeln (Q)sen, so dass

XZUQe

£eN

QRNQ=D, falls (#L.

23.2.2 Beweis
(1) Fiir fixiertes m € Ny ist die abzidhlbare Menge der Punkte

sz{%’yezd}ng

ein Gitter der Maschenweite - im R<.

p)
(2) An jedem Gitterpunkt g € G,, wird ein achsenparalleler kompakter Wiirfel

1
Qg,m = {Z’ERd‘ngkagk‘Fﬁ,k:l,,d}

so angeheftet, dass der Gitterpunkt der Eckpunkt mit den minimalen Koordinaten ist. Die Wiirfel haben

Kantenlédnge 2%,1 und iiberdecken den Raum R<, die inneren Kerne

1
;,m = {xeRd‘gk<$k<gk+%,k:1,...,d}

sind paarweise disjunkt.

(3) Es sei dann

Q = {Qg,m ‘ meN,ge G}

die abzihlbare Menge aller solchen Wiirfel.

(4) Fiir zwei verschiedene Wiirfel Q, @ € Q gilt nach Konstruktion genau eine der drei folgenden Aussagen:

Qoméo = @, Qgéa QQQ

(5) Wir definieren die (abzéihlbare) Teilmenge
o ={Qee|acx}

von Wiirfeln aus Q, die ganz in X enthalten sind. Da X offen ist, gibt es zu jedem z € X einen Wiirfel
Q € Q% mit x € @, es gilt also

x= U @
Qe

(6) Mit Hilfe einer Induktion lassen sich aus der abzdhlbaren Menge Q' alle Wiirfel entfernen, die ganz
in einem anderen Wiirfel von Q' enthalten sind. Die resultierende Menge Qx enthélt dann aufgrund
von (4) nur noch Wiirfel, die paarweise disjunkte innere Kerne haben.
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23.3 Grundlegung
23.3.1 Definition und Satz: Nullmengen

Es sei N eine (nicht notwendig integrierbare) Teilmenge von R? und x y die zugehorige Indikatorfunktion.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) (Def) N heiit Nullmenge.

(B) Es ist fﬂ xn~(z)dz = 0.

(C) Zu jedem € > 0 gibt es eine offene integrierbare Menge X, mit
NCX. und meas(X;)<e.

D) Zu jedem e > 0 gibt es eine Folge (Q¢)¢en von Quadern im R?, so dass
( j g g €

N C U Qv, ZVOI(Q@) <e.
/=1

£eN

23.3.2 Beweis

(B) = (C): Fiir den mehrschrittigen Beweis sei ein € > 0 vorgegeben.

(1) Aufgrund von fﬂ 2xn(7) dr = 0 gibt es eine Funktion ¢ € CT(R?), so dass

1
2xn < o, / p(z)dr < e.

(2) Da ¢ unterhalbstetig ist, ist das Urbild
X. = ¢ '(]1,+q))

des (bzgl. der ,,Unterhalbstetigkeits—Topologie”) offenen Intervalls |1, +oco] offen in N.
(3) Fiir z € N gilt 2 < 2xn(z) < ¢(z), deshalb
z € p71([2,00]) € 971 (]1, +oq]) = X-.
Das bedeutet N C X..
(4) Fiir z € X, gilt p(z) > 1, wegen ¢ > 0 folgt xx. < ¢.
(5) Als Indikatorfunktion einer offenen Menge gehort xx. zu CT(RY), die Abschitzung

/TXXE(fU)dJUS/TSO(JC)dee

liefert in Verbindung mit Satz 22.3.1 die Integrierbarkeit (der Indikatorfunktion) von X, und damit die
Aussage (C).

(C) = (D): Zu jedem € > 0 gibt es eine offene Menge X, mit vol(X.) < e.

Geméifl dem Hilfssatz 23.2.1 ist X, Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten Wiirfeln @y mit paarweise
disjunkten offenen Kernen. Es gilt

ivol(Qe) = i/x@(x) de = é/ng(I) dx
/gmz(%)dw < /XXE(a:)da; < e

(D) = (B): Es sei wieder ein € > 0 vorgegeben. Es gilt dann mit (D)

k

oo
XN < ZXQZ = Sup{ZXQz}’
= keN

(=1
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dann weiter, mit Bezug auf die Eigenschaften des {}—Integrals aus Satz 22.2.4

i
/ xn () dx / SuP{ZXQz Ydr = sup/ ZXQZ
supZ/ xq,(z)dx = SupZVOl Q) < e.

keN keN

IN

IN

Es muss also das Oberintegral den Wert Null haben, d.h. (B).

23.3.3 Satz
(i) Eine Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

(ii) Die Vereinigung von abzihlbar vielen Nullmengen ist eine Nullmenge.

23.3.4 Beweis

Die erste Aussage ist trivial.

(ii) Es sei N = [J,cn V¢ eine abzihlbare Vereinigung von (Null-)Mengen. Setzt man fiir £ € N
j\vfk = Ny U...UNg,

so ist zunédchst wegen
XF, S XNy o X

und aufgrund von Satz 22.2.4(i),(iii) auch Nj, eine Nullmenge. Da die Folge (x . )ken monoton wachsend
ist, gilt Mit Satz 22.2.4(iv)

i r fr
0§/ XN(x)d:r:/ supx g, (¥)dz = sup/ X, (2) dz = 0.

keN keN

23.3.5 Korollar
(i) Ist eine Teilmenge N C R? (hochstens) abzihlbar, so ist sie eine Nullmenge.
(ii) Q ist eine Nullmenge.
(iii) R ist iiberabzéhlbar.
)

(iv) Es gibt iiberabzihlbare Nullmengen in R.

23.3.6 Beweis

(i) Aufgrund von Satz 23.3.3(ii) kénnen wir uns auf den Fall zuriickziehen, dass N = {a} genau ein
Element enthilt. Es gibt zu jedem ¢ > 0 einen kompakten Quader Q = N + [—¢, +¢]¢, so dass

TT TT
0 < / xn(z) dz S/ xq(z) dz = vol(Q) = (2¢)%.

Also ist f xn(z)dz = 0.
(ii) ist ein Spezialfall von (i).

(iii) Ware R abzéhlbar, so ergébe sich mit

i r
1 = vol([(),l]):/ X[O,l](x)dxg/ xr(z)dx =0

ein Widerspruch.

(iv) Als Beispiel dient das Cantor’sche Diskontinuum D C R, das wir erst spéter in Abschnitt 23.4 genauer
kennenlernen werden. Der Satz 23.4.2 besagt, dass D eine iiberabzihlbare Nullmenge ist.
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23.3.7 Satz

Es sei X C R? offen, f : X — R? eine C'~Abbildung. Ist N C X eine Nullmenge, so ist auch das Bild
f(N) eine Nullmenge.

23.3.8 Beweis

(1) X ldsst sich als abzéihlbare Vereinigung von kompakten Mengen K, beispielsweise von Kugeln mit
rationalen Mittelpunkten und rationalen Radien, darstellen. Wegen

FIN)=f(Nn [ Kp) = | FINNE)

keN keN

konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass N in einer kompakten Teilmenge K C X enthalten ist.
(2) Es existiert gemifl Abschiitzungssatz 16.3.4 eine Konstante M > 0, so dass

If(x)—f@| < M-|z—2| firallez,ze€ K.
(3) Es sei jetzt € > 0 vorgegeben. Es existiert eine abzihlbare Menge (Qy,)neny von Wiirfeln mit

€

NC nL%Qn, ;vol(Qn) S e

Firz,ze NNQ, C KN, C XN, gilt dann

Linge der Raumdiagonalen

—_—
If(@) = f@I <M -|lz=F| < M- Vd-/vol(Q,) =:4,
—_————

Kantenldnge

(4) Dies besagt, dass sich das Bild f(NN@,,) in einer Kugel vom Durchmesser A, deshalb auch in einem
kompakten Wiirfel W,, der Kantenléinge A,, einschlieflen ldsst. Es ist

vol(W,) = A% = M? . d% - vol(Q,,)
und dann

f = rvnQ)clyw, und

neN neN

Z vol(W,,) = M®- ds - Z vol(Q,) < e.
n=1 n=1

23.3.9 Satz

Es sei X C R%! eine abziihlbare Vereinigung von kompakten Mengen (K,~Menge). Weiter sei f : X — R
eine stetige Funktion.

Dann ist der Graph der Funktion
Iy = {(zf(z)) eRYzeX} C R

eine Nullmenge.
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23.3.10 Beweis

(0) Es geniigt, die Aussage fiir eine kompakte Menge K anstelle von X zu beweisen. Mit K ist auch I'y
kompakt.

Fiir festes (z1,...,74-1) € R?"! nimmt die Funktion

R — {0,1}

Tiyeeey, Td—1,-
] I

den Wert 1 hochstens einmal an, ndmlich wenn
(1,...,24-1) € X und y = f(z1,...,24-1)-

Deshalb ist
/ xr; (21,5 2a-1,y) dy = 0.
R
Mit dem Satz von Fubini fiir C+Funktionen folgt dann

vol(T'y) = /pr(xl,...,xd_l,y) dydxy...drg_1 = 0.

23.3.11 Beispiele

1. (d — 1)-dimensionale Hyperebenen im R? sind Nullmengen.
2. Die (d — 1)—dimensionale Sphére

Sy = {z e R¢ ] |z|| = 1}

ist eine Nullmenge im R?, da sie Vereinigung der beiden Graphen I'y und I'_; ist, wobei die
Funktion f durch die Késeglockenfunktion

RY=1 D By(0) — R4
I T \/1—x%—...—x3_1
gegeben ist.

3. Die Peano-Kurve im R? ist nicht der Graph, sondern die Bildmenge einer stetigen Funktion [0, 1] —
R2.
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23.4 Das Cantor’sche Diskontinuum
23.4.1 Konstruktion Wir konstruieren in mehreren Schritten das Cantor’sche Diskontinuum.
(1) Dazu sei zunichst fir n € N
{0, 1} {1m)

die Menge der Abbildungen J : {1,...,n} — {0,1}. Diese Abbildungen kénnen auch als n—Tupel mit
Nullen und Einsen als Eintridgen aufgefasst werden.
(2) Wir definieren rekursiv eine monoton fallende Folge von Teilmengen des Einheitsintervalls.

e Firn=0ist Dy := [0,1].

e Fiirn=1,23ist

D, = [Oa %}U[%al]
::Io = Il

D, = [07 %}U[gvg]u[gag}u[%al]
[ O
=:Ioo =:Io1 =l =11

Do = UG Ul BV HIUG BV BV BU R
M~ N~ Y Y Y Y~ Y~ Y~~~
=:Igoo =:Ipo1 =:Io10 =:lo11 =:I100 =:I101 =:I110 =:I111

e Ist nun D, als die disjunkte Vereinigung von 2" kompakten Teilintervallen I, J € {0, 1}{1"“’"},
konstruiert, so gewinnen wir D, 11 aus D,, dadurch, dass aus jedem Teilintervall I C D,, genau
das mittlere offene Drittel entfernt wird. Formal genauer gilt:

Ijoy = A{ze€l;minl; <z <minly4 2exliminlsy
Iy = A{zeljmaxl; — »liominly < g <max[;}
Dy = U 1;.

JE{O,l}{l ..... n+1}

(3) Das Cantor’sche Diskontinuum D ist als der Schnitt aller Teilmengen D,, definiert:
D = ﬂ D,..
neN

Wir halten die Eigenschaften von D in einem Sétzchen fest:

23.4.2 Satz: Eigenschaften des Cantor’schen Diskontinuums
Das Cantor’sche Diskontinuum I weist folgende Eigenschaften auf:

(i) D ist eine kompakte Teilmenge von R.

(ii) D ist eine Nullmenge.

(iii) D ist iiberabzéhlbar.

23.4.3 Beweis

(i) D ist eine Schnittmenge von abgeschlossenen beschrinkten Teilmengen von R, also selbst beschrénkt
und abgeschlossen.

(ii) D ist in jedem D,, enthalten, D, wiederum ist eine (endliche) Vereinigung von (1-dimensionalen)

Quadern mit vol(D,,) = (2)". Diese Zahl kann kleiner als jedes £ > 0 werden.

(iii) Den Beweis von (iii) erbringen wir mit Hilfe der beiden folgenden Sétze.



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 94

23.4.4 Satz Zwischen den folgenden Mengen bestehen Bijektionen:

Menge P(N) der Teilmengen von N.

Menge der charakteristischen Funktionen auf N.

Menge {0, 1} der Folgen (a,)nen mit a, € {0,1}.

Cantorsches Diskontinuum D.

23.4.5 Beweis Fiir jede Menge M gibt es die Bijektion zwischen

Teilmengen und charakteristischen Funktionen
T I XT
i) % f
Eine charakteristische Funktion auf N ist nichts anderes als eine Zuordnung von Nullen und Einsen zu
Elementen von N, also eine Folgen von Nullen und Einsen. — Und umgekehrt.
Ist (an)neny = (a1,a2,a3...... ) eine unendlich Folge von Nullen und Einsen, so ordnen wir ihr die Folge

von Intervallen

J(“l)’ J(alvaz)’ J(al,az,ag)v
gemif der Konstruktion des Cantor-Diskontinuums in Abschnitt 23.4 zu. Da
e die Folge absteigend ist, d.h. J4, .. ani1) € Jia,....an)s

e alle Intervalle kompakt sind,

1
n

e die Intervall-Langen voly (J(a,.....a,)) = 3= flir n — 0 gegen Null gehen,

handelt es sich um eine Intervallschachtelung (vegl. AYS1), die genau eine reelle Zahl x bestimmt. Da
nach Konstruktion z € J(q,,....a,,) € Dy fiir alle n gilt, ist z € D.

Die Abbildung (a,) — « ist injektiv, da fiir zwei verschiedene Folgen
(a1,a2,...,Gp—1,0n,...), (a1,a2,...,Gn—1,0n,...) mit  a, # an,

die zugehorigen Zahlen z und Z in disjunkten Intervallen

J(a17a27'~~;an717an;)7 J(a13a2y~~-7an717an)
liegen.
Die Abbildung ist auch surjektiv. Nach Konstruktion von I gibt es ndmlich zu jedem x € D eine unendlich
Intervallfolge

J(al)’ J(a17a2)’ J(al,az,as)v

so dass x in allen Intervallen enthalten ist.

23.4.6 Satz (Cantor): Méchtigkeit der Potenzmenge
Es sei M eine nicht-leere Menge und P (M) ihre Potenzmenge.
(i) Es gibt eine injektive Abbildung M — P(M).
(ii) Es gibt eine surjektive Abbildung P(M) — M.
(iii) Es gibt keine bijektive Abbildung M — P(M).
Mit anderen Worten

(iv) Die Méchtigkeit einer Menge ist echt kleiner als die Méchtigkeit ihrer Potenzmenge.
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23.4.7 Beweis®
Die Aussagen (i) und (ii) sind trivial.

Zum Beweis von (iii) nehmen wir das Gegenteil an, es existiere also eine bijektive Abbildung

| N —- PN

Wir definieren dann die Teilmenge
X = {neN|n¢MMn)} C M

Da M surjektiv ist, muss es eine natiirliche Zahl m € N geben, so dass
X = M(m).

Wir fragen uns dann, ob m in X enthalten ist.

WENN m € X, also m € X = M(m), WENN m ¢ X, also m ¢ X = M(m),
DANN folgt nach Definition von X DANN folgt nach Definition von X

m ¢ X. m € X.
WIDERSPRUCH. WIDERSPRUCH.

Es kann also keine solche Abbildung M existieren.
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23.5 Fast—Uberall-Eigenschaften
23.5.1 Definition:

Es sei A(x), z € R?, eine Aussagenschar. Man sagt,
A(z) gilt fast—iberall (f.i.) oder modulo Nullmenge,

wenn es eine Nullmenge N C R? gibt, so dass A(z) fiir alle z € R?\ N gilt.

Beachte, dass diese Eigenschaft ,.fast—iiberall” aufgrund von Korollar 23.3.5 die Eigenschaften ,,bis auf
endlich viele” oder ,,bis auf abzéhlbar viele” umfasst, nicht aber mit diesen iibereinstimmt.

23.5.2 Satz
Fiir eine Abbildung f € F(R?) gelten die Aussagen:

(i) fﬂ |fl(x)de =0 <= f(x)=0 fast—iiberall.
(ii) fﬁ flz)dr <0 = f(x) < oo fast—iiberall.

(iii) fu flx)de > -0 = f(z)> —oo fast—iiberall.

23.5.3 Beweis®
(i) Wir definieren

M = {z € RYf(z) # 0}, My = {z € RY|f(z)| > ;}.

| =

,,=" Fiir z € R? gelten die Aquivalenzen

|f(@)] <
|f ()] =

= ¢ M, <<= xum(r)=0

SN I N

— zeM, <<= xum(z)=1,

wir erhalten deshalb
XM, S l- |f‘
Dann sind aber aufgrund von
f T f
[ @< [ eifi@ds<e [ ifi@)de =0

die Mengen M, Nullmengen. Dann ist auch deren Vereinigung M = | J,c M eine Nullmenge.

=" Es ist

0, falls f(z)=0 1 _
i S{ +oo, falls f(z) #0 } = sup {f-xar)

und deshalb
i i T
[ ii@ds < [ swlexan@de < sl [ ) do =
teN ¢eN
(i) Aufgrund der Definition des Oberintegrals existiert eine Funktion f € CT(R?), so dass

L
f<f, / f(z)de < 4o0.

Daher geniigt es den Fall f € CT(R?) zu betrachten. Gemif Definition von CT(R?) gibt es eine Funktion
fe C.(R?) mit f — fz 0, weswegen wir f > 0 annehmen koénnen.
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Ist jetzt
M = {z € RYf(x) = +o0},
so gilt fiir alle n € N
deshalb
i T T
”/ xm(2) dz :/ n-xum(z)de < / f(x)dr < +oc.
Daraus folgt [Ty (z)dz = 0.

23.5.4 Satz
Fiir zwei Funktionen f,g € F(R?) gilt:
S f@yde = [T(e) de

f(z) = g(x) fast—iiberall =
[P p@)de = [ g(w)da

23.5.5 Beweis®

Wir beweisen nur die obere Aussage und definieren dazu die Nullmenge

N = {zeRYf(z) #g(z)}

und die Funktion auf R?

Vn(z) = oo, falls x € N,
ANWED =0 0, falls 2 € RT\ N.

Fiir alle ¢ € CT(RY) gilt dann,
i
@ + Xn wohldefiniert / p(z)dx > —o0,

da eine Minorante in C.(R?) existiert. Ist zusitzlich ¢ > £, so gilt auBlerdem
g<@+XN
und deshalb

/ﬂ g(z) dx

IA

/ﬂ«owm(m)dxs/ﬂgo(x)dw/ﬂw:c)dm

! o(z)dx = ' o(z) dx.
[ e |

97

Geht man in dieser Ungleichung zum Infimum bzgl. aller ¢ € CT(R9), » > f iiber, so erhilt man gem#f

Definition des Oberintegrals

[Mswar< [ s i

Da in dieser Argumentation die beiden Funktionen f und g nicht gegeneinander ausgezeichnet waren,

gilt auch die umgekehrte Richtung

/ "y < / gty
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23.6 Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen
23.6.1 Satz von Fubini fiir integrierbare Funktionen

Es sei f : R4TP — [—o0, +00] eine integrierbare Funktion. Dann gibt es eine Nullmenge N C R?, so dass
folgendes gilt:

(i) Fiir y € RP\ N ist die partielle Abbildung f(-,y) : R¢ — [—0c0, +-00] integrierbar.

(ii) Die dann fast—iiberall auf RP definierte Abbildung

. { RP\N — R
' y = fpa fz,y)da
ist integrierbar.
F(y)
(iii) Es gilt —_——

famden = [ [ repdedn

Rd+p RP

23.6.2 Beweis®
(1) Wir definieren die beiden Abbildungen R? — [—o0, +00]

U T
Fow) = [ fawde ) = [ fag)de

(2) Da f integrierbar ist, gibt es (integrierbare) Funktionen ¢ € C*+(R4*P), p € CT(R4*P), so dass

L
. f(377y) d($7y> - /]Rd+p 1/J(33= y) d(x7 y) S %
£
/RW o(z,y)d(z,y) —/RW f(z,y)d(z,y) < 3

(3) Wir wenden den Satz von Fubini fiir CT-Funktionen auf ¢, den fiir C*-Funktionen auf ¢ an und
definieren dabei die Funktionen ¥ € C+(RP), ® € CT(RP) durch

+ _—

/ Lp(ﬂa‘,y)d(ﬂc,y)=/ / o(z,y) dr dy

Rd+p Rp JR4
—_————

=:®(y)
4 ol
(o, y)d(z,y) = / (z,y) do dy
Rd+p Rp JRE
N—————
=:0(y)
(4) Wegen ¢ < f < ¢ ist
UV<FY<FT<® auf R?,
auflerdem
4 4 4 4
[ eway- [ vway = [ swuden - [ v@pdey <e
RP Rp Rd+p Rd+p

Es folgt, dass F¥ und F" integrierbar sind mit

/F“(y)dy = Fﬂ(y)dy=/ [l y)d(z,y)
RP RP

Rd+p
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(5) Es ist FT — F¥ > 0 und

| =iy =o
Rp
gemdfl Satz 23.5.2(1) existiert eine Nullmenge N C RP mit

F(y) = F¥(y) fiir y € RP\ N.

99

(6) Fiir genau diese y € RP \ N ist die Abbildung f(-,y) auf R? wegen der Ubereinstimmung F" = F¥

integrierbar. Es ist dann also

F(y) = FT(y) = FY(y) fiir y € RP\ N.

(7) Abschliefiend ist

/RP Rdf( ,y) dx dy /RPF(y)dy /RF (y) dy Rd+pf( y)d(z,y)
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23.7 Die Transformationsformel fiir integrierbare Funktionen
23.7.1 Definition: Diffeomorphismus
Es seien XY C RY offene Teilmengen und k € N oder k = cc.
Eine Abbildung ¥ : X — Y heiBt ein C*-Diffeomorphismus, wenn
e sie bijektiv ist und
e sie eine CF-Abbildung ist und
e ihre Umkehrabbildung eine C*-Abbildung ist.

23.7.2 Satz: Transformationsformel fiir integrierbare Funktionen
Es seien X,Y C R offen Teilmengen und 9 : X — Y ein C'Diffeomorphismus.
Die Funktion f :Y — R ist integrierbar genau dann, wenn die Funktion

(fod) |detd|: X - R

integrierbar ist. Es gilt in diesem Fall:
[ so@)- @@l = [ .

23.7.3 Beweis

(0) Vorbemerkung: Dieser Beweis wird mit Methoden gefiihrt, die dem néchsten Kapitel 24 iiber die
Konvergenzséitze entstammen.

(1) Es sei f: Y — R integrierbar. Es existiert dann geméfl Satz 22.2.6 eine Folge (f;) von Funktionen
aus C.(R%) mit supp f, C Y
f
tiw £ = fillos = Jim [ 1 = fil =0,
k—o0 k—o0
Siehe auch Satz 21.3.5.

Da (fx) dann auch eine Cauchy-Folge ist, liefert der Satz 25.2.3(i) , dass es eine Teilfolge ( fx, )ren C Ce(R?)
gibt, so dass fiir eine Nullmenge N C R? gilt:

Jim fi,(y) = f(y) yERT\N.
(2) Wir definieren die Folge (g¢) von fast—iiberall definierten Funktionen
ge = (fr, 09) - |det¥'| : (X \07'(N)) = R

(9~L(N) ist gemiB Satz 23.3.7 eine Nullmenge). Da ¥ ein Diffeomorphismus ist, sind die Funktionen g,
in C.(R%) enthalten mit supp g C X. Die Folge (g¢) konvergiert fast iiberall stellenweise gegen

g = (fov) [det?],
da 9 stetig ist.
(3) Es ist weiter fiir £,m € N

lge — gmllLr = /\ge—gml(m)dﬂc

/ |(fie 0 9) - | det V'] = (fr,, o) - [det &'[|(z) dx

/(|ka — fr, | 09) - |det?d'|(z)dx  (Transformationsformel fiir C.)

/ Fiy — fio () dy
||fk'[. - fk‘m”Ll



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 101
(4) Es folgt, dass auch (g¢) eine Cauchy—Folge ist, die fast—iiberall stellenweise gegen g konvergiert. Nach
Satz 25.2.3(iii) ist g € L*(R?) und es gilt

lim ||g¢ — gmllzr = 0.

£—00

(5) Mit Satz 25.2.3 gilt dann weiter

/g(iv) dv = /Elggoge(a?) dw:)ggo/ge(w) dx

(Transformationsformel fiir C.)

= i [ = [ dm s = [ )

Die andere Richtung der ,,Genau-dann-wenn” Aussage ergibt sich dadurch, dass man die obigen Uberle-
gungen in umgekehrter Richtung — eben fiir die Transformation ¥~ — anwendet.
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Das folgende Korollar enthélt gegeniiber dem Satz kaum mehr Substanz. Sein Rahmen entspricht aber
genau den spiteren Anwendungen.

23.7.4 Korollar Es seien X,Y C R? integrierbare Teilmengen und 9 : X — Y eine Abbildung. Es

seien weiter Teilmengen

X = Xoffen U XNull
Y = }/;)ffen U YNull

mit den indizierten Eigenschaften gegeben, so dass die Einschréinkung
¥ Xoren — Yomren €in wohldefinierter C!'-Diffeomorphismus ist.

Die Funktion f : Y — R ist integrierbar genau dann, wenn die — zumindest auf X g., wohldefinierte —
Funktion

(fod)-|det?|: X - R

integrierbar ist. Es gilt in diesem Fall:

/ FO() - | det ' (z) | dw = / f() dy.
X Y

23.7.5 Beweis
Genau iiberlegen wir:
f - xy integrierbar
< fXv,q., integrierbar
SEL? (fod)-|detd| - xx
<« (fod)-|detd| - xx integrierbar.

fen IDtegrierbar

Mit Satz 23.7.2 gilt dann

/X FO()) - | det ' ()] de = /X F(9(a)) - | det o' ()] do = /Y

offen

f)dy = /Y f(y) dy.

o
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24 Konvergenzsitze ©

24.1 Der Konvergenzsatz von Levi

Die herausragende Bedeutung des Lebesgue’schen Integrationsbegriffs kommt in den Sétzen dieses Ab-
schnitts zum Ausdruck.

Im anfinglichen Satz von Levi wird der theoretische Gehalt des Lebesgue-Integrals auf den Punkt ge-
bracht: Der ,,Integrationsoperator”, der einer Funktion eine reelle Zahl zuordnet, ist mit einem stellen-
weisen Grenzprozess, der ,,Supremumsbildung bei Monotonie”, vertauschbar.

Es bleibt dann einigen mathematischen Techniken iiberlassen, diesen Satz auf andere stellenweise Grenz-
wertprozesse wie

o0

sup (ohne Monotonie), inf, liminf, limsup, lim, Z
zu iibertragen.

24.1.1 Satz: Monotone Konvergenz, Beppo Levi

Bs sei (f)ren € L£(R?) eine monoton wachsende Folge integrierbarer Funktionen.
Dann gilt die Implikation

Sup/fk (x)dr < +0 = sup fi ist integrierbar mit
keN keN

[ s@ ds = sw [ 5z da.

keN keN

24.1.2 Beweis

Wir setzen zunéchst f := sup,cy fx-
Zu einem vorgegebenem ¢ > 0 existiert gemifl Satz 22.2.4 (iv) ein k € N, so dass

/ " T / " flayan 1 / " f) () de

3.9(ii t "
Satz 22.3.9(i) / f(a:)dx—/ fr(zx)dr < 3

()

Dazu existiert nach Satz 22.3.6 wiederum eine Funktion f € Co(R%) mit

/|fk- — Fl() dz <

[NCRNO)

Insgesamt gilt dann

f - f 2 _
/‘f—f|($)d$ < /\f—fk|($c)d$+/ Ifxe — fl(z)dz < g,

nach Satz 22.3.6 ist f integrierbar mit dem angegebenen Integral.



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 104

24.2 Der Konvergenzsatz von Lebesgue
24.2.1 Satz

Es sei (fr)ren € L£1(R?) eine beliebige Folge integrierbarer Funktionen.
Dann gelten die Aquivalenzen

o i
Es ex. g € F(RY) mit sup fp < g, / g(x)dx < +00 <= sup fi ist integrierbar.
keN keN

- U
Es ex. g € F(R?) mit %an fk>g9, / g(x)dx > —c0 <= Iian f& ist integrierbar.
€ €

24.2.2 Beweis
Wir beschranken uns auf die obere Zeile im Satz.
Die Richtung < ist trivial, da man einfach g = sup;,cy | fx| wéhlen kann.

Fiir die andere Richtung = definieren wir die Hilfsfolge von integrierbaren Funktionen

Lk — Inax .
g 1gngkf"

Es ist dann

sup fr = supgx
keN keN

und fiir alle k € N

/gk(l‘)d:c . /( max fo)(@)de = /ﬂ(max £)(@) dz < /ﬂg(x)dx.

1<n<k

Insgesamt haben wir

f
Sup/glc(x) dr < / g(x) dz < 400,
keN

so dass die Behauptung aus dem Satz 24.1.1 von Levi folgt.

24.2.3 Satz

Es sei (fx)ken eine Folge von integrierbaren Funktionen mit der Eigenschaft, dass eine Funktion g existiert
mit

T
|fi| < g fiir alle k € N, / g(z) dx < 0.

Dann gilt:

(i) Die Funktion liminfy_, fx ist integrierbar mit
/(liminf fi)(@)de < liminf/fk(x) dx.
k—o0 k—o00
(ii) Die Funktion limsup,_, .. fr ist integrierbar mit

timsup [ folo)do < [ (imsup fi) (o) do

k—o0 k—o0
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24.2.4 Beweis

(1) Es geniigt, die Behauptung (i) zu zeigen. Wir definieren zunéichst fiir festes n € N die Funktion
In = é‘gi s

sie ist gem#f der zweiten Aussage in Satz 24.2.1 integrierbar.

(2) Wegen

/gn(l“) dx < /fk(x) dr fiir alle k > n

gilt fiir alle n,k € Nmit &k > n

T
/gn(ac) dzr < ]igf /fk(x) dx §/ g(x)de < 400 ().
(3) Damit erfiillt die monoton wachsende Folge (g,,) die Voraussetzungen des Satzes von Levi, es ist also
liminf fy = sup inf fi = supgn,
k=00 neNk2n neN

integrierbar und es gilt

Jmint @ ar = [ewg)@de = s [ @)

k—o0 neN neN

,\
INx

sup inf [ fr(z)de = liminf [ fi(z)dx.
neNk=>n k—o00
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24.2.5 Satz: Majorisierte Konvergenz, Henri Lebesgue

Es sei (fx)ren eine Folge von integrierbaren Funktionen, die stellenweise konvergiert.
Es gebe weiter eine Funktion g mit

T
|fx] <g firalle keN, / g(x) dx < +o0.

Dann ist die Grenzfunktion limy_,~, fr integrierbar mit

/( lim fi)(x)dz = leII;O fe(x) de.

k—o0

24.2.6 Beweis

Aufgrund der Voraussetzung der stellenweisen Konvergenz gilt

liminf fp = lim f; = limsup f,
k—o0 k—o0 k—00

so dass aus dem letzten Satz die Integrierbarkeit von limy_, o, fx und dann die Ungleichungskette
/( lim fi)(z)de <liminf [ fi(z)dz <lim Sup/fk(m) dz < /( lim fi)(x)dx.
k—o0 k—o0 k—00 k—o0

entnommen werden kann. Es folgt

k—o0

i [ i) de = [ (lim fu)(e) da,

106
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24.3 Integration einer Funktionenreihe
24.3.1 Korollar: Gliedweise Integration einer Funktionenreihe
Es sei (fx)ken eine Folge von integrierbaren Funktionen, so dass

e die Funktionenreihe 220_1 fr stellenweise konvergiert und

e die (Zahlen—)Reihe > 77 | [|fx|(z) dx konvergiert.

Dann ist die Grenzfunktion Y .-, fi integrierbar mit

/(émm d:cg:l/fk(x) da

Satz 24.3.3 wird aufzeigen, dass die erste Voraussetzung dieses Korollars ,,fast” aus der zweiten folgt.

24.3.2 Beweis

fr ist integrierbar fiir alle k € N.

= |fx| ist integrierbar fiir alle k € N.

n
== Z |fi| ist integrierbar fiir alle n € N.

k=1
o0
Satz 24.1.1 . . .
Y= F o= E | fi| ist integrierbar.
k=1

Es gilt weiter fiir alle n € N

> h@)| < Il (2 ()
k=1 k=1

es ist also F eine integrierbare Majorante fiir die Partialsummenfolge (3"7_; fi)nen-

Der Satz 24.2.5 von der majorisierten Konvergenz liefert nun die Aussage, dass f integrierbar ist mit

[ @i~ g [ fiw)da

24.3.3 Satz: Gliedweise Integration einer Funktionenreihe, Beppo Levi

Vorbemerkung: Die Aussage des Satzes 23.5.2(ii), dass ein endlicher Integralwert die Fast-Uberall-
Endlichkeit nach sich zieht, erméglicht die Aufthebung der ersten Voraussetzung im Satz 24.3.1 {iber
die Integrierbarkeit einer Funktionenreihe. Wir formulieren den resultierenden (zweiten) Satz von Levi.

Es sei (fx)ren eine Folge von integrierbaren Funktionen, so dass die Reihe reeller Zahlen

(e do
>

konvergiert.

Dann ist die Grenzfunktion 2;0:1 fi fast—iiberall-definiert und integrierbar. Es gilt

/(]ifm)) dxli/fm)dx
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24.3.4 Beweis

fr ist integrierbar fiir alle k£ € N.

= |fi| ist integrierbar fiir alle k € N.

N Z | f| ist integrierbar fiir alle n € N.

k=1
) o
S F = Z |fx| ist integrierbar.
k=1
S 23.5.2(ii) .. . . .
= Der Grenzwert F(x Z |fx|(z) existiert und ist fast—iiberall endlich.

= Die Grenzfunktion f(z) := Z fr(z) ist fast—iiberall definiert.
k=1

Es gilt weiter fiir alle n € N
> il
k=1

so dass F eine integrierbare Majorante fiir die Partialsummenfolge (3";_; fk)nen ist.

Z | fe| (= (z) fast—iiberall,
=1

Der Satz 24.2.5 von der majorisierten Konvergenz liefert nun die Aussage, dass f integrierbar ist mit

[ o= gj [ fw)da
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24.4 Riemann—Integrierbarkeit impliziert Lebesgue—Integrierbarkeit
24.4.1 Satz

(i) Essei f:[c,d] — R eine (beschriinkte) Riemann—integrierbare Funktion. Dann ist die Funktion f
Lebesgue-integrierbar iiber [c, d] mit

d
Md}f(ac)dx = /Cf(;v)d:r

(ii) Essei J C R ein Intervall und f: J — R eine Funktion.
— Ist f iiber jedem kompakten Intervall [c,d] C J integrierbar  und
— existiert das uneigentliche Riemann-Integral f;‘f}'] |f|(z) dx < oo,

so ist f iiber J Lebesgue—integrierbar, es gilt

/Jf(m)dsc = /i:ij(x)d:v.

Zur Erinnerung: Das uneigentliche Riemann—Integral einer Funktion f iiber einem nicht—notwendig kom-
pakten Intervall .J ist definiert als der — dann existente — Grenzwert

[SllpJf(w)dx = lim  lim /Cdf(x)dx.

nf J cN\jinf J d sup J

24.4.2 Beweis

(i) Gemé$ Definition der Riemann—Integrierbarkeit existieren zu jedem & > 0 zwei Treppenfunktionen
0, : [e,d] = R, so dass

d
< f <, /((p—i//)(:c)dzgs.

Durch Abdnderung an endlich vielen Stellen und Null-Fortsetzung auf R erhilt man Funktionen f, QZ, p:
R — R mit

- 0 -
JeC'R), FeC'®), d<i<q /<¢—w><x>dx <.

Daraus folgt, dass fLebesguefintegrierbar ist. f - X[c,q) gehort der gleichen Funktionsklasse wie ]?an und
ist damit ebenfalls Lebesgue—integrierbar. Die Integrale stimmen tiberein.

(ii) Es sei (K, ) eine monoton wachsende Folge kompakter Intervalle mit J = (J,, ¢y K. Fiir jedes n € Nist
gemif (i) die Funktion |f]|- xx, Lebesgue—integrierbar, die Folge dieser Funktionen ist monoton steigend
mit

sup J
swp [(1f]xw @) de = [ 7)) do < 4o

nf J

Mit dem Satz von Levi folgt, dass | f| - x; Lebesgue-integrierbar ist. Insbesondere ist diese Funktion eine
Lebesgue-integrierbare Majorante fiir die Folge (f - Xk, )nen Lebesgue-integrierbarer Funktionen. Also
ist f-xs=1lim, o f - XK, Lebesgue-integrierbar. Die Integrale stimmen iiberein.
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24.5 Parameterabhingige Integration
24.5.1 Satz: Parameterabhingige Integration

Es sei M ein metrischer Raum, a € M. Weiter sei f : RY x M — [—00,+00] eine Abbildung mit der
Eigenschaft, dass fiir alle y € M die partielle Abbildung f(-,y) : R? — [~o0, +-00] integrierbar ist.

(i) (Stetigkeit ,,unter” dem Integral)

Es seien zusétzlich die folgenden Bedingungen erfiillt:
— Fast iiberall (bzgl. z € R?) sei die partielle Abbildung f(z,-): M — [—00, +oq] in a stetig.
— Es existiere eine integrierbare Funktion g : RY — [0, 4+-o00] mit
[f(z,y)] < g(x) fiir alle y € M.
Dann ist die Abbildung

h-{M - R
y = [fla,y)de

stetig in a.

(ii) (Differentiation ,,unter” dem Integral)

Es seien zusitzlich die folgenden Bedingungen erfiillt:

— M sei ein offenes Intervall von R.

— Fast iiberall (bzgl. z € R?) sei die partielle Abbildung f(z,-) : M — R (endlich und) in a
differenzierbar mit der Ableitung Do f(z,a) € R.

— Es existiere eine integrierbare Funktion g : R? — [0, 4+0c], so dass fiir alle y € M
|Daf(x,y)| < g(x) fast—iiberall (bzgl. € RY).
Dann ist die Abbildung

h'{M - R
y = [flay)da

in @ € M differenzierbar mit Ableitung
h'(a) = /Dgf(m,a) dx.

24.5.2 Bewelis

(i) Es sei (yn)nen eine Folge in M mit lim,, o y, = a. Dann erfiillt die Folge der integrierbaren Funktionen
(f(-,yn))nen die Voraussetzungen des Satzes 24.2.5 von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz. Es
folgt

n—oo

lim h(y,) :nli_{rolo/f(x,yn) dx Léb/nli_)rrgo f(z,yn) de = /f(x,a) dx = h(a).

(ii) Es sei (yn )nen eine Folge in M\ {a} mit lim,,_, o ¥ = a. Wir definieren eine Folge (F},) integrierbarer
Funktionen durch

R? — R . d
F,: v vy L@ f@a) fast iiberall bzgl. z € R®.

Yn—a ’

Aufgrund des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gibt es ein &, zwischen y,, und a, so dass

Foto)] = | A IO Do) < gt

n —
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Es ist dann aufgrund des Satzes von Lebesgue

lim M — lim /f(xvyn)_f(m7a) dx Léb /( lim f(x7yn)_f(m7a))dw
Yn —

a n— oo Yn — Q

n— 00 UYp — G n— 00
= /Dgf(x,a) dx.
Da die Folge beliebig war, gilt auch

h'(a) = lim hiy) = fla) _ /Dgf(x,a) dx.

y>a y—a
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25 Die Banachriume der Lebesgue-Theorie ©

25.1 Klassen von fast—iiberall definierten Funktionen
25.1.1 Definitionen

1. Eine auf einer Teilmenge D C R? definierte Funktion f : D — [—00,40oc] heifit fast-iberall
definiert, wenn R?\ D eine Nullmenge ist.

2. Zwei fast—iiberall definierte Funktionen f und f mit Definitionsmengen D bzw. D heiflen fast—
tiberall gleich, wenn es eine Nullmenge N C R¢ gibt, so dass

RINNCDND und f(z)=g(z) fir z € R\ N.
3. Die Fast—iiberall-Gleichheit ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller fast—iiberall-definierten
Funktionen. Wir nennen die Aquivalenzklassen einfach Funktionsklassen.

4. Wir bezeichnen die zu einer fast—iiberall definierten Funktion f gehorige Funktionsklasse mit [f]-
Fiir die Menge der Funktionsklassen wird das Symbol F(R?) eingefiihrt.

5. Die Halbordnungsrelation < fiir Funktionen tibertrigt sich auf Funktionsklassen, indem man setzt

[f] < [f] —  f(z)< f(z) fii.

6. Die stellenweisen Grenzprozesse

sup, inf, limsup, liminf, lim
keN keN k— 00 k—o0 k—o0

fiir Folgen tibertragen sich auf die Funktionsklassen, indem man sie ,,fast—iiberall” durchfiihrt. We-
sentlich hierbei ist die Aussage aus Satz 23.3.3(ii), dass abziihlbare Vereinigungen von Nullmengen
wieder Nullmengen sind.

7. Wir definieren auf der Menge der fast—iiberall definierten Funktionen die Operatoren

/ﬂ_{F(Rd) - R /U'{F(Rd) - R

Lo [T L e M@,

wobei firgendeine Funktion aus der Funktionsklasse [f] mit Definitionsmenge R? ist. Aufgrund
von Satz 23.5.4 sind die zugewiesenen Werte unabhéngig von der konkreten Auswahl f € [f].

8. Die Konvergenzsétze von Levi und Lebesgue aus Abschnitt 24 kénnen auf Funktionsklassen iiber-
tragen werden. Die jeweiligen Voraussetzungen an die Folgen von Funktionen werden zu Vorausset-
zungen an Folgen von Funktionsklassen, sie beziehen sich also auf ,,Fast—Uberall-Eigenschaften”.

9. Esist in der mathematischen Literatur weithin {iblich, in Bezug auf die Symbolik zwischen Funk-
tionen und Funktionsklassen nicht klar zu unterscheiden. So wird eine Funktionsklasse [f] € F(R?)
oft einfach mit f bezeichnet.

10. Man muss sich jedoch sorgfiltig vergegenwiirtigen, dass die Funktionsklassen keine Funktionen
mehr sind und deshalb Operationen bzw. Begriffe wie beispielsweise

e Auswertung an einer Stelle oder
e FEinschriankung auf eine beliebige Teilmenge

e Stetigkeit, Differenzierbarkeit (abgesehen von der Theorie der ,,Sobolew—R&ume”)

nicht mehr definiert sind.
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25.2 Der Banachraum L!(R?)

Es sei F(R?) die Menge der Funktionsklassen von fast-iiberall definierten Funktionen auf R<.

1.

Ist cine Funktion f € [f] € F(RY) integrierbar, so sind auch alle anderen Funktionen f € [f]
integrierbar. Man kann daher von der Integrierbarkeit der Funktionsklasse sprechen.

. Aufgrund von Satz 23.5.4 kann die Integration von integrierbaren Funktionsklassen durchgefiihrt

werden:

/ { F“R}f? X Hﬁf(@dx,

wobei f irgendeine Funktion aus [f] mit Definitionsmenge R ist.

Aufgrund von Satz 23.5.2(ii),(iii) nehmen alle Funktionen innerhalb einer integrierbaren Funkti-
onsklasse [f] die Werte —oo und 400 nur auf einer Nullmenge an. Bei Ersetzung dieser Funktions-
werte durch endliche Werte bleibt die Funktion in der urspriinglichen Funktionsklasse, so dass bei
integrierbaren Funktion(sklass)en der Kontext von ftoo-Werten ohne Belang ist.

Wir bezeichnen die Menge der integrierbaren Funktionsklassen mit L(R?) = L!(R?).

Auf L'(RY) ist die Struktur eines R-Vektorraums erklirt: Linearkombinationen werden einfach
fiir Vertreter—Funktionen in der Klasse, die die Werte oo nicht annehmen, durchgefiihrt. Die
Linearkombination der Funktionsklasse ist — als Funktionsklasse — dann von der Auswahl der
Vertreter—Funktionen unabhingig. Die Funktionsklasse [0], die die Funktion 0 enthélt, wird zum
Nullvektor 0 dieses Vektorraums.

25.2.1 Satz
Das auf L'(R?) erklirte Funktional

o { P& DR
o fo= JIfl@)de

ist eine Norm, d.h.:

Fiir f,g € L'(RY) und a € R gelten die Aussagen

leefllze = ladf - 11 2s
If +gllr < F e + Nl

Ifllc: =0 <= f=0 (als Funktionsklasse!)

25.2.2 Beweis

Zum Beweis sei einfach auf die Definition der Integrierbarkeit und auf die Sétze 22.3.9 bzw. 23.5.2
verwiesen.
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25.2.3 Satz: L' vollstindig
Der normierte Vektorraum L*(R?) ist vollstéindig, d.h. jede Cauchy-Folge in L!(R?) hat einen Grenzwert
in L'(RY).
Genauer: Es sei (fi)ren eine Folge von integrierbaren Funktionen mit der Eigenschaft, dass die Folge
([fx]) ken der zugehdrigen Aquivalenzklassen in L'(R?) eine Cauchy-Folge ist.
Dann gilt

(i) Es gibt eine Teilfolge (fx,)een, die fast—iiberall stellenweise gegen eine Grenzfunktion f konvergiert.

) Die Klasse [f], die zur Grenzfunktion f dieser Teilfolge gehort, ist in L'(R?) enthalten.
(iii) Es gilt dabei lim || f — fx|lz1 = 0.

k—o0

) Ist ( ng)ZGN eine weitere Teilfolge, die geméf (i) fast—iiberall stellenweise konvergiert, so gehort

ihre Grenzfunktion zur gleichen Klasse [f] in L!(R%).

25.2.4 Beweis
(1) Wir definieren die Teilfolgen—Auswahl-Funktion ¢ +— k; rekursiv durch die Bedingungen

1
kv =1, ||f/€e+1 frellr < DY
Dies ist aufgrund der Cauchy-Voraussetzung moglich.

(2) Fiir ordnen der Teilfolge (f%,)een wie folgt eine Teleskopreihe

fkl +Z(sz+1 _sz) = fkl + (sz _fk1> + (fks _fk2)+(fk4 _fkg) +

{=1

von Funktionen zu. Fiir die Glieder dieser Reihe gilt

[ = )@ | < [V, = 5l(@) o = s = fills < o5

so dass die Voraussetzung des Satzes 24.3.3 erfiillt ist. Die Grenzfunktion f existiert fast—tiberall, sie
definiert eine Funktionsklasse [f] in L'(R%). Es gilt:

[ t@do= [ 5@) dﬂi [t = fe)a)da = Jim [ @) do

(3) Es sei € > 0 vorgegeben. Aufgrund der Cauchy—Voraussetzung existiert zunéchst ein K € N, so dass
fiir alle k,j > K gilt

1fk = fillea S% fir alle k,7 > K.
Es existiert dann weiter ein L € N mit k;, > K, so dass
IEE
(=L 26~
und deshalb

1= ol = 1S e = Fiolle < 3 1 ns = frodllis < Z 5 <
(=L =L

(=L

ol M

l\D\m

Fiir ein beliebiges k > K gilt dann

€
1F = feller < 1 = ferllos + 1 fer = fller < 5
Das ist die Aussage (iii).
(4) Wiirde die zweite Teilfolge eine Grenzfunktion g mit [g] # [f] haben, so wiirde dies wegen

k~>oo

If = gllr < IF = feller + [1fx — gllze 0

einen Widerspruch bedeuten.
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25.2.5 Satz

Das Integral auf L!(R?) ist stetig.
Dies folgt einfach aus der Abschétzung

| [ rtwyds— [ fayas

25.3 Die Banachiume LP(RY)

25.3.1 Vereinbarung iiber die Zahlen p und ¢ Im folgenden seien die beiden Konstanten
p,q > 1 durch

~| [~ Py

g/\f—ﬂ<x>dm=||f—f||p.

1 1
-+ -=1 <= q:L — p:L
Poq p—1

verkniipft.

25.3.2 Hilfssatz
Fiir (z,y) € (RT)? gilt die Abschitzung
Pyl

xy < — 4 =—.
p q

25.3.3 Beweis

Fiir festes y bestimmen wir das Minimum der partielle Funktion

Die einzige Nullstelle der ersten Ableitung
fl@)=a"" —y.

ist yﬁ Diese Stelle ist wegen

P

p—1 4q _p_ 1
flymT) =% +?{1—yﬁ+1=yw~(+—1) =0

eine Nullstelle und dann wegen

v
f(0) = . >0
i J(a) = o0

eine Minimumsstelle.
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25.3.4 Satz

(i) Fiir zwei Funktionen f,g € F(R?) sei das Produkt wohldefiniert. Dann gilt

1 r » i g
[ < () ([ el
(ii) Fiir zwei Funktionen f, g € F(R?) sei die Summe wohldefiniert. Dann gilt

(/ﬁf+mﬂ; < (/ﬂﬂﬂ;+</ﬂmﬂ;

25.3.5 Beweis
(0) Im Fall (fﬂ |f\p) T =0 ist (sehr ausfiihrlich)

(/ﬁup>;:o

i
- 7 =0
= [fIP =0 fast iiberall
== |fl=0 fast {iberall
== f =0 fast iiberall
= |fgl =0 fast iiberall
i
— [ ifa-o

und daher die Ungleichung erfiillt. Im Fall [ m |f|P = oo ist die Ungleichung ebenfalls trivial erfiillt. Wir
kénnen also | f |f|P € RT und dann entsprechend [ f lg|9 € RT voraussetzen.

(1) Durch Multiplikation mit positiven Konstanten kénnen die Funktionen f und g unbeschadet der
Giiltigkeit der Ungleichung im Satz dahingehend verdndert werden, dass

p=1= [
Jr=i=]

(2) Fiir festes x € R? ist aufgrund des Hilfssatzes

1 py L 2)|e
[f(@)-9(@)] < 2 @)+ lg@)]

und deshalb
* 1 [ 1 [ 1 1
[ira = oo [upeg [lalr= o4 -
P q P q

Die zweite Aussage kann man durch die folgende Ungleichungskette nachpriifen. Dabei kann man ohne
weiteres annehmen, dass die Nenner nicht Null sind.

</ﬂ|f+ |p>; ST+ gl ST\ + gl gl + gl
g = _

1

(17 + )" ("0f + gl=11)
SIS gt [l 1S 4 gt
(ST as+gl=10)" (S0 +glr1)"

(/ﬂuw>;+</ﬂww>;

IN

IN
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25.3.6 Definition

(1) Eine Funktion f : R? — R heiBt lokal integrierbar, wenn fiir jede kompakte Menge K C R? die
Funktion f - xx integrierbar ist.

(2) Die Menge der lokal integrierbaren Funktion(—sklass)en wird mit
Lior(RY) bzw. Lo (R?)

bezeichnet.

Eine einfache Beobachtung halten wir fest im

25.3.7 Satz

Fiir eine Funktion f : R? — R sind dquivalent die Aussagen:
(A) feLYRY)
(B) f € LR und [T f < +o00.

25.3.8 Beweis

Die Implikation (A) == (B) ist trivial. Ist umgekehrt (B) erfiillt, so konvergiert die Folge (f-X[—n,4n]¢)neN
integrierbarer Funktionen stellenweise gegen f. Der Satz von Lebesgue sorgt fiir die Integrierbarkeit der
Grenzfunktion.

Wir definieren den Vektorraum

i
o) = {fetu®)] [1r<o)
und auf ihm das Funktional
LP(RY) — R
- 1lp - 3
’ ;o (@)
Die Eigenschaften sind im néchsten Satz aufgelistet:

25.3.9 Satz
Fiir zwei Aquivalenzklassen f € LP(R?),g € L9(R%) und a € R gilt:
(i) [Ifllp,=0 <= f=0 (fast tiberall)
(i) flec- fllp = led - [[ £l
(i) [1f + gllo < W fllp + llgllo

Das bedeutet wieder, dass der Vektorraum der Aquivalenzklassen fast iiberall gleicher Funktionen

ey = {i]recr®y}

mit dem Funktional ||- ||, ein normierter Vektorraum ist.
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25.4 Verallgemeinerung auf lokalkompakte Riume
Das dargelegte Konzept der Erweiterung

(. [) — (v@).[)

kann wesentlich verallgemeinert werden.

25.4.1 Ausgangspunkt
Wir schildern die wesentlichen Daten des Ausgangspunkts:

R? Es wurden nur topologische Begriffe verwendet: offene, abgeschlossene, kompakte Teilmengen.

Die Vektorraumstruktur war unerheblich, sie spielte nur fiir die Transformationsformel, entfernt
fiir den Satz von Fubini eine Rolle.

C. Die wesentlichen Features dieser Menge waren:
— R-Vektorraum
— Sie ist abgeschlossen gegen Betragsbildung (bzw. sup / inf Bildung)
— Halbordnung f <g <=  f(z) < g(z)Vx € R?
| Die wesentlichen Eigenschaften des Integrals als Abbildung C.(R?) — R waren:
— Linearitét,
— Monotonie

— Respektierung des sms—Supremums.

25.4.2 Verallgemeinerung auf lokalkompakte R&ume Bei der Konstruktion des
Lebesgue-Integrals kann die Menge R¢ durch einen beliebigen lokalkompakten Raum X ersetzt werden.

25.4.3 Definition:

(1) Ein topologischer Raum X heifit Hausdorff’sch, wenn es zu zwei verschiedenen Punkten z,y € X
disjunkte offene Umgebungen U, und U, gibt.

(2) Ein topologischer Raum heifit lokalkompakt, wenn er Hausdorft’sch ist und jeder Punkt = € X eine
kompakte Umgebung besitzt.

25.4.4 Beispiel: X =N X = N ist mit der diskreten Topologie versehen.
e Alle Teilmengen sind offen.
e Alle Teilmengen sind abgeschlossen.
e Die kompakten Mengen sind genau die endlichen Teilmengen.
e Eine Funktion X — R ist einfach eine reelle Folge.
e C.(X) umfasst genau die Folgen, deren Glieder fast alle Null sind.

e Das Integral auf C(X) ist einfach die Summe der Glieder der Folge. Diese Zahl ist endlich, da die
Summe endlich ist.

e CT(N) ist die Menge der Folgen N — R U {400}, die nur endlich viele negative Glieder haben.
e L'(N) ist die Menge der Folgen, die bei Aufsummation zu absolut konvergenten Reihen werden.

e Der Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz ist gerade das Majoranten—Kriterium.
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25.4.5 Beispiel: Das Dirac—Funktional Es sei X = R". Wir definieren die Linearform
o { C(X) — R
0 f—= f0)

Sie heifit Dirac’sches Maf} auf X.

25.5 Verallgemeinerung auf Mafirdiume

Es sei jetzt X eine beliebige Menge, auf der eine o—Algebra erklirt ist.

25.5.1 Definition:

(1) Es sei X eine Menge. Ein System S von Teilmengen heifit o-Algebra auf X, wenn die folgenden
Axiome erfiillt sind:

e X8
e AeS = X\AeS.
o (Ap)ren Folge von Teilmengen aus S = J,cnAr €S,

X — oder besser das Paar (X,S) heifit dann auch Mefraum, die Teilmengen aus der o—Algebra heiflen
messbar.

(2) Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mefirdiumen (X, Sx) und (Y, Sy ) heifit messbar, wenn das
Urbild einer messbaren Menge aus Sy eine messbare Menge aus Sx ist.

(3) Eine Abbildung i : S — R heifit Maf8 auf einem Mefiraum (X, Sx ), wenn sie die Kolmogoroff-Axiome
erfiillt:

o u(J)=0.
o 4(A) >0 fiiralle AeS.
e Fiir eine Folge (Aj)ren von paarweise disjunkten Mengen aus S ist die o—-Additivitdit erfiillt:
It <U Ak) = u(Ap).
kEN k=1
Das Tripel (X, S, p) heiit dann Mafraum.
25.5.2 Beispiel Auf R? ist eine kanonische o—Algebra gegeben: Es ist die kleinste o—Algebra, die
alle offenen bzw. abgeschlossenen Teilmengen umfasst.
Gibt es im R? nicht-messbare Teilmengen? Ja!

Ist jetzt ein MaBSraum (X,S,R?) gegeben, so kann man eine Integrationstheorie — #hnlich wie oben
aufbauen:

e Man startet mit dem Vektorraum £(X) der Elementarfunktionen (~ Treppenfunktionen), das sind
Linearkombinationen von charakteristischen Funktionen fiir messbare Mengen:

m
Z QXA a; €R, A; messbar.
i=1

e Man schaut sich dann den Raum £*(X) an, er umfasst alle Funktionen X — R U {400}, die sich
als stellenweiser Limes streng monoton steigender Folgen von Elementarfunktionen ergeben.

Es stellt sich heraus, dass £* alle messbaren Funktionen X — [0, co] umfasst.

Als Integral fiir Funktionen aus £* definiert man (wieder) das Supremum der Integrale der Fol-
genglieder.
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e Die Menge L'(X) der Lebesgue-integrierbaren Funktionen umfasst dann genau die Funktionen
X — R, die messbar sind und fiir die der Positiv- und der Negativteil

fro=sup{f,0},  f7 = —inf{f,0}
jeweils ein endliches Integral hat.

Als Integral definiert man die Differenz

[ = frfr
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26 Orientierte Integration — Allgemeines

26.1 p—Flichen und p-Ketten
26.1.1 Definition: p—Flichen

Es sei K eine kompakte Teilmenge des RP mit der Eigenschaft, dass eine offene Menge K g., existiert, so
dass

K = Kogen
Kyai := K\ Kogen ist eine Nullmenge.
Weiter sei eine offene Teilmenge X C R? gegeben.
Eine Abbildung

@:{}Z - g(u)

heiBlt eine p—Fliche in X mit Parameterbereich K, wenn die Einschrinkung ® : Kog.. — X eine C'—
Abbildung ist.

26.1.2 Bemerkungen
1. Das Bild der Abbildung wird auch als Spur bezeichnet: Spur ® = ®(K) C X C R%.
2. Die Ableitung
P : Kofren — RTXP
ist auf K ge, eindeutig definiert und stetig. Als Abbildung K — R%*? ist sie fast iiberall definiert.

3. Man behalte im Blick, dass der Parameterbereich K sehr oft ein Quader, ein Polyeder, eine Kugel
oder ein so genannter Simplex sein wird.

4. Polyeder, Quader oder Kugeln im R? kénnen auf natiirliche Weise als p—Flichen aufgefasst werden.
® = : K — RP ist dann einfach die kanonische injektive Einbettung.

5. Wir werden wiederholt p—Fléachen zu betrachten haben, die die folgende stéirkere Eigenschaft auf-
weisen:

Es existieren eine offene Umgebung Uy von K und eine C'-Fortsetzung ® : Ux — R?
von .

In diesem Fall ist die Ableitung auf K
o' : K — R"*P
eindeutig definiert, stetig, ihre Koordinaten bzw. die Determinante sind integrierbar.

6. Beachte, dass p—Fliachen entartet sein konnen. Es wire verfriiht, das Bild einer p—Flache als p-
dimensional zu bezeichnen.

26.1.3 Definition: p—Ketten

Da es immer wieder vorkommt, dass bestimmte Mengen, {iber die integriert werden soll, ,,zusammen-
gestiickelt” sind, ist noch der folgende Begriff geeignet:

Eine p-Kette ist eine formale Summe (= additive Zusammenstellung) von endlich vielen p-Flichen:

d
o o= ) P
i=1

Beachte dabei, dass es nicht — wie sonst bei Addition von Funktionen — um die Addition der Funk-
tionswerte an den einzelnen Stellen der Definitionsmenge geht. Die einzelnen p-Flichen in der p-Kette
konnen durchaus verschiedene Definitionsmengen haben.

Der Begriff | formale Summe” wirkt etwas mysterios, er ldsst sich aber iiber so genannte ,,frei erzeugte
Gruppen” mathematisch solide definieren.

Die Spur der p-Kette ® sei einfach die Vereinigung der Spuren der beteiligten p-Fléchen.
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26.2 Vektorfelder
26.2.1 Definitionen: Zeilenvektorfeld

1. Ist X C R? eine Teilmenge, so nennen wir eine Abbildung v : X — R'*? ein Zeilenvektorfeld (oder
kiirzer: Vektorfeld) auf X.

Als Veranschaulichung kann man sich vorstellen, dass an jedem Punkt von X ein Vektor angeheftet
ist.

2. Ist X offen, so heiit das Vektorfeld v ein C¥—Vektorfeld, wenn es eine C*~Abbildung ist.

Ist X kompakt, so vereinbaren wir, dass v ein C*—Vektorfeld ist, wenn es eine offene Umgebung U
von X gibt und eine Fortsetzung des Vektorfeldes auf U, das ein C*-Vektorfeld ist.

26.2.2 Ableitung eines Zeilenvektorfeldes
Es sei X C R? offen mit a € X.
Zur Erinnerung: Ein Spaltenvektorfeld f : X — R¥*! heifit differenzierbar mit Ableitung f/(a) € R¥*4,
wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass
If(@) = fla) = f(a)- (@ —a)| < ellw—all, falls [z—al <o
Dies lisst sich dualisieren: Ein Zeilenvektorfeld v : X — R'*? heifit differenzierbar mit Ableitung v'(a) €

R4 wenn es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so dass

lv(z) —v(a) — (x —a) -V (a)] < ellz—a, falls ||z —a] <6.

Aus dieser Dualisierung lisst sich erschlieBen (und mathematisch noch besser fundieren), dass die Ablei-
tung eines C'-Zeilenvektorfeldes gleich der transponierten Jacobimatrix

81’01 811)2 s alvd
82'[)1 827)2 e aZUd

v'(a) = . . : (a)
&ivl (9(11)2 oo advd

ist und dass diese Matrix immer von rechts an die Differenzen der Vektoren aus der Definitionsmenge
heranmultipliziert wird.

Zur spéteren Bezugnahme fiigen wir hier noch zwei Definitionen an.

26.2.3 Definition: Rotations-Bilinearform eines Zeilenvektorfeldes
Es seien X C R? offen mit a € X und v : X — R? ein C!-Zeilenvektorfeld.

Die Rotations-Bilinearform des Vektorfeldes v ist gegeben durch die alternierende Bilinearform

Rotv'{XXRdXRd - R
' (a,p,q) — p"-v'(a)-q—q" -V'(a) p.

Man denke sich an der Stelle a € X die beiden Vektoren p, ¢ als Parallelogramm angeheftet. Rot v ist
eine von dieser Konstellation abhéngige reelle Zahl.

26.2.4 Definition: Divergenz-Trilinearform eines Zeilenvektorfeldes
Es seien X C R? offen mit a € X und v : X — R? ein C!-Zeilenvektorfeld.
Die Divergenz-Trilinearform des Vektorfeldes v ist gegeben durch die alternierende Trilinearform
Divv:{ XxR*xR*xR* — R
(a,p1,p2,p3) = pi -v'(a)- (p2 X p3) +p3 -v'(a) - (p3 x 1) +p3 -v'(a) - (p1 X p2).

Man denke sich an der Stelle a € X die drei Vektoren pi, ps, ps als Parallel-Epiped angeheftet. Div v ist
eine von dieser Konstellation abhéngige reelle Zahl.
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26.2.5 Ein Satz aus der linearen Algebra (LIA1,9.2.1 (iv))
Fiir eine Abbildung 6 : (R?)¢ — R sind die folgenden beiden Aussagen Aquivalent:
(A) O(vy,...,vq) = det(vy,...,vq)-
(B) @ist ...
— multilinear, d.h. alle partiellen Abbildungen sind linear.

— alternierend, d.h. bei Vertauschung zweier Argumente éndert sich das Vorzeichen des Wertes,

— normiert, d.h. f(eq,...,eq) = 1.
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27 Orientierte Integration iiber 1-Ketten

27.1 1-Ketten
Eine 1-Flache ist nichts anderes als eine Kurve, damit ist also eine 1-Kette v eine formale Summe von

Kurven: v = Y0 | v mit v, : J; — X.

27.1.1 Definitionen: Verbindung, Zyklus

1. Man sagt, die 1-Kette v = Y7 | v; in X verbindet die Punkte z und Z, wenn es eine Permutation
o € S, gibt, so dass

T = Y1)(minJ, (),
’yi(max Ja(i)) = Va(i—ﬁ-l)(min Ja(i+1))7 fir ¢ = 1, e, — 1,
Yn(max Jomy) = T

x heiflt dann auch Anfangspunkt und & Endpunkt der 1-Kette.

2. Die 1-Kette heifit geschlossen oder ein Zyklus, wenn Anfangspunkt und Endpunkt {ibereinstimmen.

27.1.2 Definition: Tangentialvektor

Ist X C R? offen und v : J — X eine (differenzierbare) Kurve, so definieren wir fiir jedes t € Jogo, den
Tangentialvektor als den Spaltenvektor

T,(t) = A4(t) € R
Die durch
(t) + AT, (), AER
beschriebene (affine) Gerade heifit naheliegend Tangente an J durch ().

27.1.3 Definition: Inverse 1-Kette

1. Ist v: J — X eine Kurve, so ist durch

- J = X
Tt e v(max J +minJ —t)

die zu v inverse Kurve definiert. Anschaulich wird bei v~ die Kurve v in umgekehrter Richtung
durchlaufen. Anfangs- und Endpunkt sind vertauscht. Man iiberlege, dass die Tangentialvektoren
ihr Vorzeichen wechseln:

T-(t) = —T,(t), tel

2. Ist nun v = Y"1 | 7; eine 1-Kette, so ist die zu 7 inverse 1-Kette einfach die formale Summe der
inversen Summanden:

n
Vo= D
i=1

Auch dabei sind Anfangs- und Endpunkt vertauscht.
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27.2 Das Arbeitsintegral im R?
27.2.1 Definition: Arbeitsintegral
Es sei v : X — R1X? ¢in Zeilenvektorfeld auf X.

(1) Gegeben sei eine Kurve v : J — X. Ist der Integrand rechts integrierbar, so ist durch

work(v,vy) = /Jv(fy(t)) -T(t) dt

die im Vektorfeld v lings v verrichtete Arbeit definiert. Man spricht auch vom Arbeitsintegral.

(2) Gegeben sei eine 1-Kette v = Y7 | ;. Existieren die Arbeitsintegrale fiir die einzelnen Kurven in
der Summe, so ist durch

work(v,y) = Zwork (v,7i)
i=1
die im Vektorfeld v lings v verrichtete Arbeit definiert.

27.2.2 Bemerkungen

1. Diese Definition lésst sich &hnlich wie in Kapitel 17 durch eine Approximation mittels Polygonziigen
plausibel machen. Es kommt hier noch zusétzlich der Begriff der Riemann’schen Summe ins Spiel.

Wir fithren dies hier nicht genauer aus, verweisen nur auf Erwe 2, S. 92.

2. Die Begriffsbildungen in der Literatur sind nicht ganz einheitlich. Das eingefiihrte Integral wird
auch als Linienintegral (Blatter), gelegentlich als Wegintegral bezeichnet.

3. Es liegt die folgende physikalische Interpretation zugrunde: Ein (punktférmiger) Korper bzw. eine
Ladung wird durch ein Kraftfeld (el. Feld) v lings einer Kurve « bewegt. Das Kurvenintegral wird
als ,,Physikalische Arbeit” bezeichnet.

4. In der Funktionentheorie (Differentialrechnung fiir komplexe Zahlen) spielt ein weiteres noch einmal
anders definiertes Kurvenintegral eine zentrale Rolle.

Die komplexe Zahlenebene C wird iiber die Real- bzw. Imaginirteilbildung mit dem R? identifi-
ziert.

Ist v : J — X eine Kurve in der offenen Teilmenge X C C und f : X — C eine (geeignete)
komplexwertige Funktion auf X, so wird ihr ,,komplexes” Kurvenintegral lings der Kurve v durch
die komplexe Zahl

[/f(z) dz

Lﬂw»wwﬁ

ﬂmﬂww»wMﬁ+i/mwww»ﬂmm

J

definiert. Hier ist also das Matrixprodukt durch komplexe Multiplikation ersetzt.
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27.3 Konservative Vektorfelder

27.3.1 Definition: Gradientenfeld

Ist X C RY offen und f: X — R eine differenzierbare Funktion, so heifit das Zeilenvektorfeld
gradf = (f,...,0af): X = R?

das zugehorige Gradientenfeld.

Die alternative Sprech- und Schreibweise ist physikalisch motiviert.

27.3.2 Satz und Definition: Konservative Vektorfelder
Die folgenden Aussagen iiber ein stetiges Vektorfeld v : X — R? sind dquivalent:
(A) (Def) Das Vektorfeld heiit konservativ.

(B) Fiir zwei beliebige 1-Ketten v und 4 in X mit gemeinsamem Anfangspunkt und gemeinsamem
Endpunkt gilt:

work(v,y) = work(v,7)

(C) Fiir einen beliebigen Zyklus v in X gilt:
work(v,y) = 0.

(D) Es existiert eine C'-Funktion f: X — R mit
grad f = .

Diese Funktion heifit dann Potential von v.

27.3.3 Beweis

(B) = (C): Es sei v ein Zyklus mit Anfangs-gleich-Endpunkt 2. Dann ist auch die konstante Kurve
-~ (01 - X
v t — X

ein Zyklus mit diesem Anfangs-gleich-Endpunkt . Die Tangentialvektoren T%(t) sind Konstant-Null.
Wegen (B) folgt

work(v,7) = work(,5) — /[0 REORCEE

(C) = (B): Sind ~ und 7 zwei 1-Ketten mit gemeinsamem Anfangspunkt und gemeinsamem Endpunkt,
so ist v+~ ein Zyklus. Es folgt

0 = work(v,y+757) = work(v,v) + work(v,5~) = work(v,v) — work(v, 7).
(C) = (D): Siehe unten Beweis 27.3.5.
(D) = (C):

Dies folgt aus Satz 27.3.6, siche weiter unten, bei Anfangspunkt x gleich Endpunkt .

27.3.4 Definitionen und Uberlegungen: Wegweise zusammenhiingende Mengen
Es sei X € R? offen.

1. Zwei Punkte x und 7 in X heiflen ,,verbindbar in X”, wenn es einen in X gelegenen Streckenzug
gibt, der diese beiden Punkte verbindet.

2. Uberlegung: Wegweiser Zusammenhang ist eine Aquivalenzrelation auf X.

3. Die Aquivalenzklassen bzgl. dieser Aquivalenzrelation heifien (wegweise) Zusammenhangskompo-
nenten.

4. X heiit (wegweise) zusammenhdingend, wenn es aus einer einzigen Zusammenhangskomponente
besteht.

5. Eine offene und (wegweise) zusammenhingende Teilmenge des R? heifit ein Gebiet.
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27.3.5 Beweis von (B) = (D)
(1) Es sei zunéchst vorausgesetzt, dass X ein Gebiet ist. Fixiere einen Punkt g € X.
Der Trick ist, dass man f definiert durch

f:{X - R

x — work(v,7)

wobei v irgendeine 1-Kette mit Anfangspunkt g und Endpunkt z ist.

Eine solche 1-Kette existiert, da X ein Gebiet ist. Die Definition ist aufgrund von (B) von der konkreten
Auswahl der 1-Kette v unabhéngig, also sinnvoll.

(2) Ist jetzt y € X irgendein fester Punkt, so gibt es ein & > 0, so dass U.(y) C X. Fiir ein z € R? mit
Iz|l < € sei dann

f0,1] - X
9z t = y+tz

die streckenférmige Kurve von y nach z.

(3) Es gilt dann

[fly+2) = fly) —vly) - 2| = |work(v,0:) —w(y) - 2|
1
= ‘/ viy+tz)-zdt—o(y) -z
0
(Gem&B MWS Int 10.7.1 ex. 7 € [0, 1] mit) = |0(y +7%2) -2z —v(y) - 2]

(Cauchy-Schwarz Ungleichung) S H'U(y + TZ) — 'U(y)” . ||Z||
Wegen der Stetigkeit geht der linke Faktor der letzten Zeile fiir ||z|| — 0 gegen 0.
Damit ist die Definition 16.2.1 fiir die (mehrdimensionale) Ableitung erfiillt, es folgt:
v(y) = fy) = grad f(y).

(4) Ist X kein Gebiet, so liefern die Schritte (1) bis (3) fiir jede Zusammenhangskomponente X; von X
eine Funktion f;. Definiere dann f durch Zusammensetzen

f:{X - R

z +— fi(z), wennz € X;.

Da die Zusammenhangskomponenten offen sind, ,,beriihren” sie sich nicht an ihren Rédndern, deshalb ist
mit den f] auch die Funktion f eine Cl—Funktion. (Das war etwas ungenau, lassen wir aber so stehen).
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27.3.6 Satz
Es sei X C R? offen, f : X — R stetig differenzierbar.

Ist v eine 1-Kette mit Anfangspunkt z und Endpunkt z, so gilt
work(grad f,v) = f(z) - f(z).

27.3.7 Beweis

(1) Wir setzen zunichst voraus, dass die 1-Kette aus einer einzigen stetig differenzierbaren Kurve ~ :
J — X besteht.

(2) Fiir die stetig differenzierbare Funktion

JJ = R
f"”{ toe f((t)

gilt dann geméaf Kettenregel

(fon)(t) = grad f(v(t))-~'(t)
(3) Deswegen gilt dann mit dem HDI
max J
work(grad £.) = [ grad f2(6) /0t = [ (fory(tyae
J min J
= (foy)(maxJ)— (foy)(minJ) = f(@)— f(z).

(4) Ist jetzt v allgemeiner eine 1-Kette mit v = > ; 7;, so kénnen wir die bisherigen Uberlegungen auf
die einzelnen v; anwenden. Es folgt (mit der Notation aus der Definition 27.1):

n

work(grad f,7) = Y work(grad f,7,) = Y [f(@) — f(2:)] £ f(@) — f(2),

i=1 i=1
wobei z; jeweils Anfangspunkt und z; jeweils Endpunkt der Kurve ~; ist.
Zu (*): Fiir einen Punkt 2; = ;, an dem zwei Kurven ; und v; der 1-Kette verbunden sind, heben sich
die zugehorigen Summanden weg. Es bleiben nur die zwei Summanden fiir Anfangs- und Endpunkt der
gesamten 1-Kette {ibrig.
27.3.8 Beispiel: Zentralfelder
Wir betrachten auf X = R?\ {0} ein Zeilenvektorfeld der Form
v(x) = g(z|) - ”x—”, wobei ¢:RT = R" stetig,
x
ein so genanntes Zentralfeld.

Wir behaupten, dass v konservativ ist und beweisen dies durch Angabe eines Potentials.
Dazu sei G eine Stammfunktion von ¢g auf RT™ und dann

J X = R
f'{ r = G|l

Wir berechnen eine partielle Ableitung von f

ouf(@) = &ll)-oulal) = alllel) - 22— = allel)- .
Damit ist

grad f(z) = (O1f(x),...,0af(x)) = gllzl)) - 37 = v(@).
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27.4 Das Arbeitsintegral bei Linearisierung
Es sei wieder X C R? offen und v : X — R4 ¢in Zeilenvektorfeld.

Wir betrachten einen Punkt a € X und zwei Vektoren p, ¢, die (nach Parallelverschiebung) ein Paralle-
logramm mit a als Mittelpunkt aufspannen.

27.4.1 Graphik

2

Y4

27.4.2 Definition: Die Parallelogramm-1-Kette

Es sei a € X ein Punkt und p, ¢ € R?. Betrachte dafiir die vier Kurven

v 10,1 — R4
it = a+i(p—q) +tig
Y2 it = a+%(q+p)—tp
Bt = a—3(—q) —tg
Yot a—%(q+p)+tp

Die Bilder der Kurven bilden ein Parallelogramm, weswegen wir die daraus gebildete geschlossene 1-Kette
mit

Tapq = Y1 T7Y2+73+ 74

bezeichnen.

27.4.3 Beispiel: Lineares Zeilenvektorfeld
Es sei V € R4 und v(z) = z - V ein lineares Zeilenvektorfeld auf dem R<.

Wir berechnen die Arbeit entlang der Parallelogramm-1-Kette mg p, 4:

work(v, y1) = / vl (1) (1) dt = / () V() d

/ [%(p— q) +tq)" -V -y (t)dt
0

1 1 1
= -a" Vgt ga-Veg = 50" Veg

2 2
1 T

work(v,y2) = —54 Vep
1 T

work(v,v3) = 3P Ve
1 T

work(v,71) = —5p° Vg

2
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und damit
_ T T
work(v, Mo pq) = p-V-q—q -V-p

Die soeben berechnete Arbeit lings dem (p, ¢)-Parallelogramm ist eine schiefsymmetrische Bilinearform
in den beiden Vektoren p und gq.

27.4.4 Beispiel: Symmetrie von V

Ist die Matrix V aus dem letzten Beispiel symmetrisch, also VT =V, so ist

work(v, e pq) = p'-Veg—q" - VI-p=p"-V.gq-(p"-V-g" =0
——
Zahl
Ist die Matrix V aus dem letzten Beispiel antisymmetrisch, also VT = —V, so ist
work(v, me pq) = pr Vog+g" VT op = pT Vog+ " V-g)t =27 -V -q.
——
Zahl

Das ist ein Hinweis darauf, dass fiir die Nicht-Konservativitit eines linearen Vektorfeldes der antisymme-
trische Anteil der definierenden Matrix mafgeblich ist.

Die Auseinandersetzung mit dieser Idee miindet schliellich in einen tieferen Satz tiber den Zusammenhang
von Arbeitsintegral und antisymmetrischem Anteil des Vektorfeldes.

27.4.5 Linearisierung eines Zeilenvektorfeldes
Es sei v: X — R gin Zeilenvektorfeld und a € X eine Stelle.

Thm kann ein C!'-Zeilenvektorfeld

X — R4
Lav.{ x = (z—a) v (a)

zugeordnet werden, es heiflt das bei a linearisierte Zeilenvektorfeld.

27.4.6 Satz: Vergleich der Arbeitsintegrale bei Linearisierung
Es seien X C R? mit ¢ € X und v : X — R% ein C!-Zeilenvektorfeld.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass fiir alle
p,q € Us(0) CR? mit Spur(m,p,) € X
gilt:

| work(v, Ta p.q) = WOrk(Lov, Tapq)l - < ellpll - llg]l-

27.4.7 Beweis
(1) O.B.d.A. sei a = 0. Es ist dann gem#f Beispiel 27.4.3
work(Lov, Tapq) = p° -0 (0)-q—q" -'(0)-p.
(2) Betrachte die Kurve v der Kette 7, p 4. Dann gibt es ein 7 € [0, 1], so dass

1
| work(v, 1) — §pT -v'(0) - ¢

= | [ v(3p—a)" +tq") qdt—1p" -'(0)q
+7¢") — $p" - 0'(0)] - g
= |((r=3)d" +3p") —o((r = 3)a") — 50" - V' ((7 = 5)d")

2
LT (= D)) — @ O)] -

IA
—
<
—~
—~
3
|
N|—=
=

S
+
i
J
|
<
S
|
I
(S
S
~—
|
N[
bS]
!
<
—~
—
3
|
I
~—
Q
!
=

+ 31" 1@ (7 = 5)a") = @' ODI] - llal

IN

ex |lpll - llgll,
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falls nur ||p|| < é; fiir ein geeignetes §; > 0. Aufaddition der vier Arbeitsanteile bei Beachtung der
Dreiecksungleichung liefert die Behauptung. (pas ist ungenau formuliert, aber richtig)



S. Hilger — Analysis 3 (GYM) — Wintersemester 2015/16 — 4. August 2016 132

28 Der Satz von Green

28.1 Die Rotation als Funktion

28.1.1 Vereinbarung In diesem Kapitel sei d = 2, d.h. wir setzen uns mit offenen Teilmengen
X C R? auseinander.
28.1.2 Satz und Definition: Rotation als Funktion
Es sei v : X — R? ein C'-Vektorfeld auf der offenen Teilmenge X C R2.
Die folgenden Aussagen iiber eine Funktion X — R sind dquivalent:
(A) Die Funktion heifit (infinitesimale) Rotation des Vektorfeldes v. Formelschreibweise: rot v : X — R.
(B) Es ist fiir alle p, g € R? (vgl. Definition 26.2.3)

Rotwu(z,p,q) = rotu(z)-det(p,q).
(C) Esist

rotv(xzy,x2) = O1ve(x1,x2) — Oav1(x1, x2).

28.1.3 Beweis Fiir jedes v € X ist Rot(a,-,-) eine alternierende bilineare Abbildung auf R? und
deswegen gemif Satz 26.2.5 ein Vielfaches der Determinante. Deshalb ist in (B) rot v(x) fiir jedes z € X
als Zahl wohldefiniert.

Die Aquivalenz (B) < (C) erschliefit sich daraus, dass fiir p = e; und g = ey gilt (siche Abschnitt 26.2.2):

rotv(z) = rotwu(x)-det(er,es) = Rotu(x,er,es)

el W' (x) eg —ed ' (z) ey

= Ov2(z1,x2) — Oovr (21, T2).
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28.2 Die verschiedenen Versionen des Satzes von Green
28.2.1 Satz von Green fiir kompakte Triger

Es sei Q ein (O.B.D.A. achsenparalleles) kompaktes Rechteck. Es sei weiter v : R? — R? ein C!-Vektorfeld
mit Tréger in @°. Dann gilt

/ rotv(z)dx = 0.
Q
28.2.2 Beweis Er besteht in der folgenden Kette von Gleichungen:
/ rotv(z)de = / [O1v2(2) — Doy ()] d
Q Q

bg b1 bl b2
(Fubini) = / 611}2 (.131, .232) d$1d$2 — / 621}1 (.131, .232) dxgdxl
a

2 al ay az

bg bl
e / (03 (b1, 23) — va(ar, x2)] das — / (1 (21, bs) — v1 (21, a)] dary

2 ay

= 0

28.2.3 C!'-deformierte Quader

Wir nennen eine kompakte Teilmenge @ C R? einen C!-deformierten Quader, wenn es sich um einen
Quader handelt, bei dem die ,,Unterseite” durch eine Kurve ersetzt ist, genauer:

Es gibt einen (O.B.d.A. achsenparallelen) Quader @ = [ay, b1] x [az2, ba] C R?,

und eine stetig differenzierbare Kurve der Form

E:{ [an,bl] = @Q

z1 = (21, K2(21)),

so dass

Q = {(z1,22) € Qlra(x1) < 22 < ba}.

Die Daten eines C!-deformierten Quaders werden als Tripel (@, Q, k) zusammengefasst.

al bl

28.2.4 Satz von Green fiir C!-deformierte Quader

Es sei (@, Q, k) ein Cl-deformierter Quader wie oben.

Es sei weiter v : R? — R? ein C!-Vektorfeld mit Triger in Q°. Dann gilt

/érotv(:c)da: = work(v, k) = /[ahbl]v(n(t)fT,{(t)dt.
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28.2.5 Beweis Er besteht in der folgenden Kette von Gleichungen:

/~rotvdx = /[81112—82111]
Q

by
(Fubini) = / / 811}2 .’,El, Ig) 821)1 (1’1, 1'2)] dﬂSgdl‘l
2(z1)

by b1 ba
/ / 81112 Il,LEQ) diEQd.Il / / 32’01(931,1‘2) dl‘gdzl
2(z1) (z1)

(Kettenregel, HDI) = / |:81(/ UQ(J:17 .’132) de) + UQ(xlv /412(%‘1))5’2(331) - /UQ(J:17 b2)] dﬂfl
ay ka2 (x1) —

=0

b1
_/ [M_Ul(xlv@(l‘l))} dzy

al

=0
bg bl
(Vertauschung der Int-Reihenfolge) — / [’Ug (bl, xg) — V2 (al, IQ)] dxg + / (%) (Z‘l, K2 (xl))lﬂlé (.Tl) d.Tl
ka(xy) S~ —— a1
=0 =0

by
+/ v1(x1, k(1)) doy

al

_ /b v(@r, ma(a)) - ( i) ) diy

by
= / v(k(z1)) - K (z1) dzy.

1

28.2.6 Definition: Glatt berandetes Kompaktum

Eine kompakte Menge K C R? heifit glatt berandet, wenn ihr topologischer Rand durch die Spur einer
1-Kette gegeben ist. Genauer muss die folgende Situation vorliegen:

Es existiert eine 1-Kette Z?:l ~;, so dass die Spuren paarweise disjunkt sind, genauer
im(y;) N im(y;) = &, fallsi#j, abgesehen von Anfangs- und Endpunkten,

und ihre Vereinigung gleich dem topologischen Rand von K ist
U im(7;).
i=1

Zu jedem k € OK gibt es einen C'-deformierten Quader (@k, Qk, ki), so dass

n

keim(ke) NQp C Uim(%) (%)
i=1
KNQr = Q.

Es ist iiblich, fiir den Randzyklus die mathematisch weniger einwandfreie Schreibweise

n
E Vi
i=1
zu benutzen.

28.2.7 Satz von Green fiir glatt berandete Kompakta
Es sei K ein glatt berandetes Kompaktum mit dem Randzyklus K.

Weiter sei v Vektorfeld, das auf einer offenen U von K definiert und stetig differenzierbar ist. Dann gilt

/rotv(x)d:r = work(v, 0K)
K
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28.2.8 Beweis
(1) Zu jedem k € K gibt es ein Rechteck Qj mit Qi C Uk, so dass

Q2 CK, fallske K°

ke { im(kg) N Q5 C UL, im(y;), falls k € OK.

Die Menge aller dieser Rechtecke (Qg)rex bildet eine offene Uberdeckung von K,
K < |Jaw
keK

(2) Dann gibt es geméf Satz 21.1.1 eine C*°—Zerlegung der Eins, das sind endlich viele C**~Funktionen

R = [0,1]
i z = P(x), jeM={1,...,m}

mit folgenden Eigenschaften
Zu jedem j € M gibt es ein k; € K, so dass supp; C sz
Esist > cpty=1 auf K.

(3) Es sei weiter
Mpa = {jeM|k;€dK},

die Teilmenge der Indices in M, die zu Randrechtecken Q; gehoren.

(4) Damit kénnen wir schlieffen:

work(v,0K) = work(v- Z Y, 0K)

JEM
= Z work(v - ¢, 0K)
JjeEM
(v-4; =0 auf 0K, falls j ¢ Mpq) = Z Work(v : ¢j7 6K)
JEMRq
(Bedingung (*) in Def 31.3.6) = Z WOI‘k(U : 1/)7? ij)
JEMRgq
(Satz 28.2.4) = Z / rot(v - v;) dv
JEMRg ij
(Satz 28.2.1) = Z / TOt(U : %) dx
jeMm 7 Ki;
(v -1y EOaufK\éjj) - Z/ rOt(UwJ)dx
jeM /K
= / rot (v - Z ;) dx
K jEM

= / rotvdx
K

28.2.9 Verallgemeinerung

Der Satz von Green lédsst sich fiir noch allgemeinere Kompakta verallgemeinern. Der Rand muss nicht
unbedingt eine glatte Kurve sein, er kann auch durch eine geschlossene 1-Kette realisiert werden.

Eine Moglichkeit, diese Verallgemeinerung anzugehen, besteht darin, bei obigen Definitionen die Begriffe
,,C'-deformiert” und ,,glatt berandet” durch ,,stiickweise C'” zu ersetzen.

Eine andere Moglichkeit ist, so genannte ,,zuléssige Kompakta” mittels glatt berandeter Kompakta zu
approximieren.
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28.3 Geschlossene und exakte Vektorfelder
28.3.1 Uberlegung

Es sei X offen und das C'-Zeilenvektorfeld v : X — R konservativ, d.h. es existiert eine Funktion
f: X — R mit v =grad f.

Weiter sei K C X ein glatt berandetes Kompaktum. Dann gilt mit Satz 27.3.2
/ rotv(z)de = work(v,0K) = 0
K
Tatsédchlich lasst sich hier direkt erschliefen mittels der folgenden Einsicht.

28.3.2 Satz: Konservative Vektorfelder sind rotationsfrei
Es sei X CR? und v : X — R*2 ¢in C!-Zeilenvektorfeld.
Dann gilt :
(i) Fiir eine C? Funktion f: X — R gilt
rot(grad f) = 0.

(i) Ist das C'-Zeilenvektorfeld v : X — R'*? konservativ, d.h. v = grad f fiir geeignetes f, so ver-
schwindet seine Rotation:

rotv = 0.

28.3.3 Beweis

Wir rechnen die Aussage (i) einfach nach:
rot(grad f) = I"Ot(alf, azf) = 6281f - 6132f = 0.

Wesentlich dabei ist, dass die zweiten Ableitungen stetig sind und deshalb die Differentiationsreihenfolge
unerheblich ist.

Die Aussage (ii) ist nur eine Umformulierung der ersten Aussage (i).

28.3.4 ,,Umkehrung” des Satzes von Green fiir den Fall, dass die beiden Seiten der
Gleichung Null sind.

Fiir ein C!'-Zeilenvektorfeld v : X — R? sind die beiden folgenden Aussagen #quivalent:
(A) Esist rotv(z) =0 fiir alle z € X.
(B) Es ist work(v, 0K) = 0 fiir alle Rechtecke oder glatt berandeten Kompakta K C X.

28.3.5 Beweis

Die Implikation (A) = (B) ist eine direkte Konsequenz des Satzes von Green.

Waire rot v an einer Stelle @ € X ungleich Null, so gibt es eine offene Umgebung U mit ¢ € U C X, so
dass rot v auf U konstantes Vorzeichen hat. Ist dann K ein Rechteck in dieser Umgebung, so wére geméf
Satz von Green

work(v,0K) = /rotv(x)d:r # 0,
K

das ist (B) = (A).
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28.3.6 Zusammenfassung und Frage

Die wesentlichen Aussagen iiber ein C!-Zeilenvektorfeld v in der offenen Menge X C R? lassen sich
stichwortartig in einem Diagramm zusammenfassen:

def,

v heift exakt <% 3f mit v=gradf 22 work(v,v) =0, wenn 7 geschlossen

| 28.3.2 U

v heif}t geschlossen PN rotv =0 23 work(v,0K) =0, wenn K C X

Es stellt sich die Frage, ob die beiden Abwirts-Implikationen auch umgekehrt werden kénnen.

NEIN, im allgemeinen nicht.

JA, wenn die offene Menge X ,keine Locher” enthilt. Diese Eigenschaft kann mit den Begriffen
,,einfach zusammenhéngend” oder ,,sternformig” genauer erfasst werden.
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29 Hyperflichen im R?

29.1 Einstieg

29.1.1 Definition: Hyperfliche Es sei X C R? offen. Wir betrachten im folgenden (d — 1)-
Flachen

@:{Ku . é(u)

mit kompaktem K C R%~! und dazugehorige (d — 1)-Ketten

n
o = ) B
1=1

Siehe zur Erinnerung die Definitionen 26.1.1 und 26.1.3.
Wir wollen beides (nicht ganz genau) Hyperfliche nennen.

Ist d = 3, so handelt es sich um 2-dimensionale Flichen im R3.

29.1.2 Definition: Tangentialvektoren
Es sei X C RY offen. Auf eine Hyperfliiche ® : K — X bezogen definieren wir die (stetigen) Vektorfelder

Koffen — Rd
O ®" (u)
D2 (u)
Tro: : firk=1,...,d—1.
v 9,97 ()
akéd(u)

29.1.3 Definition: Normalenvektor
Es sei X C R? offen. Auf eine Hyperfliiche ® : K — X bezogen definieren wir das (stetige) Vektorfeld

Koffen — Rd
+d€t @/23...d(u)
—det & 13-4 (y)

N@ : .
(_1)r+1 det @’ 1...?...d(u)

(71)n+1 det (I)/ 1...d—1 (U)
/1 Td = P74V it dabei die Jacobi-Matrix von ® mit gestrichener r—ter Zeile bzw. die quadratische

Jacobi-Matrix der Abbildung ® bei gestrichener r—ter Zeile.
Die ersteren Vektoren heiflen naheliegend Tangentialvektoren, da die Vektoren
®(u) + Th.a(u)
geometrisch tangential im Punkt ®(u) an der Bildfliche ®(K) anliegen. Sie spannen den (n — 1)—

dimensionalen Tangentialraum To(u) auf.

29.1.4 Vereinbarung

Es sei ab jetzt der Raum R? mit dem euklidischen Skalarprodukt ausgestattet. Der folgende Satz legiti-
miert die Bezeichnung Normalenvektor fiir Ng(u):
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29.1.5 Satz
Fiir u € Kogen gilt:
(1) <Tk7¢(u),N¢,(u)> =0, k=1,...,d-—1.

(i) det ( No(u) Tie(u) - Tare(u) ) =

29.1.6 Beweis
Fir u € Kogen und k=1,...,d—1 gilt

Ot 0!
0, P2 0,92
<Tk7<b(u),]\7¢(u)> = det . :
0, @4 9,94

— 4. August 2016

INe(w)]* > 0.

Og_1P*
041 D2
. (u) = 0.

Og_1P¢

139

Die erste Gleichheit resultiert aus der Entwicklung der Determinanten nach der ersten Spalte, die zweite
daraus, dass die Matrix zwei gleiche Spaltenvektoren enthélt.

Es ist weiter

NL 9@ o 9y, ®!
N2 90% - 9y ,0?

det ) ) ) (u) =
Nd 9,®d .. 9, Pl

d
> ()N (u) - det &7 (w)

r=1

(Na(u), No(u)) = ||Na(u)]|*.
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29.2 Das Hyperflichenintegral
29.2.1 Der e-Zylinder

Um eine Begriffsbildung plausibel zu machen, nehmen wir jetzt an, dass das Normalenvektorfeld Ng auf
ganz K definiert ist und nicht verschwindet und dass der ,,e—Zylinder” iiber der Fliche ®, dies ist die
Abbildung

[0,e] x K — R4

v
o J U1 N
vl o ®(u) +o ”Nigz)”,
Ug—1

injektiv ist. Fiir die Jacobi-Determinante dieser Abbildung gilt dann

det @, (v, u)

_ Ng (u) Ng (u) Ng (u)
= det( Moty 2@ +o- eyl - daa[@() + o ey )
= det (e Dib(w) o () )t oeg(o.w)

= [INe(w)ll +v-g(v,u).

wobei g eine stetige Funktion auf [0, ] x K ist.

29.2.2 Zylinder-Fortsetzung einer Funktion

Ist jetzt f: ®(K) — R eine integrierbare Funktion, so kann sie mittels

fcyl = fopI'uO(I);y}

jeweils entlang der Normalfasern konstant auf den Zylinder ®.,([0,¢] x K) fortgesetzt werden. pr,, ist
die kanonische Projektion [0,¢e] x K — K, (v,u) — u.

Es gilt dann

/ fepi(x) dz
q:'cyl([ovs] X K)

(Transformation durch cbcyl) = / f(q)(u)) . ( ||Nq> (U) || +v- g('U, u)) ) du dv
[0,e]xK

/ (f o pruod.)(x) de
écyl([o’s] X K)

_— /K F(®(w) - [ Na ()| du + O(2).

Das Verhalten dieser Beziehung beim Grenziibergang ¢ — 0 legt die ersten beiden Teile der folgenden
Definition nahe.
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29.2.3 Definition: Hyperflichenintegral
Es sei @ : K — X eine Hyperfliache.
(1) Essei f: ®(K) — R eine Funktion. Ist der Integrand rechts integrierbar, so ist durch

Lf(x)dx = /KHN@(U)H'J”(@(u))du.

das Hyperflichenintegral von f iiber der Fliche ® definiert.

(2) Ist | Ng| iiber K integrierbar, so ist der Hyperflicheninhalt von ®(K) definiert als das Hyper-
flichenintegral der Konstant—Eins—Funktion:

areay_1(®) = [Dldx = /K||Nq>(u)||du.

(3) Esseiv:®(K)— R™ ein Vektorfeld. Ist der Integrand auf der rechten Seite integrierbar, so ist
durch

fow(v, d) = / o(®(w)) - No (1) du
K
der Fluss des Vektorfelds v durch die Hyperfliiche ® definiert.

29.2.4 Bemerkungen

1. Die Abbildung Ng ist auf Kg., definiert und stetig, also ist sie fast iiberall auf K definiert.

2. Verwechsle das Hyperflichenintegral nicht mit dem Integral fq>( K) f(x)dzx einer integrierbaren
Funktion iiber der Menge ®(K). ®(K) ist als Bild der Nullmenge {0} x K C R? unter der C'-
Funktion f., (zwischen gleich-dimensionalen Mengen) wieder eine Nullmenge (vgl. Satz 23.3.7).

3. Es dréngt sich die Frage auf, ob auch fiir (d—¢)-Flichen einer Kodimension ¢ > 2 ein Integrations—
und Oberflichenbegriff eingefiihrt werden kann. Ein Aufgreifen dieser Frage fiihrt zu dem Begriff
des metrischen Tensors, der eine fundamentale Rolle in der ,,Riemann’schen Geometrie” spielt.
Wir wollen ihn hier nicht n&dher behandeln.

29.2.5 Beispiel

Eine Kurve v : J — X C R? ist zugleich eine Hyperfliiche im R2.
Firt e Joffen ist

mor = (46 = (250, )] = o

Deshalb stimmen die fiir Kurven bzw. fiir Hyperflichen definierten Begriffe zur Integration einer Funktion
jeweils iiberein.
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29.3 Flichen im R?

29.3.1 Vorbemerkung Eine Hyperfliche im R? ist ja einfach eine 2-Fliche oder 2-Kette im R3.
Eine solche Abbildung heifit einfach nur Fldche und das zugehorige Hyperflichenintegral einfach Flachen-
integral.
29.3.2 Satz: Normalenvektor und Flicheninhalt im R3
Es sei X C R? offen und @ : K — X eine 2-Fliche.

(i) Fiir das in 29.1.3 definierte Normalenvektorfeld Ng gilt

0192 - 0,03 — 9,92 . 0,93
N@(U) = 81@(’11,) X 82(I>(u) = 81(1)3 '62@1 — 62@3 . (91@1 (u)
0101 - 0,82 — 9,0 - 0, P>

Es handelt sich also um das Vektorprodukt der beiden Spalten in der Jacobimatrix

01 P! 0,P!
<I>'(u) = 61 (I)2 82(132 (U)
0193 9,@3

von ® an der Stelle u.
(ii) Demzufolge gilt fiir den Fldcheninhalt der 2-Fliche

91 82.0,3% — 9,329, 33

areas(®) = /||Nq>||(u)du:/H 5169 501 —0y0%.0y01 H(u)du
K K

9,010,920, 01.9; 2
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29.3.3 Beispiel
Es sei B die Einheitskreisscheibe im R2. Durch

B — R3
Uy
(ul 5 u?) — U2

2 2
1—uif —us

P .

ist die Kiseglockenfliiche im R® gegeben.
Die Ableitung auf Byg., = B° ist

1 0
' (u) = 0 1 ,
—Uq — U

2_ .2 2_ .2
\/1—u1—u2 \/1—u1—u2

deshalb
1 0 L
Na(u) = T R T I e
—uq —U2 —ui—u
Vi1-u?—u3 V1—u?—u3 1
und dann
u? u?
N 2 _ 1 2 1 — .
I q>(u)|| lfu%fug—Fl—u%—u%—i_ 1—u%—u2

Mit Hilfe von Polarkoordinaten (siehe Kapitel 21.3.7) berechnen wir

1 2
1
areaq(®) = /B||Nq>(u)||du:/0/0 r~ﬁd¢dr
1
= 271'-[—\/1—7"2}02277.

lfuffu

143

Die Oberfliche S? der Einheitskugel im R? kann dann durch eine 2-Kette mit zwei Kiseglockenfliichen

(I)S2 = (I)oben + (Dunten
realisiert werden. Es folgt

areas(Pg2) = areas(Popen) + areas(Punien) = 4.
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29.4 Rotationsflichen im R?
29.4.1 Situation

27

D
—
K } f
ay by 1

z3

0

aq b1
Es sei

{ [ahbl] — R(J)r
T
up = r(u)

eine stetig differenzierbare Funktion, sie gibt in Abhéingigkeit von der Achs-Variable u; den Radius 7(u)
der Rotationsflache an.
Das Rechteck K = [a1,b] x [0, %] wird per Abbildung ® um die x1-Achse im R? gewickelt und dabei
gemif} der Radiusfunktion r gedehnt.
Die Abbildung ® ist

K — R?

¢ (ug,ug) r(uy) - cos(us)

Es ist dann weiter

0P 0,0t 1 0
' (u) = 0102 0,2% | (u) = | r'(u1)-cos(uz) —r'(u1) - sin(us)
0,9% 0,93 r(u1) - sin(ug)  —r'(u1) - cos(uz)
und deshalb
1 0 r(up) - r(u1)
Ng(u) = r'(ug) - cos(uz) | x [ —7'(u1) - sin(ug) = —r(uy) - cos(uz) |,
' (u1) - sin(usg) —r'(uy) - cos(uz) —r(uy) - sin(uz)
schliefllich
INo(w)* = [r'(ua)r(u)]* + r(ur)? cos® (ur) + r(ur)?sin® (ur) = [r'(u1)? + 1] r(u1)?

Damit ist der Flacheninhalt gegeben durch

by
areaq(®) = /K\/r’(ul)z—i—l-r(ul)du = 2m- V' (u)? +1-r(uy) du;.
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29.4.2 Konkretes Beispiel: Zylinder

Die Oberfléiche eines Zylinders ist durch r : [0, h] — R mit » = R gegeben. Es ergibt sich als Flidcheninhalt
wegen 7’ = 0

h
areas(P) = 271'-/ Vr'(u1)2 4+ 1-r(uy)du; = 27Rh
0

29.4.3 Konkretes Beispiel: Kugel
Die Oberfldche einer Kugel ist durch die Radiusfunktion

T
up > 1—wuf

gegeben. Wegen

! _ —Uq
r (ul) - lfuf
2
rl(ul)z + I = 111;% + 1 = 1,1,“%

ergibt sich

+1
areas(®) = 2m- V' (u)? +1-r(uy) dug

+1
27r/ ”1u1d1:47r.

lu1

29.4.4 Konkretes Beispiel: Torus

Die Oberflache eines Torus modellieren wir
durch die 2-Kette ® = &, + &_ mit den bei-
den Radiusfunktionen

{[R,JrR] - RY
r4 o

uw — S+t/RZ2—ul

Eine Berechnung wie in 29.4.3 liefert

2
Tiﬁ:(ul)z +1 = R2R_u%

und dann

areao(®) areas(Py) + areaq(P_)

+R R
R\/WL%(S—i—\/ﬂ)dul—f—%r/R \/RQL%(S_ R2 —u?) duy

+R
RS d
u
R v/ R2—u? L

+1
_ RS
= 471'/_1 qul

41 RS [arcsinuy|T] = 47%RS

= 27

= 4dn

Man muss also den Umfang 27S des ,,Seelkreises” mit dem Umfang 27 R des Querschnittkreises multi-
plizieren.
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29.4.5 Vermeintliches Prinzip von Cavalieri

Man konnte auf die Idee kommen, die Oberfliche eines Rotationskorpers dadurch zu berechnen, dass man
den aktuellen Kreisumfang U(uq) = 27r(uq) ldngs dem Intervall [aq, b1] integriert. Dabei wiirde man das
falsche Ergebnis

I3

by
27r-/ r(uy)? duy .

1

area o(P)

erhalten.
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30 Der Satz von Stokes
30.1 Die Rotation als Vektorfeld

30.1.1 Ein weiterer Satz aus der linearen Algebra Es sei o : R? x R? — R eine
alternierende Bilinearform. Dann gibt es genau einen Vektor r € R3, so dass

olp,q) = det(p,q,r) fiiralle p,qeR>

30.1.2 Beweis
(1) Wir betrachten fiir einen festen Zeilenvektor a € R'*3 die Funktion
{ R¥xR3xR® — R
v (P, ¢,5) = opq)-a-s+o(gs)-a-p+els,p)-a-q

(2) Sie ist alternierend und trilinear, geméf Satz 26.2.5 gibt es eine Zahl ay, so dass

Qﬂa(p,(LS) = Qg det(paQ7S)
(3) Es entsteht so eine Linearform a + o, es gibt also einen Vektor r € R3 mit o, = a - 7.

(4) Eingesetzt ergibt das

o(p,q)-a-s+o(q,s) - a-p+o(s,p)-a-q = ag-det(p,q,s) = a-r-det(p,q,s)
(5) In dieser Gleichung setzen wir

al = s =pxgq

und erhalten zunachst
px"r-lpxa)" - (pxq)]
= (pxq)" -r-det(p,q,pxq)

op.q)-(pxq)" - (pxq)+ola.pxq)-(pxq)" p+opxqp)-pxq’ -q
= o(p.q)-(px )" - (pxq)

(6) Sind p, q linear unabhiingig, so ist (p x ¢)7 - (p x q) # 0 und wir erhalten
pxa)"-r = olpa).

Sind p, ¢ linear abhéngig, so sind beide Seiten dieser Gleichung eh Null.

(7) Gibe es zwel Vektoren r, 7 mit der Eigenschaft, so wire
pxg)’-(r=7) = 0

fiir alle p, ¢ € R3. Da das Vektorprodukt surjektiv ist, muss r» — 7 = 0 sein.

30.1.3 Satz und Definition: Rotation im R3

Es sei v : X — R3? ein C'-Vektorfeld auf der offenen Teilmenge X C R3.

Die folgenden Aussagen iiber ein Vektorfeld X — R sind dquivalent:
(A) Das Vektorfeld heifit (infinitesimale) Rotation rotv : X — R3.
(B) Es ist fiir alle p,q € R3

Rotv(z,p,q) = det(rotv(z),p,q).
(C) Esist
(92113 — 831}2
I‘Ot’l}(l‘l,xz,xg,) = 831)1 — 81’03 (1‘171‘2,.133).

01v2 — O
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30.1.4 Beweis Fiir jedes feste a € X ist Rot(a,-,-) eine alternierende bilineare Abbildung auf R?,
weshalb der Vektor rotv(a) geméfl Satz 30.1.1 mit der angegebenen Bedingung eindeutig existiert.

Die Aquivalenz (B) < (C) erschlieft sich daraus, dass fiir p = ep und g = e3 gilt: (siche Abschnitt 26.2.2)

[rotv(z)]y = rotv(z)-e; = rotu(z)- (ex X e3)
= det(rotv(x), es,e3)
= Rotw(z,es,e3)
= el v(z)-es—el v(x) ey

= Oquz(wy, w2, 23) — O3va(w1, 22, 23).

Siehe dazu wieder Abschnitt 26.2.2. Fiir die anderen beiden Komponenten von rot v verfahrt man analog
bei zyklischer Vertauschung der Indices 1,2, 3.
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30.2 Vorwirtsschieben und Zuriickziehen bei 2-Fliachen
30.2.1 2-Fliachen
Es sei im folgenden X C R3 offen und & eine 2-Fliche (vgl.26.1.1)

K — X
o <I>1(u17u2)
(Ul,UQ) > (I>2(U17’U,2)
<I>3(u1, UQ>

K habe die Eigenschaften, die in den Versionen des Satzes von Green aufgefithrt waren: K ist glatt
berandet oder zuléissig mit Randzyklus 0K.

30.2.2 Definition: ,,Vorwirtsschieben” des Randes
Wir definieren als Rand der 2-Fliche ®

00 = oK.

Da also der Randzyklus von K im R? entlang der Abbildung ® auf einen Zyklus im R3 iibertragen wird,
bezeichnet man diesen Vorgang als ,,Vorwirtsschieben” (engl. pushforward).

Beachte, dass diese Gleichung keineswegs bedeutet, dass ®(0;op K) = Ohop (P(K)). Der topologische Rand
der Bildmenge ®(K) im R? ist nicht gleich der Bildmenge des topologischen Rands von K im R2.

Ist dann ® = ®; +...+®,, eine 2-Kette mit 2-Flichen, so lassen sich die obigen Uberlegungen iibertragen.
Als Rand von ¢ wird die formale Summe der einzelnen Randzykeln definiert.

00 = 0P, +...409, = ®OK;)+...+ P(OK,)
= Poy+...+ Doy,

30.2.3 Graphik

30.2.4 Definition: Zuriickziehen eines Vektorfeldes Es sei v: X — R3 ein Vektorfeld
auf X und ® : K — X eine 2-Flache.

Das von X auf K zuriickgezogene Zeilenvektorfeld ®*v ist definiert durch
o K — R?
(ur,uz) +—  D*v(uy,us)

mit der Bedingung, dass

W2

" v(us, ug) - ( o > = o(®(ur,u2)) - B’ (ur, us) - < w1 >

fiir alle (u1,us) € K und alle ( zl ) c R2.
2

Dieser Vorgang, dass das Vektorfeld vom X C R3 auf K C R? entlang ® iibertragen wird, heifit Zuriick-
ziehen (engl. pullback) des Vektorfeldes.
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30.2.5 Arbeit beim Zuriickziehen eines Vektorfeldes
Es sei v: X — R3? ein Vektorfeld auf X und ® : K — X eine 2-Fliche. Dann gilt fiir die Arbeit

work(v, 0®) = work(®*v,dK).

30.2.6 Beweis

Es geniigt, anstelle von 0K irgendeine Kurve « : J — K zu betrachten. Dann ist

work(®'0.9) = [ @060 T 0dt = [ o@6)- ¥ 60)- 0

/J o(@(4(8)) - ¥ (4(1)) - Tipor (1)
= work(v,® o)

Ist dann v der Randzyklus von K, so ldsst er sich mit Kurven zusammensetzen, es folgt

work(®*v,0K) = ) work(®*v,® 0,)

=1

Zwork(v, ®o;) = work(v, 0P).

i=1
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30.2.7 Die Rotation beim Zuriickziehen eines Vektorfeldes

Es seien X C RY, v : X — R? ein C'-Vektorfeld. und ® : K — X eine 2-Fliche.

Dann gilt fiir die Rotationen in R? bzw. R?

rot ®*v(ui,ug) = Rotv(P(uy,uz),d1P(ur,us), 2P (ui,us))
= rotv(P(ur,uz2)) - No(ui,us).

30.2.8 Beweis
(1) Wir bemerken zunéchst, dass fiir £ = 1 oder £ = 2

[D*v]e(ur,uz) = P*v(ur,uq)- ey v(®(uy, uz)) - D (ug,uz) - e

0?4
= v(®(ur,ua)) - ( 00 ) (u1,us2)

(2) Dann rechnet man

rot ®*v(uq, us)
= O01[P"v]a(u1, uz) — O2[P*v]1 (u1, uz)
O [v(P(u1,uz)) - O2®(ur,u2)] — Oa[v(P(ur, uz)) - O1P(uy, uz)]
(Produktregel)
= O1[v(P(ur,uz)) - Da®(uy,usz)] — o[v(®(u1,us)) - 01 P(u, us)]
= 01v(P(u1,uz2)) - O2®(uy, uz) + v(P(uy, uz)) - 0102P(u, uz)
— Oav(P(uy,uz)) - 1 P(ur,us) — v(P(ur,uz)) - 9201 P(uy,us)
[0107 (®(ur,u2))]T - Oa®(ur, uz) — [O2v (P (ur, u2))]” - 01 ®(us,us)
= (Kettenregel)
= 01 (vT 0 ®)(u1,u2)) - ' (uy, u2)]” - D2®(uy, us)
— Oa(vT 0 @) (ur,u0)) - B (ug, u2)]” - 01 ®(uy, uz)
= 01 ®(ur,uz)” -V (®(ur, uz)) - Oo®(uy,us)
— 0p®(uy, uz)” - v (D(ur, uz)) - 1P (ur, us)
(Def 26.2.3)
= Rotv(P(uy,uz),01P(u1,us), 02P(u1,us))
det(rot v(P(uy, uz), 01 P(ur, us), 02P(u1, us))
= rotv(P(ur,usz)) - No(ui,us).

151
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30.3 Der klassische Satz von Stokes
30.3.1 Satz von Stokes

Es sei X C R? offen und v : X — R? ein C!-Zeilenvektorfeld.
Weiter sei ® eine 2-Kette und 0® ihr Rand-Zyklus. Dann gilt

work(v,0®) = flow(rot v, P).

30.3.2 Beweis O.B.d.A. sei ® nur eine einzelne 2-Fliche.
Dann ist
work(v, 0P)
(Arbeit beim Zuriickziehen eines Vektorfeldes 30.2.5)
= work(®*v, 0K)
(Satz von Green)
= / rot D*v(uy, us) d(uy, us)
K
(Rotation beim Zuriickziehen eines Vektorfeldes 30.2.7)
= / rot v(®(u1,usz)) - No(u1,us) d(uq, uz)
K

(Definition Fluss 29.2.3)

= flow(rot v, ®).

152
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30.4 Geschlossene und exakte Vektorfelder
Der im Kontext des Satzes von Green aufgestellte Satz 28.3.2 ist auch im Fall d = 3 giiltig.

30.4.1 Satz: Konservative Vektorfelder sind rotationsfrei
Es sei X C R? und v : X — R 3 ein C!-Zeilenvektorfeld.
Dann gelten die zwei Formulierungen der gleichen Tatsache:
(i) Fiir eine C2-Funktion f: X — R gilt
rot(grad f) = 0.

(ii) Ist das C!-Zeilenvektorfeld v : X — R'*3 konservativ, d.h. v = grad f fiir geeignetes f, so ver-
schwindet sein Rotationsvektorfeld:

rotv = 0.

30.4.2 Beweis

Wir rechnen die Aussage (i) einfach nach:
[rot(grad f)]3 = [rot(@lf, 82f)]3 = 6281f - 8162f = 0.

Wesentlich dabei ist, dass die zweiten Ableitungen stetig sind und deshalb die Differentiationsreihenfolge
unerheblich ist.

Analog gilt dies wieder bei zyklischer Vertauschung der Indices.

Die anderen Uberlegungen aus Kapitel 28.3 gelten analog.
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31 Der Satz von Gauf3

31.1 Die Divergenz als Trilinearform
In diesem Kapitel sei X C R? offen und v : X — R? ein Vektorfeld.

Wir betrachten einen Punkt ¢ € X und drei Vektoren pi,pe,ps die (nach Parallelverschiebung) ein
Parallel-Epiped mit a als Mittelpunkt aufspannen.

31.1.1 Graphik

@;’ (oben)

. <I>;' (hinten)

. <I>;r (rechts)

Le

(links) @

: @5 (unten)
31.1.2 Definition: Die Oberflichen-2-Kette
Es sei
O = Puppop = O+ O]+ 5 + Oy +BF + B3

die 2-Kette, die die Oberfliche des Parallel-Epipeds um a € X so parametrisiert:

D, : 0,12 — X

OF: (ur,uz) = a+ %(‘i‘pl — P2 — P3) + u1p2 + u2ps
Py (u,u2) = a+%(—P1 + p2 + p3) — u1 p3 — u2p2
®F : (ur,uz) = a+ %(—pl + p2 — p3) + u1 p3 + uzp;
O (ur,u2) = a+%(+P1 — P2 +P3) — UL P — U2pP3
OF : (ur,uz) = a+ %(—pl — p2 +p3) + u1p1 + uzpe
Py (u,u2) & oa+ %(+p1 + p2 — p3) — U1 p2 — u2p1

31.1.3 Die Normalenvektoren

Es ist leicht nachzurechnen, dass die Normalenvektoren fiir die 2-Flidchen konstant sind und die folgende
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Form haben

N<1>1+ = O (ur,uz) x 0@ (u1,u2) = po X p3
Ny = 01®7 (ur,u2) X @y (ur,uz) = p3 X po
N‘I>2+ = 81q>+(u1,u2) X 32<I>+(U1,U2) = D3 XD1
No- = 01®;5 (ur,uz) x 02®; (ur,uz) = p1xp3
Ngy = 81Q>+(u1,uQ) x O®F (u1,uz) = p1 X pa
No- = 01®5(ur,uz) x 0@ (ur,uz) = paxpr

Anschaulich: Alle Normalenvektoren zeigen nach aufen.

31.1.4 Beispiel: Lineares Zeilenvektorfeld

Wir betrachten ein lineares Zeilenvektorfeld in X

X — RIx3
U'{ r — 21V

und berechnen den Flu durch die 2-Fliche ®
flow(v, ) = / [L(+p1 —p2 —p3) +uip2 + usps)’ -V - N¢;r(u1,u2) d(uq,ug)
[0,1]2

= L(#p1i—p2—p3)" V- (p2xp3)+ips -V (p2xps)+ 3p5 - V- (p2 X p3)
= pi -V (p2 X ps)
dann &dhnlich fiir die 2-Flédche ®;

flow(v,®7) = / [(—p1 +p2+p3) —uips — usps)’ -V - Ng- (w1, ug) d(u1, ug)
[0,1]2

= 3(=pit+pa+pa)T -V (p3xp2) =305 V- (p3xp2) = 303 -V - (D3 X p2)
= %P{‘V'(Pz X p3)
Analoge Berechnungen fiir die anderen 2-Flédchen liefern dann den Fluf§ durch die gesamte Oberfliche ®
flow(v,®) = pi -V -(p2xp3)+p5 -V -(p3xp1)+p35 -V (p1xpa).
31.1.5 Beispiel: Nicht-Diagonal-Elemente von V
Sind die Diagonal-Elemente in der Matrix V' aus dem letzten Beispiel gleich Null, so gilt

flow(v,®) = pi -V -(p2xp3)+ps -V (psxp1)+p35-V-(p1xpa)
Ist die Matrix V aus dem letzten Beispiel antisymmetrisch, also VT = -V, so ist
flow(v,®) = pi -V -(p2xp3)+ps -V (psxp)+p35-V-(p1Xpa)

Das ist ein Hinweis darauf, dass fiir den Fluss eines linearen Vektorfeldes der Diagonal-Anteil der defi-
nierenden Matrix mafigeblich ist.

Die Auseinandersetzung mit dieser Idee miindet schliefflich in den Satz von Gauf} iiber den Zusammenhang
von Fluss und Diagonal-Anteil des Vektorfeldes.

31.1.6 Satz: Vergleich der Arbeitsintegrale bei Linearisierung
Es seien X C R3 mit @ € X und v : X — R*3 ein C!-Zeilenvektorfeld.
Dann gibt es zu jedem € > 0 ein d > 0, so dass fiir alle
p1,02,p3 € Us(0) CR® mit  Spur(®ap, pops) C X
gilt:
flow (v, Pa,py,paps) = AOW(Lat, Papypyps)l < ellpall - [[p2]l - [[psll-
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31.1.7 Beweis
(0) O.B.d.A. sei a = 0, setze zur Abkiirzung ® = g p, py.ps-
(1) Es ist geméf Beispiel 31.1.4
flow(Lov, @) = pi -v'(0) - (p2 X p3) +py -v'(0) - (p3 X p1) +p5 - v'(0) - (p1 X p2)-

(2) Betrachte die 2-Fliche ®] in der 2-Kette ®. Dann gibt es ein 7 € [0, 1], so dass

[flow (v, @) — flow(L,v, ®])]

1
| 3= +ta") - (2 x pa)dt = T 0) - (02 x )
0
= (1 — (2 x p3))" + 7(p2 x p3)") — 5p1 V' (0)] - (P2 X p3)|

= |lv((r = 3)(p2 x ps)" + 3p1) = (7 = ) (P2 x p3)") = 51 -V'((7 = 3)(p2 x p3)")

LT (= )2 % pa)™) — @ (0))] - (p2 % )

2
< [l = D2 x ps) + 507) — 0l(r = )2 x ps)T) ~ 3T 0/ ((r ~ )(p2 x p3)")]
+ 4TI 16/ (= )2 % ps)T) = @ ODI] - e x )
< & IFl- 1o x po)l
< & lIpall- Ipo| - s

zu vorgegebenem &7, falls nur ||p|| < 67 fiir ein geeignetes 6; > 0. Aufaddition der sechs Fluss-Anteile
bei Beachtung der Dreiecksungleichung liefert die Behauptung. (Das ist ungenau formuliert, aber richtig)
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31.2 Die Divergenz als Funktion
31.2.1 Satz und Definition: Divergenz
Es sei v : X — R3 ein C!-Vektorfeld auf der offenen Teilmenge X C R3.
Die folgenden Aussagen iiber eine Funktion X — R sind dquivalent:
(A) Die Funktion heifit Divergenz des Vektorfeldes v. Formelschreibweise: divo : X — R.
(B) Es ist fiir alle x € X und p1,pa,p3 € R3 (vgl. 26.2.4)
Divv(xaplap27p3) = le’U(.'L') . det(plap27p3)'
(C) Esist

divo(zy, x2,23) = O1vi(x1, 22, x3) + Opv(21, X2, x3) + J3v2(21, T2, T3).

31.2.2 Beweis Die Divergenz-Form in (B) ist trilinear und alternierend, deshalb gibt es gem#fl Satz
26.2.5 eine Funktion dive : X — R, so dass

Divo(z, p1,pa,ps) = pr-v'(x)- (p2 x p3) + 0% -0/ (x) - (p3 % p1) +pL -/ (x) - (p1 X p2)
= divo(z) - det(p1, p2, p3)-

Die Aquivalenz (B) < (C) erschlieft sich daraus, dass fiir p; = e;, i = 1,2, 3 gilt:

dive(x) = divo(x)-det(er,es,e3) = Divo(x,eq,es, es3)
= el W(z) (ex xe3)+ed v (x) (e3xer)+ed v (x)-(e1 X ea)

el - v(z)-er+ed V() eat+el v (x) e3

O1v1 (w1, 2, x3) + Oov2(x1, T2, x3) + O3v3(T1, T2, T3).
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31.3 Die verschiedenen Versionen des Satzes von Gaufl

31.3.1 Satz von Gauf} fiir kompakte Triger

Es sei @ = [a1,b1] X [a2,ba] X [a3,bs] ein (O.B.d.A. achsenparalleler) kompakter Quader im R? und
v:R3 — R3 ein C!-Vektorfeld mit Triger in Q°. Dann gilt

/divv(a:)dx = 0.
Q

31.3.2 Beweis Er besteht in der folgenden Kette von Gleichungen:

/ divo(z)dz = / [01v1(x) + Dava(z) + Ogv3(x)] dx
Q Q
bs bo by
(Fubini) = / / 81’1}1 (1‘1, Zo, .%'5) dl’ldl'g dl‘g
as a al

b1 b3 ba
+/ / 821)2(331,:132,563) dzrodrs dxq
al as

az

bo by bs
+/ / 831)3(331,:102,503) dzrsdry dxs
as al as
by pbo
(HDI) = / / [v1(b1, x2, x3) — vi(a1, z2, x3)] ds das
as as
by pbs
+/ / [v2(b1, 2, x3) — va(ar, xa, x3)| das dy
al as

bo b
+/ / [v3(b1, x2, x3) — v3(a1, z2, x3)] d1 do
as al
= 0

31.3.3 C!-deformierte Quader

Wir nennen eine kompakte Teilmenge @ C R? einen C'-deformierten Quader, wenn es sich um einen
Quader handelt, bei dem die ,,Unterseite” durch eine 2-Fliche ersetzt ist, genauer:

Es gibt einen (O.B.d.A. achsenparallelen) Quader Q = [ay, b1] X [az, ba] X [ag,b3] C R3,
und eine stetig differenzierbare 2-Fliche der Form
). lanbi] x e b] = @
' (x1,22) = (21,22, A3(21,22)),

so dass

Q = {(1‘171‘2,.133) S Q|CL3 <z3 < A3($1,$2)}.

Die Daten eines C'-deformierten Quaders werden als Tripel (@, @, \) zusammengefasst.
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31.3.4 Satz von Gauf} fiir C'-deformierte Quader
Es sei (C,j7 Q, \) ein C!-deformierter Quader wie oben.
Es sei weiter v : R? — R3 ein C!-Vektorfeld mit Triger in Q°. Dann gilt

/~divv(:17)dx = flow(v,\) :/ v(A(u)) - Nx(u) du.
Q [a1,b1]x [az,b2]

31.3.5 Beweis Man beachte zuniichst, dass mit 29.3.2 gilt:

Ny(u) = hA(u) X A(u)

61)\2 . 82/\3 — (92/\2 . 81)\3 —81/\3
= 81>\3 . 82)\1 - 82)\3 . 31>\1 (’U,) = *82)\3 (u)
O1A1 - OaAg — 021 - O1 A2 1

Der Beweis besteht dann in der folgenden Kette von Gleichungen:

/N divv(z) dx

Q

/~[61U1 + Oqvg + 831)3](56) dz
Q

(Fubini)

by ba )\3(%1@2)
= / / / (911)1 + Ogvg + 831}3]( )d.’L’gdiUQdiL‘l
ay

(Kettenregel, HDI)

by bo )\3(3717I2)
= / / 31/ d$3—U1($179€27>\3($1,$2))31)\3($1,$2)

+ v1(21, w2, b3)] draday
—_——

=0

by b )\3(11,12)
+/ / [32/ vo () drs — va (1, T2, A3(21, T2)) D2 A3(1, T2)

1 az as

—+ ’U2((L’1, T2, bg)} dl’gdl’l
=0

by b
+/ / [vs(z1, 2, A3(21, T2)) — v3(z1, 22, ag)] daxada:
a1 Jas S ——
=0

(Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

ba As(z1,z2)
= / / [v1(b1, 2, x3) — v1 (a1, z2, x3) das dzo

=0 =0

by bo
/ / vi(x1, T2, A3(21, 22))O1 A3(21, 2) drodry

b1 pA3(x1,x2)
+/ / [v2(b1, z2, x3) — va(a1, T2, x3) dxs dry
-0 =0

by ba
/ / vo(x1, T2, A3(21, 22))O2A3(21, x2) drodxy

b pbo
+/ / v3(21, 22, A3(21, 22)) dradry
al az

/: /alj v(A(z1, 22)) - Nx(u) du.
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31.3.6 Definition: Glatt berandetes Kompaktum

Eine kompakte Menge K C R? heifit glatt berandet, wenn ihr topologischer Rand durch eine 2-Fliche
gegeben ist. Genauer muss die folgende Situation vorliegen:

Es existiert eine 2-Kette Z?Zl ®,, so dass die Spuren paarweise disjunkt sind, genauer
im(®;) N im(®;) = I, fallsi#j, abgesehen von Randpunkten,

und ihre Vereinigung gleich dem topologischen Rand von K ist
0K = | Jim(®;).
i=1

Zu jedem k € OK gibt es einen C'-deformierten Quader (@k, Qk, k), so dass

keim(\)NQp € Jim(®) (%)
=1
KNQr = Q.

Es ist iiblich, fiir den Randzyklus die mathematisch weniger einwandfreie Schreibweise

oK = En:@,-
i=1

zu benutzen.

31.3.7 Satz von Gauf} fiir glatt berandete Kompakta
Es sei K ein glatt berandetes Kompaktum mit dem Randzyklus K.

Weiter sei v Vektorfeld, das auf einer offenen Uy von K definiert und stetig differenzierbar ist. Dann gilt

/divv(x)dx = flow(v, 0K).
K

31.3.8 Beweis
(1) Zu jedem k € K gibt es ein Quader Qr mit Qx C Uk, so dass

L Q2 C K, fallske K°
im(\x) N Q% C UM, im(®;), falls k € OK.

Die Menge aller dieser Quader (Qy)rex bildet eine offene Uberdeckung von K,

K C UQk-

keEK

(2) Dann gibt es geméf Satz 21.1.1 eine C*°—Zerlegung der Eins, das sind endlich viele C**~Funktionen

¢'1{R3 - [0,1] '

J r = i(x), jeM={1,...,m}

mit folgenden Eigenschaften
Zu jedem j € M gibt es ein k; € K, so dass suppy; C QZJ
Esist > oy =1 auf K.
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(3) Es sei weiter

die Teilmenge der Indices in M, die zu Randrechtecken Q; gehoren.

(4) Damit kénnen wir schliefien:

flow(v,0K) = flow(v- Z Y, 0K)
jeM
= Z flow(v - ¢, OK)
jeEM
(v-j =0 auf 9K, falls j ¢ MRq) — Z ﬂOW(U : 7/11'7 8K)
JEMRg
(Bedingung (*) in Def 31.3.6) — Z ﬂOW(U . w], A]])
JEMRg

(Satz 31.3.4) = Z / div(v - ;) dx
K

JEMRq " i

(Satz 31.3.1) = Z/ div(v - ;) dx
K,

jeM
(v, =0auf K\Q;,) = Z/div(v-i/zj)dz
K

jeM

/Kdiv(v- > ) da

JjEM

/ divvdz
K

31.3.9 Verallgemeinerung

161

Der Satz von Gauf ldsst sich fiir noch allgemeinere Kompakta verallgemeinern. Der Rand muss nicht

unbedingt eine glatte Fliche sein, er kann auch durch eine geschlossene 2-Kette realisiert werden.

Eine Moglichkeit, diese Verallgemeinerung anzugehen, besteht darin, bei obigen Definitionen die Begriffe

,,Cl-deformiert” und ,,glatt berandet” durch ,stiickweise C1”

zu ersetzen.

Eine andere Moglichkeit ist, so genannte ,,zuldssige Kompakta” mittels glatt berandeter Kompakta zu

approximieren.



