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1 Skalare Differentialgleichungen erster Ordnung

1.1 Beispiel
1.1.1 Beispiel Betrachte die Gleichung:

/

y = —z-y.
Gesucht ist eine Funktion y mit Variabler x, die diese Gleichung erfiillt.
Uberpriifen Sie (mit Hilfe der Kettenregel), dass die Gauf’sche Glockenfunktion

z2
y(r) = e 2

eine Losung darstellt.

1.1.2 Fragen

e Gibt es Verfahren, diese Losung zu ermitteln?
e Gibt es weitere Losungen?
e Gibt es Differentialgleichungen, die gar keine Lésung haben?

e Kann man Eigenschaften von Losungen aus Eigenschaften der Differentialgleichung
ableiten?

1.1.3 Beispiel
Wir betrachten die Differentialgleichung
y = y-+sinz.
Fiir einen festen Parameter C' € R ist
y(z) = C-e"—icosz —isinz
eine Losung. Die Differentialgleichung hat also unendlich viele Losungen.
Diese Funktion hat als Ableitung
y(r) = C-e"+3sinz — Scosz,
weshalb

y'(z) = y(r)+sinx.

1.1.4 Beispiel
Es sei a € R eine Konstante. Wir betrachten die Differentialgleichung

/

y = a-y.
Sie hat die Losungen
y(r) = C-e*7,

wobel C ein Parameter ist.

Diese Differentialgleichung modelliert Vorgéinge, bei denen die Ableitung (= Anderungs-
rate) direkt proportional zur Funktion (= Momentanzustand) ist. Wie gesehen resultiert
daraus exponentielles Wachstum (o > 0) bzw. exponentielles Abklingen (o < 0).
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Definitionen

1.2.1 Vorgaben

Es sei D eine ,,verniinftige” Teilmenge von R? und

‘ D — R
f‘{ (.y) — f(oy)

eine stetige Funktion.

Das Attribut ,,verniinftig” lassen wir zunéchst so stehen. Fast durchgingig werden wir die
strengere Eigenschaft ,, D offen” als Voraussetzung oder Kontext setzen, sehr gelegentlich
ist sie etwas zu engfiihrend.

Der Buchstabe I ist fortan fiir (meist offene, echte) Intervalle reserviert.

1.2.2 Definition: L6sung einer Differentialgleichung

Eine Funktion y : I — R heiflt Lisung der Differentialgleichung

/

y = flx,y),

wenn sie auf [ differenzierbar ist und die folgende Gleichung erfiillt:

y(z) = f(z,y(z)) fiir alle z € I.

1.2.3 Bemerkungen

Eine Differentialgleichung beschreibt also die Aufgabe, bei gegebener Rechter Seite
f ein Intervall I und eine darauf definierte differenzierbare Funktion

y:{i:ix)

zu finden. Bei Einsetzung dieser Funktion in die Rechte Seite soll auf der linken
Seite die Ableitung (linke Seite) herauskommen.

Geméaf neuer Rechtschreibung miisste ,,Differenzialgleichung” statt ,,Differential-
gleichung” geschrieben werden. Dies fallt Mathematikern wegen der starken Prasenz
der englischen Sprache schwer.

Oft werden als Variablen auch t statt x und z statt y verwendet. Der Buchstabe
t erinnert dann an ,,time (Zeit)”. Der Ableitungsbeistrich wird bei dieser Notation
durch einen Punkt ersetzt.

Die Differentialgleichung aus Beispiel 1.1.1 wiirde dann als

+2
geschrieben. Eine Losung ist z(t) = e z.

In dieser Vorlesung werden wir fast durchgehend die aus der Schule bekannte Kon-
vention mit z als Symbol fiir Elemente der Definitionsmenge (unabhéngige Variable)
und y als Symbol fiir die Elemente der Wertemenge (abhéngige Variable) der ge-
suchten Funktionen durchhalten.
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1.2.4 Maximales Definitionsintervall

Es ist klar, dass die Einschrankung y|7 einer Losung y : I — R auf ein Teilintervall ICI
ebenfalls eine Losung ist.

Um solche Mehrdeutigkeiten in den Griff zu bekommen, vereinbart man:

Eine Losung y : I — R heifit mazimal oder mit mazimalem Definitionsintervall, wenn es
keine (umfassendere) Losung i : I — R gibt mit der Eigenschaft

[;f und y(x) = y(z) fir zel.

Gelegentlich wird die Tatsache der Maximalitdat durch ein tiefergestelltes .., angedeutet:
Eine maximale Losung wird geschrieben als

ymax : -[max — R

1.2.5 Beispiel
Die Differentialgleichung

yl — 1 + y2
hat als eine Losung

y:{]_%a—i_%[ - R

r +— tancz.

Das Definitionsintervall I = | — 7, +7[ ist maximal, da es keine differenzierbare Funktion
mit einer echt grofferen Definitionsmenge gibt, die tan als Einschrankung hat.
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1.2.6 Verallgemeinerungen

Die in der Definition 1.2.2 angegebene Differentialgleichung miisste genauer
gewoOhnliche explizite skalare Differentialgleichung erster Ordnung.

heiflen. Dies deutet darauf hin, dass es zahlreiche Verallgemeinerungen gibt, die wir kurz
erlautern wollen.

e Ordnung: Als Ordnung wird der hochste in der Differentialgleichung vorkommende
Ableitungsgrad bezeichnet. Wir haben es also zunédchst mit Differentialgleichun-
gen erster Ordnung zu tun. Spéter werden wir noch Differentialgleichungen hoherer
Ordnung studieren.

e Dimension: Ahnlich wie in der linearen Algebra unterscheidet man zwischen ein-
zelnen Differentialgleichungen und Systemen von Differentialgleichungen. Die ,,ein-
zelnen” sind dadurch gekennzeichnet, dass die Wertemenge der gesuchten Funktion
y eindimensional ist. Sie heiflen skalare Differentialgleichungen. Spéater werden wir
noch Differentialgleichungssysteme studieren.

e Explizit / Implizit: Aufgrund der Eigenschaft, dass die Ableitung der gesuchten
Funktion ,,explizit” auf der linken Seite der Differentialgleichung auftritt, heifit die
Differentialgleichung auch ezplizit.

Fiir die expliziten Differentialgleichungen existiert eine geschlossene Theorie.

Eine nicht explizite Differentialgleichung (erster Ordnung) ist beispielsweise
sin[(y/)’] +y* = cosz.

Nicht—explizite Differentialgleichungen kann man unter Umstéinden mit ad—hoc Me-
thoden losen. Der Begriff ,implizit” fiir solche Typen von Differentialgleichungen
wird nicht immer ganz klar benutzt: Soll er explizite Differentialgleichungen umfas-
sen oder echt alternativ zu ihnen sein?

Mit echt impliziten Differentialgleichungen werden wir uns so gut wie nie befassen.

e Gewohnlich / Partiell: Die Tatsache, dass die Definitionsmengen I der gesuchten

Losungen y eindimensionale Intervalle sind, ist fiir das Attribut ,,gew6hnlich” maf3-
geblich.

Differentialgleichungen fiir Funktionen mit mehreren unabhéngigen Variablen heiflen
naheliegend ,,partiell”. Thre Theorie ist entscheidend anders, umfassender, kompli-
zierter, abstrakter.

e Differentialgleichungen im Komplexen: Die unabhéngige Variable x ist dabei durch
eine komplexe Variable z ersetzt. Der entscheidende strukturelle Unterschied zu
,,reellen Differentialgleichungen” besteht darin, dass die Definitionsmenge einer
Losungsfunktion nicht mehr ein (linear geordnetes) Intervall, sondern ein Gebiet
in C ist.
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1.3 Geometrische Interpretation

Wir beschreiben in diesem Abschnitt, wie eine skalare Differentialgleichung erster Ordnung

y/ - f(J;?y)

mit rechter Seite f : D — R und zugehorige Losungsfunktionen y : I — R geometrisch
interpretiert werden kann.

1.3.1 Definition: Linienelement Wir betrachten einen Punkt (z,y) € D C R? Eine
Strecke

L = {(ze.ye) + Mar,yo) | A€ [0,1]} CR?

mit linkem Endpunkt (z,,y,) und rechtem Endpunkt (z,,y,) heiBt Linienelement (zum
Punkt (z,y)), wenn sie durch (x,y) geht und ihre Steigung gleich der rechten Seite f(z,y)
in diesem Punkt ist, also

(x,y) €L und =2 = f(z,y).

Tr—Ty

Die genaue Lage der beiden Endpunkte bzw. die Lénge der Strecke sind nicht so wichtig.
Hier spielen andere Gesichtspunkte wie Ubersichtlichkeit und Genauigkeit eine Rolle.

1.3.2 Definition: Richtungsfeld Eine ,,gecignete Sammlung geeigneter Linienelemen-
te” wird als Richtungsfeld, manchmal genauer als (z,y)-Richtungsfeld, bezeichnet.

1.3.3 Interpretation

Da ein Linienelement L an einer Stelle (x,y) genau die gleiche Steigung aufweist wie der
Graph einer durch diesen Punkt gehenden Losung der Differentialgleichung, enthélt das
Richtungsfeld entscheidende qualitative Informationen iiber die zu erwartenden Losungen.

Das graphische Losen der Differentialgleichung besteht darin, Funktionsgraphen zu finden,
die sich an die Linienelemente anschmiegen. Evtl. kann man mit Hilfe des Richtungsfeldes
auch Losungen erraten.
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1.3.4 Beispiel
Wir zeichnen das Richtungsfeld fiir die Differentialgleichung

y = —x-y

aus dem Anfangsbeispiel, einmal ohne, einmal mit Graphen einiger Losungsfunktionen.

Dank an Frau Dr. Galina Filipuk (Warschau)

1.3.5 Definition: Isoklinen

Kurven in D, auf denen die Rechte Seite f konstant ist, heiflen in diesem Zusammenhang
Isoklinen.

Sie sind hilfreich, da man mit ihrer Hilfe evtl. bestimmte qualitative Verhaltensweisen der
Losungen (wie Monotonie) ohne eigentliche Kenntnis der Losungen ablesen kann.
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1.4 Anfangswertprobleme
1.4.1 Definition: Anfangswertproblem Es sei

y/ - f(J;?y)

eine Differentialgleichung erster Ordnung und (xg,yo) € D ein Punkt in der Definitions-
menge der rechten Seite.

Stellt man an eine Losung y der Differentialgleichung zusétzlich die Anfangsbedingung,
dass

y(%) = Yo,

so spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP).

1.4.2 Darstellung

Wir werden die Zusammengehorigkeit der beiden Gleichungen eines AWPs oft durch die
Schreibweise

{ y = f(z,y)
y(ro) = Yo

unterstreichen.

Wir werden anhand zahlreicher Beispiele sehen, dass im ,,Normalfall” AWPe genau eine
maximale Losung besitzen.

Eine solche Losungsfunktion wird dann oft als
x — y(T; To, Yo) oder x — (T3 To, Yo)

angegeben. Der Wechsel vom Symbol y zum Symbol ¢ fiir die Lésungsfunktion ist manch-
mal giinstiger.



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 10

1.5 Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

1.5.1 Definition Eine (explizite) Differentialgleichung erster Ordnung heifit mit ge-
trennten Variablen, wenn es zwei Funktionen h : D; — R, g : Dy — R (Dy, Dy offene
Intervalle) gibt, so dass die rechte Seite die Form

flxy) = hlx)-9(y),  (z,y) € D= Dy x Dy
annimmt. Es geht also um skalare Differentialgleichungen bzw. AWPe der Form

y = h@)-g(y) {y(xf; _ Z(@.g(y)

1.5.2 Verfahren zur Losung Anhand des konkreten Beispiels 1.1.1 und parallel dazu
ganz allgemein wird nun das Verfahren geschildert, mit dem man — im Prinzip — Losun-
gen explizit bestimmen kann. Das Verfahren ist mathematisch zunéchst nicht abgesichert,
wir werden es aber anschliefend mittels eines mathematischen Satzes begriinden.

Ausgangspunkt ist das gegebene AWP

{y(g)/ _ ;x'y {y(xg)' - fylo(x)-g(y)

Wir schreiben die Differentialgleichung als

dy dy

-~ = _7. - — hiz)-

T Ty Iy (@) - 9(y)
und dann als Gleichung zwischen ,,Differentialen”

1 1

—-dy = —xdx ——dy = h(z)- dz

y 9(y)

die integriert werden konnen. Die Anfangsbedingung legt dabei Integrationsgrenzen

fest:
/‘”Cr /x( ) di /y L /xh(A)dA
- y = — X T N y = T X
1Y 0 w 9(7) 0

(Der ,,Dach-Akzent” ist fiir die Unterscheidung von Integrationsvariablen und Integrati-
onsgrenzen notig).

Als Resultat erhalten wir:

wobei G die Stammfunktion von é mit G(yo) = 0 und H die Stammfunktion h mit
H(ZL’()) = 0 ist.

@ Wir wenden — wenn moglich — die Umkehrfunktion der linken Seite an und erhalten:

M)

T

y = % |y = @)
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1.5.3 Problematik Das allgemeine Verfahren auf der rechten Seite beinhaltet aber
problematische Vorgehensweisen:

e Falls g(y) = 0 an einer Stelle y ist, darf man nicht einfach durch g(y) dividieren.
e Existiert iiberhaupt die Umkehrfunktion von G?

e Man weiss aus der Theorie, dass die Stammfunktionen der stetigen Funktionen * und
h existieren, evtl. konnen sie aber nicht mit Hilfe von Kombinationen elementarer
Funktionen dargestellt werden.

Der folgende Satz und sein Beweis stellen das Verfahren auf eine sichere Grundlage.

1.5.4 Satz: Losung der Differentialgleichung mit getrennten Variablen

Es seien Dy, Dy offene Intervalle, xqg € Dy, yg € Dy und h : D; — R, g : Dy — R stetige
Funktionen. Wir betrachten das AWP

{ Yy = h(z)-g(y)
y(z

0) = Yo

(i) Ist g(yo) # 0, so gibt es ein offenes Intervall I mit g € I C D; und eine Losung
y: I — R des AWPs. Sie kann mit Hilfe des obigen Verfahrens konstruiert werden.

(ii) Die Losung ist eindeutig in dem folgenden Sinne: Ist 3 : I — R eine weitere Losung
mit g(y(z)) # 0 fiir alle x € I, so stimmt sie auf dem Schnittintervall I N I mit y
iiberein.

(iii) Ist g(yo) = 0, so ist die konstante Funktion

y(r) = wo

eine Losung des AWPs. Es kann auch andere Lésungen geben.

1.5.5 Bewels

Zu (i). (1) Da g(yo) # 0 ist, gibt es ein offenes Intervall J; C Dy um yo mit g(y) # 0 fiir
alle y € J;. Daher ist die Funktion é auf J; definiert und stetig.

(2) é ist stetig und besitzt daher geméf HDI eine Stammfunktion G auf J; mit G(yo) = 0.
(3) Wegen G’ = é # 0 auf J; ist G streng monoton auf .J;, deshalb als Funktion

‘ { Ji = Jy = G(Jy)

1z — Gx)
umkehrbar. Wegen G(y) = 0 gilt 0 € Jo und G~1(0) = .

(4) Die Funktion h ist stetig auf Dy, sie besitzt daher eine Stammfunktion H mit H(zy) =
0. Es sei I ein offenes Intervall in Dy mit xg € I und H(I) C Js.

(5) Dann ist die Funktion

y=G'oH:I >R
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wohldefiniert. Wir zeigen, dass es sich um eine Losung des AWPs handelt.

(6) Die Anfangsbedingung ist erfiillt
y(wo) = G~ (H(z0)) = G71(0) = wo.

(7) Wegen

B 1

- G(G(H(2))
(Kettenregel) ist y auch Losung der Differentialgleichung.

y(z) = (G (H(z))  H'(x) H'(z) = g(y(x)) - hx), xel

(ii) Ist ¥ : I — R eine weitere Losung des AWPs wie im Satz angegeben, so gilt fiir
relnl:

S PR I A C) NN B L S
mw—/wm—émwd—ég@d—%m-

Zo

Die Umformung (%) beruht darauf, dass y Losung ist, in (#*) haben wir die Substitution
z = y(z) durchgefithrt. Die gesamte Gleichung besagt gerade, dass fiir x € [

yx) = GHH(z)) = ylx)
ist.

(iii) Die erste Aussage kann man direkt verifizieren. Die zweite Aussage werden wir weiter
unten anhand des Beispiels 1.6.6 begriinden.

1.5.6 Zwei Sonderfille Die Differentialgleichung mit getrennten Variablen beinhaltet
zwei interessante Sonderfille:

e Die rechte Seite ist gar nicht von y abhingig: f(z,y) = h(x). Siehe den néichsten
Abschnitt 1.5.7.

e Die rechte Seite ist gar nicht von x abhéngig: f(x,y) = g(y). Diese groe Klasse von
Differentialgleichungen werden wir im néchsten Unterkapitel 1.6 angehen.

1.5.7 Sonderfall: Losung ist Stammfunktion
Bei der Differentialgleichung

y = h)

héngt die rechte Seite gar nicht von y ab. Als Losung eines zugehorigen AWPs

{ y = h)
y(zo) = wo
ergibt sich die Stammfunktion von h:
va) = [ hla)di g
Zo

Dies wiirde sich auch bei Anwendung des obigen Satzes auf diese Situation ergeben. Die
Linienelemente haben in diesem Fall entlang vertikaler Isoklinen konstante Steigung.
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1.6 Autonome skalare Differentialgleichungen

1.6.1 Definition: Autonome skalare Differentialgleichung
Eine Differentialgleichung

/

y = g
mit D = R x Dy und dann einer von  unabhéngigen rechten Seite heifit autonom.

1.6.2 Satz: Shift von Losungen Ist y : I — R eine Losung der obigen autonomen
Differentialgleichung, so ist fiir jedes £ € R auch die verschobene (,,geshiftete”) Funktion
I+¢ —- R
{ r = oyl —§)
eine Losung.

1.6.3 Beweis Dies ergibt sich aus der Kettenregel
d

—yle—§) = y(x—¢&) = glylz—9)).

Dies wird auch bei Betrachtung des Richtungsfelds anschaulich klar. Es ist unabhéngig
von z. Deshalb kann der Graph einer Losung in x—Richtung um £ verschoben werden, er
bleibt dabei Graph einer Losung.

1.6.4 Bemerkung Die Losung eines autonomen AWPs

{ vy = 9
y(ro) = wo
ergibt sich geméafl obigen Satz als
y(x) = G~ (z — x0),
y dj

wobei G7! die Umkehrfunktion der Funktion y + v 35 mit geeignetem Definitionsin-
tervall ist.

1.6.5 Beispiel Betrachte das AWP

{ y/ — y2

y(zo) = Yo

Fiir yg = 0 ist die Losung trivial, im anderen Fall erhilt man mit Hilfe des Verfahren bei
getrennten Variablen zunéchst die Gleichung

Y d@ T R
? = / 1 dl‘,
Yo zo

die mit Hilfe der Stammfunktionen in
1 1

—_+— = - i)
¥y Yo
iiberfithrt wird. Als Losung ergibt sich:
1
r) = ————.
y( ) —T+Zy+ yio

Diese Losung hat fir x — xg + yio eine Polstelle.
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1.6.6 Beispiel Wir betrachten das AWP

Y

0) = 0

und iiberzeugen uns davon, dass fiir je zwei reelle Zahlen k£ < 0 < ¢ die abschnittsweise
durch Parabeléste definierte Funktion y;,: R — R

—(z—k)?, falls x <k,
Yro(T) = 0, falls k<z </,
(x —0)2 falls x>/,

eine Losung des AWPs darstellt. Die Anfangsbedingung ist erfiillt. Dass die drei Zeilen
die Differentialgleichung erfiillen, weisen wir beispielhaft fiir den ,,schwierigsten” Fall der
ersten Zeile nach: Die Ableitung der oberen Zeile ist

@ —k7] = ~2a-k) = -k = 2/ (- kP,

entsprechendes gilt fiir die mittlere und untere Zeile. Wir haben also ein Beispiel ei-
nes AWPs gefunden, das unendlich viele Losungen hat. Spéter werden wir aufkléren,
das dies auf eine Eigenschaft der rechten Seite zuriickzufiihren ist, die mit der Nicht—
Differenzierbarkeit von g an der Stelle yy = 0 zusammenhéngt.



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 15

1.6.7 Transformation

Mit Hilfe der Methode 1.5.2 der Trennung der Variablen kann man fiir eine weitere Klasse
von Differentialgleichungen Losungen auffinden. Sie haben die Form

Y = flaz+by + o),

wobei a, b, ¢ € R Konstanten sind. O.B.d.A. kann b # 0 angenommen werden.

Ist y : I — R eine reelle Funktion, so kann man ihr durch eine Transformation
u(z) = azx+ by(x) y(x) = - (u(z) — ax)

eine andere Funktion u : I — R bijektiv zuordnen. Ist y eine Lésung der obigen Differen-
tialgleichung, so gilt

u(z) = a+by(z) = a+bflax+by(z)+¢) = a+bf(u(x)+c),
u ist also Losung der transformierten autonomen Differentialgleichung

' =a+bf(u+c).

1.6.8 Beispiel Als Beispiel betrachten wir das AWP

{ y = (z+y)?
y(0) = 0

Mit a = b = 1,c¢ = 0 kann sie der obigen Beispielklasse zugeordnet werden. Mit der
Transformation u(z) = x + y(x) erhalten wir das transformierte AWP (vgl. 1.2.5)

o= 14+u?
u(0) = 0

mit der Losung u(x) = tan(z). Also ist y(z) = tan(x) — z eine Losung des urspriinglichen
AWPs.
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1.7 Lineare skalare Differentialgleichungen erster Ordnung
1.7.1 Definitionen

(i) Eine explizite Differentialgleichung erster Ordnung heif3t linear, wenn die Definiti-
onsmenge der rechten Seite f die Form D = I x R hat und dann die rechte Seite
sich als

Yy =a(z)y+b(z) (iLDG)
darstellen lasst mit stetigen Funktionen a: I — Rund b: I — R.

(ii) Wegen des Terms b(z) nennt man die Differentialgleichung zusétzlich inhomogen.

(iii) Wird der Term b = 0 gesetzt, so spricht man von der (zugehorigen) homogenen
Differentialgleichung

y' = a(x)y. (hLDG)

1.7.2 Ubergangsfunktion Wir definieren fiir z1, 2o € I die Ubergangsfunktion

By (29, 1) = exp ( / at) dt)

und notieren einige Eigenschaften (Nachrechnen!) fiir zy, xq, 23,2 € I

) (l’l,xl) = 1

Do(w1,79) - P2, 23) = Po(71,73)
(x:[) x2) = q)a($127$1)
O (z,21) = a(x)-  Py(z,21) (Ableitung nach z).

1.7.3 Satz: Losungen der homogenen Differentialgleichung

(i) Das AWP

{ ) = oo

hat die eindeutige Losung auf I

y(x) = Pu(x, x0) - Yo.

(ii) Die Menge aller Losungen der Differentialgleichung

ist gegeben durch
y(x) - (I)a(x7x0) : 07 C eR.

Sie bildet einen 1-dimensionalen Untervektorraum des Vektorraums der differenzier-
baren Funktionen I — R.
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1.7.4 Bewels

(i) Der Satz 1.5.4 (,,getrennte Variablen”) wiirde es erlauben, die obige Losung aufzu-
finden. Da wir aber die gesuchte Losung schon zur Verfiigung haben, rechnen wir die
Losungseigenschaft einfach nach:

y(x) = @'(z,20) yo = alz) (z,20) -yo = alz)-y(x).
Die Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt.
Zur Eindeutigkeit bei (i). Dazu sei yo # 0, was bedeutet, dass y nirgends in I den Wert 0
annimmt. Ist y: I — R mit I C I eine weitere Losung des AWPs, so gilt fiir die Funktion
% : I — R geméafl Quotientenregel

(ﬂ)' (2) y(@)y(@) —y@)y'(@) _ al@)yle)y(e) —y@alz)ylz) _

Y

a y*(z) B V2 (2) =

Deshalb ist die Funktion % konstant: Aufgrund von ¥(zo) = % = 1 ist die Konstante

gleich 1. Also stimmen die Funktionen y und y auf I iiberein.

Die Eindeutigkeit im zweiten Fall yy = 0 iiberlege man selbst — oder warte auf den
allgemeineren Existenz- und Eindeutigkeitssatz in Kapitel 2.

1.7.5 Variation der Konstanten Um eine Losung fiir die inhomogene Differential-
gleichung

y' = a(x)y+b(z)
zu finden, wendet man das Prinzip der

Variation der Konstanten
der Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung

an. Dies bedeutet dass man als Ansatz fiir die Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung die Konstante C' in der Losungsformel 1.7.3 (ii) durch eine Funktion C'(z) ersetzt:

y(x) = Du(x,20) - C(x).
Man setzt diesen Ansatz in (iLDG) ein und erhélt mit der Produktregel
a(z)y(z) +b(z) = y'(z)
= Oz, 20) - C'(2) + a() - Pa(w, o) - C(x)
= a(2) - y(z) + B(z,20) - (),

was auf die Gleichung
C'(z) = P4z, ) b(x)

fithrt. Um die Funktion C' zu erhalten, miissen wir also nur noch integrieren. Die
Integrations—Konstante ist dabei durch die Anfangsbedingung festgelegt:

O(z) = / ", (0,) - b(1) i+ g,

o

Die gesamte Losung kann so in einem Satz notiert werden.
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1.7.6 Satz: Losungen der inhomogenen Differentialgleichung
(i) Fiir die eindeutige Losung des inhomogenen AWPs
{ y = alz)y+b(z)
y(ro) = wo
gilt

y(@) = Dulr,z0)- [ / " @u(wo,t) - b(t) dt + g

zo

= /I O, (x,t) - b(t)dt + Do(x, o) - Yo-

o

18

(Beachte die Besonderheit, dass die Variable x sowohl als Integrationsgrenze als

auch im Integranden auftritt.)

(ii) Die Gesamtheit aller Losungen der Differentialgleichung ist gegeben durch

€T
va) = [ w0+ Ruew)C . CER
o
spezielle Li}s:;g inhomogen allgemeine Lt};ng homogen

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung setzt sich aus ei-
ner speziellen Losung der inhomogenen Differentialgleichung und der allgemeinen

Losung der homogenen Differentialgleichung zusammen.

1.7.7 Losungsformel zur Berechnung der Losung des linearen AWP

{ Yy = a(x)y+b(z)
y(ro) = %o

1. Berechne eine Stammfunktion A von a.

2. Die Losung des AWPs ist

" b(t) Yo
— Al
y@) = e { / aw U e
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1.8 Die Bernoulli-Differentialgleichung
1.8.1 Einstieg Es handelt sich um die nichtlineare Differentialgleichung
y = @) y+d)-y*, (+)
wobei die folgenden Daten unterliegen:
e o€ R\ {1} ist eine Konstante.
e [ ist ein Intervall und ¢, d : I — R sind stetige Funktionen.

e Die Definitionsmenge der rechten Seite ist D = I x R™.

1.8.2 Transformation Mit Hilfe der Transformation
o 1
u(z) = y'*(x) = y(r) == ui==(x)

wird die Bernoulli-Differentialgleichung iibergefiihrt in die linear-inhomogene Differenti-
algleichung

W = (-t (l-a)dx) (w0,

was wir in einem ordentlichen Satz mit Beweis festhalten.

1.8.3 Satz: Transformation der Bernoulli-Gleichung

Die Funktion y : I — R™ ist genau dann Losung der Bernoulli-Differentialgleichung (x),
wenn die Funktion u : I — R* Losung der linear-inhomogenen Differentialgleichung ()
ist.

1.8.4 Bemerkungen
e Fiir o« = 0 ist die Transformation die identische Transformation: Uninteressant.

e Fiir a = 1 ist die Bernoulli-Differentialgleichung linear-homogen: Uninteressant, die
Transformation ist nicht definiert.

e Fiir a = 2 ist die Transformation gleich der Kehrwertbildung. In diesem Fall ist der
Satz auch fiir rechte Seiten mit D = I x R™ und Lésungen y : I — R~ richtig.

e Beachte, dass die Losung y = 0 nicht von den obigen Definitionen und Uberlegungen
erfasst wird.

1.8.5 Bewels

Es wird einfach nachgerechnet. Ist y : I — R Losung von (x), so gilt fiir die Funktion
1—
u=1y

W) = [y

11—«

<—; e)-

(
(@) - u(z

—_

—
1 —

Q

~— ~— ~— —~

(
(
(
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1

Ist umgekehrt w : I — R* Losung von (xx), so gilt fiir die Funktion y = ul-a

y(z) = ure](z)

1.8.6 Beispiel

Man ermittle mit Hilfe des Verfahrens Losungen der Differentialgleichung

/

y = 2y—a"y D =R" xR*,
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2 Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

2.1 Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung

2.1.1 Vereinbarung

Wir verallgemeinern nun den bisherigen Begriff einer Differentialgleichung dahingehend,
dass die Wertemenge der gesuchten Losungsfunktionen nicht mehr R (skalar) ist, sondern
ein i.a. hoherdimensionaler Vektorraum R™.

Wir vereinbaren also fiir dieses Kapitel, dass n eine feste natiirliche Zahl ist. In den meisten
Beispielen wird n = 2 sein.

Es seien dann gegeben eine offene Teilmenge D C R und eine stetige Funktion

( D — R
fl(x7y) fl(xayla"'ayn)
E (ey) o floy) = fz(x:,y) _ fz(:c,yl,:---,yn)
L fulz,y) Sa(T, 915 Yn)

die wieder ,,Rechte Seite” genannt wird.

Das Symbol I stehe wieder fiir Intervalle von R. Wir betonen hier stiarker, dass I auch
einseitig abgeschlossen sein kann. In diesem Fall schlie3t die Differenzierbarkeit einer Funk-
tion y : I — R™ ein, dass sie an den Randstellen von I einseitig differenzierbar ist.

2.1.2 Definition
Eine differenzierbare Funktion y : I — R™ heiflt Ldosung des Differentialgleichungssystems

y = flz,y),
wenn fiir alle z € I gilt:

y(z) = flzy()).

2.1.3 Bezug zu skalaren Gleichungen

Die Ausfithrungen in Kapitel 1.2 kénnen mehr oder weniger direkt iibernommen werden.
Die Definition 1.2.4 einer maximalen Losung mit maximalem Definitionsintervall kann
abgeschrieben werden.

2.1.4 Graphische Deutung Der graphischen Deutung von Differentialgleichungssy-
stemen sind Grenzen gesetzt. Lediglich bei n = 2 kénnten noch rdumlich-perspektivische
Richtungsfelder gezeichnet werden. Bei ebenen autonomen Systemen, d.h. bei n = 2,
stehen bestimmte zusétzliche Methoden zur Verfiigung.

Man bewahre aber die Vorstellung, dass der Graph einer Losung eine Kurve im R"™ ist,
deren Tangentenvektoren durch die Rechte Seite vorgegeben sind.

2.1.5 Ausblick Wihrend im ersten Kapitel iiber skalare Differentialgleichungen die
Methoden zur expliziten Darstellung der Losungen im Vordergrund standen, ist der Begriff
des Systems die Grundlage fiir mehr theoretische, nichtsdestoweniger sehr niitzliche und
wichtige, Uberlegungen.
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2.2 Zusammenflicken von Lésungen

2.2.1 Satz: Zusammenflicken von Lésungen

Es sei I ein Intervall und zg € I° eine Stelle im Inneren von I. Ist dann
e yy:] —o00,m9] N I — R" eine Losung der Differentialgleichung v = f(z,v),
e y,.: [xg,+o0] NI — R™ eine Losung der Differentialgleichung 3/ = f(z,y),
® yu(xo) = yr(x0),

so ist die zusammengeflickte Funktion

ye(x), fallsx eI, x <z,
y(o) =
yr(z), fallsxzel, x> x,

eine Losung der Differentialgleichung 3/ = f(z,y) auf ganz I.

2.2.2 Beweis Die einzig etwas problematische Stelle ist xy. Die Funktion y ist
e in z( linksseitig differenzierbar, da y, es ist, und
e in z( rechtsseitig differenzierbar, da y, es ist.

e Auflerdem stimmen die linksseitige und rechtsseitige Ableitung in x iiberein:
y/links (370) — yélinks (170) — f(l’g, yz(xo)) — f(xo’ yr(wo)) — y;rechts (370) — y/rechts (xo)

Daraus folgt, dass y in xq differenzierbar ist mit

y'(x) = flxo,y(xo)).
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2.3 Transformation in Integralgleichung

2.3.1 Satz und Definition: Fundamentaltrick der Ex-Ein-Theorie

Gegeben seien eine Rechte Seite f : D — R"™, ein Intervall I, eine Stelle o € I und ein
Anfangswert yo € R™, so dass (xg,yo) € D.

Fiir eine Funktion y : I — R” sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) y ist Losung des AWPs
y o= [y, ylxo) = v

(B) y ist stetig und geniigt der Integralgleichung (fiir z € I)
y(r) = yo+ / fty(t)) dt.
zo

(C) Die Funktion y ist Fixpunkt der Abbildung

C(I,R") — C(I,R™)
y = g+ [ FEy(0)dt

im Funktionenraum C(I,R™) der stetigen Funktionen I — R™.

2.3.2 Beweis
(A) = (B) Wenn die Funktion y Losung ist, so gilt definitionsgeméaf
v'(x) = f(z,y(x)) fir alle x € 1.
Da y und f stetig sind, ist die Funktion auf der rechten Seite stetig. Damit ist auch y’
stetig.

Wir bilden auf beiden Seiten geméfl HDI die Stammfunktion = Integralfunktion, die an
der Stelle zy den Wert yo annimmt und erreichen so die Aussage (B).

(B) = (A) Da y als stetig vorausgesetzt ist, ist die Integrandenfunktion auf der rechten
Seite von (B) stetig. Dann ist aber die Integralfunktion rechts, damit auch die Funktion
links, stetig differenzierbar. Differentiation unter Beachtung des HDI liefert die Behaup-
tung (A).

Die Aussage (C) ist lediglich eine (reichlich abstrakte) Umformulierung der Aussage (B).
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2.4 Der Satz von Picard—Lindel6f — globale Versionen

Der folgende erste Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist noch schwach, da er eine starke
(unpraktische) Voraussetzung hat. Dafir tritt aber die Anwendung des Banach’schen
Fixpunktsatzes beim Beweis deutlich hervor.

2.4.1 Satz von Picard—Lindelof — Globale Version 1
Das AWP

{ y/ = f(l',y)
y(ro) = Yo

mit stetiger rechter Seite f : D — R™ erfiille die folgenden Voraussetzungen (D) und (L£).
(D) Es sei J = [c,d] kompakt und D = J x R™.

(L) f: D — R" gentige einer globalen Lipschitz—Bedingung (bzgl. der zweiten Variablen),
d.h. es existiere eine Konstante L > 0, so dass fiir alle Punkte (z,v), (z,y) € D

1f(,y) = f(@ 9)ler < L-lly = ylle-

(X) Es gelte die Bedingung: L-(d—c¢) < 1.

(€) Dann gibt es genau eine (globale) Losung y : J — R"™ des Anfangswertproblems.

2.4.2 Bemerkung

Der Zusatz ,,bzgl. der zweiten Variablen” wird oft weggelassen, insbesondere dann, wenn
f (im autonomen Fall) gar nicht von der ersten Variablen x abhéngt.

2.4.3 Beweis Nach dem Satz 2.3.1 ist eine Funktion y genau dann Losung des im Satz
gegebenen AWPs, wenn sie Fixpunkt der Abbildung

- C(J,R*) — C(J,R")
' y() = o+ [ ft () dt

ist. Wir wissen bereits, dass der Vektorraum C(J, R"™) durch die Supremumsnorm
[9lls = sup [ly()[[rn
zed

zu einem vollstandig-metrischen Raum (genauer: zu einem Banachraum) wird. Welche
Norm || [|[g» auf dem R™ verwendet wird, ist dabei unerheblich, es kann einfach die ver-
traute euklidische Norm herangezogen werden.

Wir brauchen also nur zu zeigen, dass 7' eine Kontraktion ist.
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Es seien also y,y zwei Funktionen aus C(J, R™). Dann gilt

|mwm—a@mmn:\m+/?wmmm—m+/@mmmm

R

/7ﬂumw»—ﬂuﬂwnw

< /WW@WGD—f@ﬂﬂmwd4
< /memw—mwmnw'

< L-/ﬂww—@umwd4

< oo [l-dloa
Lol Iyl

< Lo@d-9-ly—il..

Da diese Abschéatzung fiir alle x € J richtig ist, gilt
1(Ty) = (TY)ll = SlEIIJ){ 1(Ty)(x) = (Ty)(x)[[rn }
< L-(d=0o)-[ly = Ylloo-

Aufgrund der Voraussetzung des Satzes L - (d — ¢) < 1 ist T eine Kontraktion. Gemaf
dem Banachschem Fixpunktsatz (vgl. AYS2/SS2015, Satz 17.1.2) besitzt T' genau einen
Fixpunkt — und damit das AWP genau eine Losung auf J. Der Beweis ist beendet.

2.4.4 Weiterfiihrung

Dieser Satz kann als Ausgangsplattform einer ganzen Kaskade von Existenz— und Ein-
deutigkeitssidtzen gesehen werden, die sich im Hinblick auf verschiedenste Gesichtspunkte
unterscheiden:

e Unterschiedlich starke Voraussetzungen an die ,,Glattheit” der Rechten Seite:
Stetigkeit — Lipschitz—Stetigkeit — Differenzierbarkeit

e Unterschiedlich starke Aussagen iiber das Existenzintervall:
lokal — lokal quantitativ — global — global quantitativ

e Verwendung anderer Normen in den relevanten Funktionenrdumen

e Mindestens Existenz: Existenzsatz von Peano.

Wir présentieren im folgenden noch einige Beispiele fiir solche Weiterentwicklungen des
Satzes von Picard-Lindelof.
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2.4.5 Satz: Existenz und Eindeutigkeit bei offener Uberdeckung

Es sei J ein Intervall und (J;);e7 eine offene Uberdeckung, d.h. alle J; C R sind offen und
J - UZEI Jz
Es sei f:J x R" — R" stetig.

Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent.

(A) Fiir jedes i € Z und jedes (£,7n) € J; x R™ hat das AWP

{ y/ = f(a?,y)
y&) = n

eine eindeutige (maximale) Losung mit Existenz-Intervall J;.

(B) Fir jedes (xo,y0) € J x R™ hat das AWP

{ y/ - f(xvy)
y(ro) = wo

eine eindeutige (maximale) Losung mit Existenz-Intervall J.

2.4.6 Beweis
(A) = (B).

(1) Hétte das AWP in (B) zwei Losungen, so gébe es eine minimale Verzweigungsstelle z*
rechts von xy oder eine maximale Verzweigungsstelle x* links von x(. In einem Intervall
J; mit * € J; gibe es dann zwei Losungen des gleichen AWPs.

(2) Angenommen, das Existenz-Intervall I der eindeutigen maximalen Losung ¢ des AWPs
in (B) ist nicht ganz J.

(3) Es existiert dann ein ¢ € I, so dass
JN1#J und Ji N (J\I) # .
(4) Ist nun € € J; N I, so hat das AWP
{ y = flz.y)
y(&) = (&)

eine eindeutige Losung auf J;. Diese kann mit ¢ zu einer Losung mit Existenz-Intervall
I'U J; 2 I zusammengeflickt werden. Widerspruch.

(B) = (A) ist trivial.
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Im vorherigen Satz 2.4.1 kann die Bedingung (X') einfach weggelassen werden.

2.4.7 Satz von Picard—Lindelof — Globale Version I1
Das AWP
{ y = flz,y)
y(

To) = Yo
mit stetiger rechter Seite f : D — R™ erfiille die folgenden Voraussetzungen (D) und (L£).
(D) Es sei J = [e,d] kompakt und D = J x R™.

(L) f: D — R" geniige einer globalen Lipschitz—Bedingung bzgl. der zweiten Variablen,
d.h. es existiere eine Konstante L > 0, so dass fiir alle Punkte (z,y), (z,y) € D

1f(@,y) = @, 9)ller < L[y —Ylre-

(€) Dann gibt es genau eine (globale) Losung y : J — R"™ des Anfangswertproblems.

2.4.8 Beweis — Erste Variante

Auf jedem kompakten Teilintervall [¢,d] C J der Linge d — ¢ < { hat jedes AWP gemé8
Satz 2.4.1 eine eindeutige Losung auf [c, d]. Die gleiche Aussage gilt dann fiir alle offenen
Intervalle |c, d], die eine offene Uberdeckung von J bilden.

Der Satz 2.4.5 liefert dann die Behauptung.

2.4.9 Beweis — Zweite Variante

Es sei (zg,y0) € J x R™ vorgegeben. Der Beweistrick besteht darin, fiir ein festes o > 0
eine Gewichtsfunktion auf J wie folgt zu definieren:

—alz—z0|

p(z) = e

Dann ergibt sich eine verédnderte Norm auf C(.J, R")
Ylloerp = sup {p(x) - ly(z) e~ }

Auch unter dieser Norm wird C(J,R") zum Banachraum.

Die Iterationsabbildung 7" wird genau so gewéhlt wie im Beweis 2.4.3 und einige Schritte
weit abgeschétzt wie oben.

Dann aber weiter:

@)@ - Dl < L] [ 0 -0 o

= 2| [ 10 = Ol e i
0

<L / ||y—@'||oo,p-e""t‘“'dt\
o

/ ea|tfxo| dt’
xo

eclz—zql

= L|y_g||oo,p a
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Daraus folgt aber zunéchst fiir festes v € J
1(Ty)(z) — (Ty)(z)|

und dann durch Ubergang zum Supremum

efa|zfxo\

Rn : S é ’ “y - g”oo,p

o~ L o~
1Ty =Tyl < & I1v—="llo,

Das aber bedeutet, dass durch geeignete Wahl von a die Metrik so verdndert wird, dass
T zu einer Kontraktion wird.

Man kann dann wieder mit dem Banach’schen Fixpunktsatz den Beweis zu Ende bringen.
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Im Satz 2.4.7 kénnen die Bedingungen (D) und (£) wie folgt abgeschwécht werden.

2.4.10 Satz von Picard—Lindel6f — Globale Version 111
Das AWP

{ y = f(z,y)
y(ro) = wo

mit stetiger rechter Seite f : D — R" erfiille die folgenden Voraussetzungen (D) und (£).
(D) Esist J ein beliebiges Intervall und D = J x R™.

(L) f erfillle auf jedem kompakten Teilintervall K von J eine Lipschitzbedingung,
d.h. es existiert eine (i.a. von K abhingige) Konstante Lx > 0, so dass fiir alle
(x,y), (x,y) € K x R" gilt:

1f(@,y) = f(@,9)llrr < Lk - ly = Yllre-
(€) Dann gibt es genau eine (globale) Losung y : J — R"™ des Anfangswertproblems.

2.4.11 Beweis

Die offenen Kerne der kompakten Teilintervalle bilden eine offene Uberdeckung von J.
Satz 2.4.7 liefert dann die Aussage (A) in Satz 2.4.5. Die dazu dquivalente Aussage (B)
in Satz 2.4.5 ist die hier zu beweisende Behauptung.
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2.5 Der Satz von Picard—Lindel6f — lokale Versionen
2.5.1 Hilfssatz: Abschneidefunktion
Wir definieren die Funktion
R" — B,(0) C R"
Q: { y, fallsy € By(0),
Yy =

Tol® sonst.

Diese Funktion hat die Lipschitz—Konstante 1.

2.5.2 Beweis
s seien ¢, § € R” mit 71| < [yl

Wir definieren durch Unterklammerung die Zahlen A und Vektoren z

y = max{l,|lyll}-o(y), y = max{L,|yl[}-e(y)
= =z :Z>\ =z

Es ist dann auch ||Z]| < ||z||, aufgrund der Cauchy—Schwarz—Ungleichung

(z2) < llzll -z < ll=l® = (z,2).

Mit p = % > 1 ist dann

ly =317 = lle @) = @I = A= = AP = [l = 2|
= Allpz =27 =z - 2
e T el s
iz, 2) = 22, 2) + (2,2) — (2,2) + 2(2,2) — (£,2)
= (1" = 1D{z,2) = 2(n—1)(2,2)

1){
p=1 1+ 1)(z,2) = 2(2,2)]

~

Vv
o



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 3 1

2.5.3 Satz von Picard-Lindel6f: Lokal-quantitative Version

Das AWP
{ y/ = f(ZL’, y)

y(xo) = wo
mit stetiger rechter Seite f : D — R" erfiille die folgenden Voraussetzungen (D) und (£).
(D) Esist J = [c,d] kompakt. Es sei D = J x B,(yo) ein ,,liegender Zylinder”.

(L) f geniige auf D einer Lipschitz—Bedingung bzgl. der zweiten Variablen, d.h. es exi-
stiere eine Konstante L > 0, so dass fiir alle (z,v), (z,y) € D gilt:

1f(z,y) = f(@))ller < L-[ly = yllre-
(€) Dann existiert auf dem Intervall

I = [vo—L&,ao+L] NJ mit M = max{\lf(x,y)HR"

(.)€ D |
genau eine Losung des AWPs.

2.5.4 Beweis
(1) Wir modifizieren die Rechte Seite der Differentialgleichung

Fz,y) == f(z,0-0(*52) + o).

(2) Fiir y € By(yo) ist ||| <1 und deshalb

F(x,y) = f(z,y).

F erfiillt eine globale Lipschitz—Bedingung mit der gleichen Lipschitz—Konstante wie f,
d.h. fiir alle z € J und y,y € R™ gilt

1F(z,y) = F(z9)ll = [1f(z,0- o(X2) + o) = f(w, 0 p(X22) + o) |
GB:)?yo) GB;?yo)
< L-fl(e-o(32) +y0) — (0 o) + o)l

Lo |lp(e) — ()
L. ||¥=¥e _ =0
L-o-|*2 =2

L-lly -l

IA A

AuBlerdem ist
sup{ || F'(z,y)[| | (z,y) € J x R"}

max{[[f(z,y)|| | (z,y) € J X By(yo)} = M.

(3) Es sei jetzt y : J — R™ die geméfl Satz 2.4.7 existente und eindeutige Losung des
AWPs

{ y = Flz.y)

y(ro) = o
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auf J. Fiir x € I =[x — &, 20 + ] gilt dann

/:: y'(t) dtH = /IB F(t,y(t)) dtH

xo
/Mdt’ = |z —zo| - M < o
zo

(o) = wll = |

<

Das bedeutet, dass der Graph der auf I eingeschrinkten Funktion y’ ganz in D = [ X
I
B,(yo) verlduft.

(5) Es folgt, dass y‘ auch Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist. Fiir x € I
I
gilt ndmlich y‘ (x) € B,(yo), deshalb
I

V(@) = Fly) = flz,0-o(M22) +y0) = f(z,y(x)).
(6) Die Eindeutigkeit ist ebenso einfach zu zeigen: Hétte das AWP aus dem Satz zwei

verschiedene Losungen auf I, so hétte auch das modifizierte AWP mit F' als Rechter Seite
zwei Losungen, was aber unmoglich ist.

2.5.5 Satz von Picard-Lindel6f: Lokal-qualitative Version
Das AWP
{ y = flz,y)
y(xo) = o
mit stetiger rechter Seite f : D — R" erfiille die folgende Voraussetzung (L).

(L) Das heifit, es gebe eine offene Umgebung U mit (zg,yo) € U C D, so dass f auf U
stetig ist und einer Lipschitz-Bedingung geniigt, d.h. fiir alle (z,v), (z,y) € U gilt:

1f(@,y) = @, 9)ller < L[y —Ylre-

(€) Dann existieren ein offenes Intervall I mit zg € I und eine Funktion y : I — R™,
die eine eindeutige Losung des AWPs auf [ ist.

2.5.6 Beweis

Wiéhle ¢,d € R mit ¢ < 2y < d und p > 0, so dass [c,d] x B,(yo) C U und wende dann
Satz 2.5.3 an. Der Satz liefert eine Losung y : I — R. Sie kann auf ein offenes Teilintervall
eingeschrankt werden.

2.5.7 Definition: Lipschitz-Stetigkeit

(1) Die Rechte Seite f : D — R"™ einer Differentialgleichung heifit Lipschitz-stetig (bzgl.
der zweiten Variablen) an der Stelle (xg,y0) € D, wenn es eine offene Umgebung U mit
(x0,y0) € U C D gibt, so dass f auf U einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

(2) Die Rechte Seite f : D — R™ einer Differentialgleichung heifit Lipschitz-stetig (bzgl.
der zweiten Variablen) (schlechthin), wenn sie an jeder Stelle (z,y) € D Lipschitz-stetig
ist.

Gelegentlich findet man auch die Begriffe ,,erfiillt lokale Lipschitz-Bedingung” oder ,,lokal
Lipschitz” o.4.
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2.5.8 Satz: Lipschitz-Stetigkeit
Es sei die Rechte Seite f : D — R", D offen, einer Differentialgleichung gegeben.

(i) Ist f auf D stetig differenzierbar (kurz: f ist C!-Funktion), so ist f auf D Lipschitz-
stetig.

(ii) Ist f: D — R™ Lipschitz-stetig bzgl. der zweiten Variablen, so geniigt f auf jedem
Kompaktum K C D einer (globalen) Lipschitz-Bedingung,.

(iii) Satz (von Rademacher, spielt in GDG keine Rolle): Geniigt eine Funktion f: D —
R™, D C R™ offen, einer Lipschitz-Bedingung, so ist f fast-iiberall differenzierbar.

2.5.9 Beweis

(i) Es sei (z9,90) € D und K C D eine kompakte Umgebung von (x¢, yo). Geméf Mittel-
wertsatz der mehrdimensionalen Differentialrechnung gilt fiir (x,y), (z,7) € K

1f(z,y = flz 9l < (ggigK{HDf(fcay)H}-H(:B,y)—(fc,?f)ll = Li -y =yl
—Lx

(ii) (1) Wiirde f nicht einer Lipschitz-Bedingung geniigen, so gébe es zu jedem n € N
zwei Punkte (x,,,y,) und (z,,y,), so dass

(2) Aufgrund der Kompaktheit von D konnen wir — gegebenenfalls durch Ubergang zu
Teilfolgen — annehmen, dass die Folgen (x,, yn)nen und (2, Y, )nen konvergieren. Wir
bezeichnen die Grenzwerte mit

¥ = lim z,, y* o= lim y,, yooi=  lim y,.
n—oo n—oo n—oo

(3) Mit Grenzwertbildung in (x) folgt, dass

also y* = y*.

(4) Aufgrund der Lipschitz-Stetigkeit von f gibt es eine Umgebung U mit (z*,y*) € U C D
und ein L > 0, so dass

If(zy) = flepll < L-lly—yll  firalle (z,y),(z,y) €U (%)

(5) Fiir gentigend groBe n € N gilt (2, yn), (xn, ¥n) € U, so dass ein Widerspruch zwischen
() und (*x) hergestellt ist.

(iii) wird hier nicht bewiesen.



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 34

2.6 Der Satz von Picard-Lindelof bei Linearer Beschranktheit

2.6.1 Satz von Picard—Lindelof bei linearer Beschranktheit
Das AWP

{ y/ - f(x,y)
y(ro) = wo

mit stetiger rechter Seite f : D — R" erfiille die folgenden Voraussetzungen (D) und (£).
(D) Esist J ein beliebiges Intervall und D = J x R™.

(L) f sei Lipschitz-stetig. Weiter sei f linear beschrénkt, d.h. es gelte
Izl < ale) -yl + b(x) fir alle  (z,y) € D

mit stetigen Funktionen a,b: J — Ry .

(€) Dann gibt es zu jedem (z9,y0) € D genau eine (globale) Losung y : J — R™ des

Anfangswertproblems
{ y = flz,y)
y(zo) = o

2.6.2 Beweis
(1) Wir nehmen zunéchst an, J sei kompakt. Wir definieren
A = sup{lla(z)| |z € J}, B = sup{||b(z)| |z € J}
und wihlen & € ]0, %[.
(2) Wir zeigen nun, dass fiir beliebiges fixiertes (£,7) € J x R™ das AWP
{ y = f(z,y)
y(&) = 1
eine Losung mit Existenz-Intervall [ — h, & + h] N J besitzt.
(3) Dazu sei

(Allnl+B)h

Q"] T 1—Ah > 0
Es gilt umgekehrt
B = 5o, —Alnll = - A(lnll + o).

und deshalb wegen der Linearen Beschréinktheit

My = max{|[f(z,y)| | (z,y) € J x B,,(n)}
< Alllnll+e)+B = g,

also
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(4) GeméB Satz 2.5.3 in Verbindung mit Satz 2.5.8 (ii) existiert die eindeutige Losung des
AWPs mindestens auf dem Intervall

€=t 6+l N T 2 [E=h&+n N T

(5) Die offenen Intervalle |{ — ]\Z—’;, + %[ N J° bilden eine offene Uberdeckung von .J.
Der Satz 2.4.5 liefert die Behauptung fiir kompaktes J.

(6) Ist J nicht kompakt, so gibt es eine offene Uberdeckung von .J mit Intervallen ]c, d[,
mit ¢,d € J. Da gemifl dem eben gezeigten auf den Intervallen [c,d] alle AWPe eine
eindeutige Losung mit gesamtem Existenz-Intervall [c, d] haben, liefert wieder der Satz
2.4.5 die Behauptung.
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2.7 Der Existenzsatz von Peano

2.7.1 Satz von Peano: Lokal-quantitativ
Das AWP

{ y/ = f(xay)
y(ro) = wo

mit stetiger rechter Seite f : D — R™ erfiille die folgende Voraussetzung (D).
(D) Esist J = [c,d] kompakt. Es sei D = J x B,(yo) ein ,,liegender Zylinder”.

(€) (Lokal-quantitativ) Dann existiert auf dem Intervall

[ = [ro—L,m+&]NJ mit M = max{llf(fv,y)llw

(z.y) €D}
eine Losung des AWPs.

2.7.2 Beweis

Er beruht auf dem Satz von Arzela-Ascoli, der bestimmte Teilmengen des Funktionen-
raums C(/,R"™), I kompakt, als ,relativ-kompakt” charakterisiert.

2.7.3 Satz von Peano: Lokal-qualitativ

Das AWP

{ y/ = f(l',y)
y(ro) = Yo

mit stetiger rechter Seite f : D — R™ erfiille die folgende Voraussetzung (D).
(D) Es sei D offen.

(€) Dann existieren ein Intervall I und eine Losung y : I — D des AWPs.
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3 Lineare Differentialgleichungssysteme

3.1 Einstieg

3.1.1 Vorbemerkung Der in diesem Kapitel 3 immer wieder auftretende R-
Vektorraum R"™ kann ohne weiteres durch den C-Vektorraum C” ersetzt werden.

3.1.2 Definitionen

(i) Ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung heifit linear, wenn die Definitions-
menge der rechten Seite f die Form D = I x R™ hat und es sich darstellen lasst

als
y = A(x)y+ b(x) (iLDGS)
bzw.
n\ an(w) - an() " bi(x)
: = : : : + :
Yn a1 () -+ Apn(T) Yn b ()

mit einer stetigen matrixwertigen Funktion A : I — R™ " und einer stetigen vek-
torwertigen Funktion b: I — R".

(ii) Wegen des Terms b(x) nennt man das Differentialgleichungssystem zusétzlich inho-
mogen.

(iii) Wird der Term b = 0 gesetzt, so spricht man vom (zugehorigen) homogenen Diffe-
rentialgleichungssystem

y = A(z)y. (hLDGS)

3.1.3 Satz: Existenz und Eindeutigkeit von Losungen linearer Differentialglei-
chungssysteme

Ein lineares AWP

{ y = Alz)y+b(z)
y(ro) = wo

mit stetigen Funktionen A : I — R™™ und b: I — R™, (z9,90) € I x R™ hat genau eine
Losung y : [ — R™.
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3.1.4 Beweis

Da die Normfunktion

I — RT
A . 0
14l { - AW

stetig ist, nimmt sie auf jedem kompakten Teilintervall J C I einen Maximalwert

Ly = ma{[A(z)[} = 0

an. Deshalb erfiillt die Rechte Seite auf jedem solchen J eine Lipschitz-Bedingung:
I[A(z)y + b(z)] — [Alx)y + b(@)]| = [[Alz)(y -y
() - —
< [[A@)-lly—wll < Ly lly =yl
Die Ungleichung (x) griindet auf die ,,Submultiplikativitdt” der Matrixnorm.

Der Satz 2.4.10 liefert dann die Behauptung.

Oder aber: Wende einfach den Satz 2.6.1 iiber die Existenz und Eindeutigkeit bei linearer
Beschréanktheit an.
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3.2 Die Struktur der Losungsmenge
3.2.1 Definition

Wir bezeichnen mit C!(7,R") den R-Vektorraum der stetig-differenzierbaren vektorwerti-
gen Funktionen y : I — R"™.

3.2.2 Satz: Struktur der Lésungsmenge

(i) Die Menge der Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems (hLDGS) ist
ein Untervektorraum von C!(7, R"™), d.h.

— Die Summe zweier Losungen y; + y» ist wieder eine Losung.

— Das skalare Vielfache einer Losung « - y ist wieder eine Losung.

(ii) Es sei y,, eine (bestimmte oder besondere) Losung von (iLDGS). Dann sind die
folgenden Aussagen iiber eine Funktion y : I — R"™ dquivalent:

(A) y ist eine Losung von (iLDGS).
(B) Die Differenz y — . ist eine Losung von (hLDGS).
(C) y lasst sich darstellen als Summe von y,, und einer Losung von (hLDGS).

(iii) Die Menge der Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems (iLDGS)
ist ein affiner Unterraum von C'(I,R"™).

3.2.3 Beweis
(i) Sind y und y Losungen von (hLDGS), so gilt

y(z) = Alz)y(x) und J(z) = Al)y(z)
und deshalb

(ay+By)(x) = ay(x)+ 6y (x) = aA(@)y(z)+ BA(x)y()

= A(z)(oy + By)(z).

Also ist auch die Linearkombination eine Losung.
(i) Ist (A) erfiillt, so ist die Differenz

(v —y)' () = [Al@)y(x) +b(x)] = [A(@)y(z) +b(z)] = A2) - [y =y ().
eine Losung von (hLDGS), also gilt (B).
Ist umgekehrt (B) erfiillt, so gilt

V(@) = ly—ul @) +4.(r) = A@)y =yl (@) + A@)y + b(z)

= Alz)y(z) + b(x)

und das ist die Aussage (A).

Die Aussagen (B) und (C) sind simple Umformulierungen voneinander.

Die letzte Aussage (iii) versieht die Aussage (ii) nur mit einem schlanken Fachbegriff.
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3.3 Die Ubergangsfunktion

3.3.1 Entscheidende Beobachtung
Wir betrachten das linear homogene AWP

{ y = Alx)y
y(zo) = o
Fiir festes x, xg € I ist die Abbildung

R* — R
yo +— y(z), wobeiy Losung des AWPs ist,

linear.

3.3.2 Begriindung ist einfach. Sind y und ¥y zwei Losungen zu den Anfangswerten
bzw. ¥, so ist die Funktion ay + Sy Losung zum Anfangswert ayo + Bo.

3.3.3 Definition: Ubergangsmatrix

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass jede lineare Abbildung R™ — R" als Matrix
darstellbar ist.

Deshalb kann der Wert y(x) der eindeutigen Losung y an der Stelle = geschrieben werden
als

y(l’) = @A(ZII’,I()) Yo,
wobei @ 4(z, xy) eine quadratische (n x n)-Matrix ist.

Dadurch ist insgesamt eine matrixwertige Funktion

o, { ITxI = R
A (x,z9) — Pa(x,x0)

wohldefiniert. Zwei Stellen z¢ und z im Intervall I wird also eine Matrix zugeordnet. Sie
heifit Ubergangsmatriz (,,von xo nach ). Die gesamte Funktion heifit Ubergangsfunktion.

Anders als im skalaren Fall (siche Abschnitt 1.7.2) kann die Ubergangsfunktion i.a. nicht
als Exponentialfunktion mit einer Stammfunktion von A als Exponenten angegeben wer-
den. Nichtsdestoweniger kann man zahlreiche Aussagen iiber die Ubergangsfunktion ma-
chen, die wertvolle Einsichten hervorbringen.
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3.3.4 Satz: Losungen des linear-homogenen Differentialgleichungssystems

(i) Fiir festes zg € I und festes yo € R™ ist die Funktion

I - R”
x = Dz, z0) Yo

D4+, 20) Yo : {
Losung des Vektor-AWPs

{ y = Ax)y
y(zo) = %o
mit D = I x R™.

(i) Fiir festes zg € I ist die Menge der Funktionen

I — R"
r — Du(x, ), ceR"”

®al ) {

die Losungsmenge des linear homogenen Differentialgleichungssystems

mit D =1 x R".

(iii) Der in Satz 3.2.2 (i) beschriebene Untervektorraum der Losungen hat die Dimension
n.

3.3.5 Begriindung
(i) und (ii) sind direkte Konsequenzen der Definition von ® 4(x, xo).

(iii) folgt daraus, dass die Abbildung

R — CYI,R")
c = Dyu(-,mg)c

aufgrund der Eindeutigkeit von AWP-Losungen injektiv ist.
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3.3.6 Satz: Eigenschaften der Ubergangsmatrizen

Die Ubergangsmatrizen haben die folgenden Eigenschaften.

(i) Fir oy € I ist

Sy(zy,21) = 1 (Einheitsmatrix).

(i) Fir xy, 29, x5 € I gilt die Koyzklus-Eigenschaft
Dy (xq,x9) - Pa(x2,23) = Pa(z1,23).

(iii) Fir alle zq, x5 € I ist die Matrix ® 4(z1, x2) invertierbar und es gilt
Pz, 20) " = Pa(wg, 7).

3.3.7 Beweis
(i) ist eine direkte Folgerung aus der Definition.

(ii) Fir festes xq, x3 und beliebiges ¢ € R™ sind die beiden Funktionen

r = Da(x,z9) Py(xg, x3)cC
r = DPux,z3)C

Losungen des AWPs

y = Alz)y
y(za) = Pa(x2,x3)C
und stimmen deshalb — insbesondere an der Stelle xy — tiberein.

Da also
Dy (xq,29) - Pa(z2,3)c = Pa(21,23)C
fiir alle ¢ € R™, miissen auch die Matrizen iibereinstimmen.
(iii) Setzt man in der Aussage (ii) x3 = x4, so folgt mit (i)
D y(x,29) - Pa(z2, 1) = Pa(z1,21) = 1.

Also sind @ 4(xy1, 22) und P4 (w9, 1) zueinander inverse Matrizen.

42
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3.4 Die Fundamentalmatrix

3.4.1 Satz und Definition: Fundamentalsystem und Fundamentalmatrix

Wir betrachten wieder das linear-homogene Differentialgleichungssystem
y = Alx)y (hLDGS)

(i) Die folgenden Aussagen iiber n Losungsfunktionen von (hLDGS)

yi(-)s syl

sind dquivalent.

(A) Die Menge der Losungsfunktionen {yi(-),...,y,(-)} heiBt ein Fundamentalsy-
stem fiir (hLDGS).

(B) Die Funktionen yy(-),...,yn(-) sind linear unabhéngig in C(I,R").

(C) Die Funktionen y(-),...,y,(-) bilden eine Basis des Losungsraums aller
Losungen.

(D) Fiir ein = € I sind die Vektoren y;(x),. .., y,(x) linear unabhéngig in R™.
(E) Fiir alle x € I sind die Vektoren y;(x),...,y,(x) linear unabhéngig in R™.

(ii) Die folgenden Aussagen iiber eine Matrixfunktion (manchmal auch ,,Wronski-
Matrix” genannt)

{ I — R
. T = (yl(>’7yn())

mit Losungsfunktionen y;(- ) von (hLDGS) als Spalten sind dquivalent.

(A) Y heifit Fundamentalmatriz fur (hLDGS).

(B) Fiir ein x € [ ist die Matrix Y (x) invertierbar.

(C) Fiir alle z € I ist die Matrix Y (z) invertierbar.

(D) Fiir ein = € I ist die Determinante det Y () ungleich Null.
(E) Fiir alle x € I ist die Determinante det Y (x) ungleich Null.

3.4.2 Beweis
Das ist alles lineare Algebra. Aufgrund der Injektivitat der Abbildung
{ R* — C(I,R")
Yo + Pal-,0)yo

sind der Untervektorraum der Losungen und der Raum der Anfangswerte R™ an einer
Stelle =y isomorph zueinander.
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3.4.3 Beobachtung

Die Tatsache, dass jede der Funktionen y;(-) Losung ist, konnen wir zusammenfassen zu

() - w()) = A@) () - wl()) bzw. zu
Y = A(x)Y.

Dahinter steckt die Erkenntnis aus der linearen Algebra, dass die Links-Multiplikation
einer Matrix Y mit einer Matrix A gleich ist der Linksmultiplikation der Spaltenvektoren
von Y.

Die zweite Zeile enthélt eine linear homogene Differentialgleichung fiir eine matrixwerti-
ge Funktion. Das hort sich ziemlich exotisch-unzugénglich an, tatséchlich wird aber die
Theorie durch diese Betrachtungsweise einfacher und schlank.

3.4.4 Satz: Zusammenhang von Fundamentalmatrix und Ubergangsmatrix
Wir betrachten wieder das linear-homogene Differentialgleichungssystem
y = Ax)y (hLDGS)

(i) (Ubergangsmatrix — Fundamentalmatrix) Fiir festes 7o € I und jede beliebige
invertierbare Matrix C' € R™™ ist

Y(z) = ®y(z,20)-C
eine Fundamentalmatrix.

(ii) (Fundamentalmatrix — Ubergangsmatrix) Ist Y eine beliebige Fundamentalmatrix,
so gilt

Pu(z,m0) = Y(z) Y(x9)™

3.4.5 Beweis

Obwohl das aufgrund der bisherigen Theorie klar sein sollte, rechnen wir das noch einmal
nach.

(i) Die Matrix Y (z) = ®a(x,zo) - C ist als Produkt invertierbarer Matrizen selbst inver-
tierbar und es gilt mit der mehrdimensionalen Leibniz-Produktregel

Yi(z) = (Qa(z,20) - C) = Qa(z,20) - C = Ax) Qu(z,20) - C = Az) Y(2)
(i) Es sei fir zy € I, yo € R™ die Funktion y : I — R™ die eindeutige Losung des AWPs
{ y = Al)y

y(ro) = wo
Es gibt dann einen Vektor ¢ € R, so dass y(x) = Y(x) - ¢ fiir alle € I, deswegen ist
Y(z)-Y(zo)'ye = Y(2) Y(rg) 'V(xg)-c = Y()-c = y(z)
=" Dy(x,20) - Yo
Da dies fiir alle yy € R™ zutrifft, muss Y (z) - Y (zo) ™! = ®a(z, z0) sein.
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3.5 Die Wronski-Determinante

3.5.1 Definitionen

Es sei das linear homogene Differentialgleichungssystem
y = Ax)y (hLDGS).
gegeben.
(i) Sind y1(+),...,yn(+) Losungen von (hLDGS), so heifit die Abbildung

'{I — R
YV - detY(z) = det( yi(z) -+ yalz) )

die zugehorige Wronski- Determinante.

(ii) Die Spur von A ist die Abbildung

I — R

spur A : { r — spurA(z) = ap(z)+ ...+ ap(2).

3.5.2 Satz: Wronski-Determinante

(i) Die Wronski-Determinante w : I — R ist Losung des skalaren linear homogenen
AWPs

{ w' = (spurA(xz))w
w(zg) = det (yi(wo) -+ ynulwo). )

(ii) Es gilt die Liouville’sche Formel

w(z) = exp ( / xspurA(t)dt)-w(aco).

Zo

3.5.3 Beweis

(0) Wir koénnen O.B.d.A. voraussetzen, dass die Matrix Y (z) fiir ein (und damit alle)
x € [ invertierbar ist.

(1) Es sei
Al) = Y '(z)  A(z)-Y(2)

die mit Y'(x) zu A(z) konjugierte Matrix. Man weil aus der linearen Algebra, dass die
(charakteristischen Polynome und damit die) Spuren tibereinstimmen:

spur A(z) = spur A(z).
Wir multiplizieren die Konjugationsgleichung mit Y (z) von links

Y(2)A(z) = Az)-Y(z)



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 46

und betrachten dann die k-te Spalte:
D ap@)y(e) = Al@)y(e) = yi(e). ()
j=1

(2) Wir differenzieren die Wronski-Determinante w geméfl Produktregel und erhalten

w'(z) = [detY](z)

= [D 0@ Yy Yer ) - Ynr)] ()

TI'GSTL

= Z o) - [Wrw) - Yk () * - -+ Ynye(m)) ()

TES

= > 0®) Y @) Y (@) - Y (2)

TES,

+ Z o(m) Y1 (w) - y;c,ﬂ'(k) (@) o Ynamy ()
TESy

s,
— det ( y(x) yi() yn(2) )

Fdet (@) o g0 e () )

+det (3 (z) Y () yn () )

9 et ( X0, @ (x)y; () yi() yn(1) )
+det (yi(e) - il an(@y(x) oo wale))
bdet(n(@) - wlo) 0 T An@n) )

= det (an(@)yi(z) - w(z) - yalx))
bdet (o) o Tl o ))
Fdet (1n(e) o w(e) o Gm@n) )

= (@u(@) + ...+ G(x)) det (u(2) - ml@) - (@) )
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= spurA(z) - det Y(z)
= spur A(z) - w(z).

Die Anfangsbedingung ist trivialerweise erfiillt.

(ii) ist klar mit Satz 1.7.3 (i).

Sommersemester 2018

18. Juli 2018
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3.5.4 Beispiel

Das zweidimensionale linear-homogene Differentialgleichungssystem

(e
y = 1 Y
x2

—_——

SN

=A(z

~

auf D =)0, 00[ x R? hat als eine Fundamentalmatrix
2 —2?lnz
—x x+xhnz )’

1. Rechne nach, dass fiir z > 0 die Matrix Y (z) invertierbar ist.

Y(x)

2. Rechne nach, dass Y die Matrix-Differentialgleichung

erfiillt.

3. Berechne die Wronski-Determinante w zu Y.

4. Teste die skalare Differentialgleichung fiir w.

48
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3.6 Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems

3.6.1 Variation der Konstanten
Wir konnen hier die Ausfithrungen aus dem Abschnitt 1.7.5 in den Vektorfall {ibersetzen.

Um eine Losung fiir das inhomogene Differentialgleichungssystem
y = A(x)y+ b(x) (iLDGS)
zu finden, wendet man das Prinzip der

Variation der Konstanten
der Losung des zugehorigen homogenen Differentialgleichungssystems

an. Dies bedeutet dass man als Ansatz fiir die Losung der inhomogenen Differential-
gleichungssystems den konstanten Vektor ¢ in der Losungsformel 3.3.4 (ii) durch eine
Vektorfunktion ¢(z) ersetzt:

y(x) = Da(x,x0) - c(z).

Man setzt diesen Ansatz in (iILDGS) ein und erhélt mit der Produktregel, die fiir die
Matrixmultiplikation genauso gilt

A(x)y(z) +b(x) = y'(x)
= Py(z,zp) - (x) + A(x) - Pa(z, 20) - ()
= Dy(z,x0) () + A(z) - y(2),

was auf die Gleichung
d(z) = Pa(xo,x)- b(x)

fithrt. Um die Funktion ¢ zu erhalten, miissen wir also nur noch komponentenweise inte-
grieren. Die Integrations—Konstante ist dabei durch die Anfangsbedingung festgelegt:

c(x) = /x D 4(xo,t) - b(t) dt + yo

zo

Die gesamte Losung kann so in einem Satz notiert werden.



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 50

3.6.2 Satz: Losungen des inhomogenen Differentialgleichungssystems
(i) Fiir die eindeutige Losung des inhomogenen AWPs
{ y = Alz)y+b(x)
y(ro) = wo
gilt

y(@) = Dalrz0)- [ / "D (o) b)Y di + o

Zo

— /x D a(x,t) - b(t)dt + Pa(z,z0) - yo.

o

(Beachte die Besonderheit, dass die Variable x sowohl als Integrationsgrenze als
auch im Integranden auftritt.)

(ii) Die Gesamtheit aller Losungen der inhomogenen Differentialgleichung ist gegeben

durch
€T
y(r) = / Du(x,t)-b(t)dt + Gy(x,20) - C ceR"
Zo
& ~ / —_——
spezielle Lésung inhomogen allgemeine Lésung homogen

Die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems setzt sich aus
einer speziellen Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems und der all-
gemeinen Losung des homogenen Differentialgleichungssystems zusammen.

(iii) Der in Satz 3.2.2 (iii) beschriebene affine Unterraum der Losungen hat die Dimension
n.
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4 Skalare Differentialgleichungen héherer Ordnung

4.1 Definitionen
4.1.1 Vorgaben

Wir vereinbaren zunéchst fiir dieses Kapitel, dass N eine feste natiirliche Zahl (ungleich
Null) ist, die in diesem Kontext Ordnung heifit. Unterscheide sie von der Dimension n
von Systemen.

Es sei weiter D eine offene Teilmenge von R und

£ { D — R
' (x’y’y/,.“?y(]\f—l)) = f(xyyaylw'wy(]v_l))
eine stetige Funktion.

Die ungewohnliche Schreibweise fiir einen Vektor y € R als

y = (y,9,y" ...,y

erfolgt im Hinblick auf die nachfolgende Definition.

4.1.2 Hilfestellung

Man betrachte die folgenden Definitionen und Uberlegungen fiir den Fall N = 1, also
D C R2%. Es handelt sich dann um Wiederholungen aus Kapitel 1.

Erinnern Sie sich daran, dass y® die i-te Ableitung der Funktion y : I — R bezeichnet.

4.1.3 Satz und Definition: Lésung einer skalaren Differentialgleichung N-ter
Ordnung

Es sei eine skalare Differentialgleichung N-ter Ordnung

y N = f(r,y, Yy

(Nfl))_
mit stetiger Rechter Seite f : D — R gegeben.

Die folgenden Aussagen iiber eine Funktion y : I — R, wobei I ein Intervall, sind dquiva-
lent.

(A) (Def) y ist Lisung der skalaren Differentialgleichung N -ter Ordnung

(N)

y N = f(r,y, Yy YY)

auf 1.

(B) y ist N-mal differenzierbar und es gilt for alle x € I:

y V(@) = floy@),y(@).y"(@),....y" V().

[ J
-~

eD
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(C) Die Vektorfunktion

(] — RN
y(x)
/
xXr
A ARER N Z/(')
\ y N (x)

ist Losung des Differentialgleichungssystems 1. Ordnung mit Dimension n = N

/

Yo Y1
= F(z,y) = : ,
YnN-2 YN
YnN-1 f(a:ay)

wobei die Rechte Seite F : D — R des Systems die gleiche Definitionsmenge hat
wie f.

4.1.4 Beweis

Anstelle eines formalen Beweises der Aquivalenz (B) < (C) kann man sich mit einem
Erldautern begniigen.

(B) = (C)

Wird eine Losung y der skalaren Differentialgleichung zusammen mit ihren Ableitungen
der Ordnung 1,..., N — 1 in eine Vektorfunktion eingetragen, so enthélt die Ableitung
dieser Vektorfunktion gerade die Ableitungen der Ordnungen 1, ..., N. Wegen y™)(z) =
f(z,y(z),...,y"N=1(x)) folgt insgesamt

/

y(x) y'(z) y'(z)
y' () B y"(x) B y"(x)
yV () y ™ () flay(@), ..., y™ ()
also ist die Vektorfunktion Losung des Systems erster Ordnung in (C).

(©) = (B)

Hat man eine Vektorfunktion y als Losung des Systems erster Ordnung, so ist die erste
Komponente y differenzierbar und gleich der zweiten Komponente y;. Diese ist wieder
differenzierbar und gleich der dritten. Undsoweiter. Insgesamt ist y, also N-mal differen-
zierbar und es gilt

vy (@) = 5" (@) = flayoel@),. .., yn-i(2))
fly(@),...,yN 1V (2)),

also ist yo Losung der skalaren Differentialgleichung N-ter Ordnung in (B).
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4.1.5 Bemerkungen

Eine Differentialgleichung N-ter Ordnung beschreibt also die Aufgabe, bei gegebener
Rechter Seite f eine unbekannte N-mal differenzierbare Funktion z +— y zu finden.
Bei Einsetzung dieser Funktion und ihrer Ableitungen in die Rechte Seite soll auf
der linken Seite die N-te Ableitung (linke Seite) herauskommen.

Da auf der linken Seite die N-te Ableitung explizit (aufgelost) auftritt, spricht man
auch hier wieder von einer expliziten Differentialgleichung N-ter Ordnung.

Eine Losung y : I — R heifit wieder mazimal oder mit maximaler Definitionsmenge,
wenn es eine ,,umfassendere” weitere Losung y : I — R mit

I1G1I und y(x) =y(z) fir xze€l
nicht gibt.
Es sei (zo,Yo0,%1,---,yn—1) ein Punkt in der Definitionsmenge D der gegebenen

Differentialgleichung N-ter Ordnung. Stellt man an eine Losung y der Differential-
gleichung zusétzlich die Anfangsbedingung, dass

y(o) =vo,  Y(ro) =y, .y V(@) = yny,
so spricht man von einem Anfangswertproblem N -ter Ordnung.

Eine solche Anfangsbedingung wird unter Transformation (B) < (C) des Satzes in
die Anfangsbedingung

Yo
y) = | 7
yN.—l

transformiert.

Die Transformation (B) < (C) ermoglicht es, die Existenz- und Eindeutigkeitssétze
aus Kapitel 2 fiir skalare Differentialgleichungen hoherer Ordnung nutzbar zu ma-
chen. Wir nehmen davon Abstand, alle diese Sdtze hier erneut zu formulieren,
wollen nur erwahnen, dass sich qualitative Eigenschaften wie Stetigkeit, Lipschitz-
Bedingungen, stetige Differenzierbarkeit oder Autonomie der originalen rechten Sei-
te f in entsprechende Eigenschaften der transformierten rechten Seite F' iibertragen
lassen.
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4.1.6 Beispiel
Es sei die skalare Differentialgleichung 3. Ordnung

7

y" = )4z y-cosy”

vorgegeben. Nach Definition der (,,transformierten”) Funktionen innerhalb des Funktio-
nenraums C(I,R)

yo(z) = y(x)
yi(z) = y(2)
yo(z) = y'(x)

ist sie dquivalent zum Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

/

Yo Y1
yi = Yo
y2 (Y1)2+9E'YO‘COS}’2
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4.2 Lineare skalare Differentialgleichungen héherer Ordnung

4.2.1 Beispiel: Die geddmpfte Schraubenfeder

Zur Abwechslung mal ein Beispiel. Wir wechseln hier das Symbolsystem. Anstelle der
unabhéingigen Variablen x wird ¢ verwendet. Statt y verwenden wir dann . Das ist seltsam
und léstig, aber in der Physik so iiblich.

Es seien K und R zwei positive Konstanten. Die Differentialgleichung
r = —Kx— Rz

beschreibt die Bewegung eines Korpers, der von einer Schraubenfeder angetrieben wird
und dabei einer Reibung unterliegt.

e Die Variable x steht fiir die momentane Auslenkung der Schraubenfeder aus der
Ruhelage.

e Der einfache bzw. doppelte Punkt iiber dem = bedeutet die erste bzw. zweite Ab-
leitung nach der Zeitvariablen t. Die Ausdriicke & bzw. & stehen also fiir die Ge-
schwindigkeit bzw. Beschleunigung des Korpers.

e Die Beschleunigung (Bremsung) # wird einmal hervorgerufen durch die Federkraft
— K. Geméafl Hooke’schem Gesetz ist sie proportional zur Dehnung = der Feder und
dabei der aktuellen Auslenkung der Feder entgegengerichtet.

e Der zweite Term — Rz steht fiir die Reibungskraft, die als proportional zur Ge-
schwindigkeit modelliert wird. Die Reibung wirkt immer entgegen der Geschwindig-
keitsrichtung.

e Die Gewichtskraft spielt keine Rolle. Notfalls denke man sich die Bewegung des
Korpers horizontal.

4.2.2 Transformation

Die skalare Differentialgleichung zweiter Ordnung ist dquivalent zu dem System der Di-
mension 2

X0 * . . X1
<X1) - F(t7X0;X1) - (—KXO—Rxl )

4.2.3 Ansatz Ohne Bezugnahme auf die Transformation probieren wir einen Ansatz:

x(t) = e % sin(w-t)
i(t) = —pe ? sin(w-t)+we - cos(w - t)
i(t) = 0% - sin(w-t) — 20we % - cos(w - t) — w?e % - sin(w - )

Setzen wir diese Funktion und ihre Ableitungen in die Differentialgleichung ein, so ergibt
sich

2

0*e ™ sin(w - t) — 2owe™? - cos(w - t) — w?e ™ -sin(w - t)

= —Ke % sin(w-t) — R[—pe ? -sin(w - t) + we™? - cos(w - t)]
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und damit, da dies fiir alle ¢ € R giiltig sein muss,
0* —w?® = —K + Ry, —20w = —Rw

2
und daraus, wenn K > RT,

0 = %, w:j:\/K—RTQ.

4.2.4 Eine Losung

Man kann dann direkt nachweisen, dass die geddmpfte Schwingung

wt) = e -sin (@)

eine Losung der Differentialgleichung darstellt. Ihr Graph ist hier abgebildet.

Dank an Frau Dr. Galina Filipuk (Warschau).

4.2.5 Definition Eine (explizite) Differentialgleichung N—ter Ordnung heifit linear,
wenn die Definitionsmenge der Rechten Seite f die Form D = I x RY, I ein Intervall, hat
und dann die rechte Seite sich als

(N)

Y = —ap(x)y —ar(2)y — ... — an_1(z)y™ Y + b(x) (iLDGO)
darstellen lasst mit stetigen Funktionen a; : I - R, ¢ =0,..., N—1und b: I — R.

Wegen des Terms b(x) nennt man die Differentialgleichung zusétzlich inhomogen. Wird

die Funktion b = 0 gesetzt, so spricht man von einer (zugehorigen) homogenen Differen-
tialgleichung

(N)

Y = —ap(x)y —ay(z)y — ... —an_1(z)y™ Y. (hLDGO)

Dass die Koeffizienten mit Minuszeichen versehen sind, hat einen Grund, den wir spéter
kennenlernen werden.

4.2.6 Satz und Definition
Es sei die lineare skalare Differentialgleichung (iLDGO) N-ter Ordnung gegeben.

Die folgenden Aussagen iiber eine Funktion y : I — R sind dquivalent.

(A) (Def) y ist Losung der linearen skalaren Differentialgleichung N-ter Ordnung

y(N) = —ao(z)y — al(x)y’ .. aN—l(x)y(N_l) + b(z).
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(B) Die Funktion y : I — R ist N-mal differenzierbar und die Vektorfunktion

(I — RY
y(x)
/
x
A ARER N Z/(' )
\ y N (x)
ist Losung des linearen Differentialgleichungssystems 1. Ordnung mit Dimension
n=N
vo '\’ 0 10 - 0 Yo
- : 0 : +
0 . e 0 1

4.2.7 Beweis
Es handelt sich um die Transformation aus Satz 4.1.3 (B) < (C). Es ist etwas ausfiihrlicher

/

Yo Y1
YN-2 YN
YN-1 —aop(7)yo — ar(2)y1 — ... — an—_1(7)yn—1 + b(x)
0 10 .- 0 - 0
- : IR 0 : + :
0 e 0 1 VN2 0
—ap(r) —ay(x) - - —an_1(2) YN-1 b(z)
~ - S——
A(x) b(z)

4.2.8 Satz: Existenz und Eindeutigkeit

Ein zu einer linearen skalaren Differentialgleichung hoherer Ordnung gehoriges AWP

( yN) = —ap(x)y —ar(x)y — ... — aN,l(x)y(N_l) + b(x)
y(ro) = Yo

y/(xo) = U

y(Nfl)(xo) = YN-1

\

mit stetigen Funktionen ag,...,ay_1,b: I — R hat eine eindeutige Losung vy : I — R.



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 58

4.2.9 Beweis Man wende einfach nach der Transformation (A) < (B) aus Satz 4.2.6
den Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare System 3.1.3 an.

4.2.10 Satz: Losungsraum bei linearen Differentialgleichungen héherer Ord-
nung

(i) Superpositionsprinzip fiir homogene Differentialgleichungen: Sind die Funktionen y
und y zwei Losungen von (hLDGO), so ist auch die Linearkombination

a-y+a-y

eine Losung.
(ii) Die Losungen bilden einen R-Untervektorraum der Dimension N von C(I,R).

(iii) Ist y eine fest vorgegeben Losung der inhomogenen Differentialgleichung (iLDGO),
so ldsst sich jede Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung (iLDGO) in der
Form

y = y+y

darstellen, wobei y eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
(hLDGO) ist.

4.2.11 Beweis

Dies folgt eigentlich sofort daraus, dass man die allgemeine Theorie iiber lineare Systeme
mittels der Transformation aus Satz 4.2.6 iibertrégt. Nichtsdestoweniger rechnen wir das
nochmal nach.

(1):
(ay + )N (@) = ay™ () + 7™ (@)
= —afa(@)y(z) + ai(@)y'(z) + ... +an-1(x)y™ ) (2)]
— B ao(@)y(x) + ar () (x ) Han- 1(%)?”‘”(%’)}
= —ao(x)(y +y)(x) —aifx

(ii) Man iiberlege, dass eine Menge {yi, ..., yx} von Losungen von (hLDGO) genau dann
linear unabhéngig in C(I,R) ist, wenn die Menge

n Yk

{ yll yfc }
N-1 N-1
¥ T

von Losungen des zugehdrigen Systems erster Ordnung linear unabhiingig in C(7, RY) ist.

Damit kann die Aussage aus Satz 3.3.4 (iii) {iber die Dimension des Losungsraums iiber-
tragen werden.

)(y+N)( )= —anaa(@)(y + )N

V().
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(iii): Tatséchlich ist die Differenz zweier Losungen y und 3§ der inhomogenen Differential-
gleichung (iLDGO) eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

(y—9™M@) = y™(z) - (@)
=~ [ao(@)y(a) + (@) (@) + ...+ ana(@)y ™D (@) + b(o)
+ [ag(@)g(@) + ar ()7 (x) + ... + an—1(2)g" " (@) + b(1)]
= —ao()(y — () —ai(@)(y =9 (@) — ... — a1 (2)(y — )" V()
4.2.12 Satz: Wronski-Determinante bei linearen Differentialgleichungen N-ter
Ordnung

Sind ¥, ...,yny Losungen der linear-homogenen Differentialgleichung N-ter Ordnung

y N = —ap(2)y —ar(x)y — ... —ay_1(z)y™N Y,

so ist die Wronski-Determinante

n Y2 YN
y/ y/ . .. y/

w(r) = detY(x) = det :1 :2 N ()
N-1) (N- N-
A AR

Losung der skalaren linear-homogenen Differentialgleichung
w = —an_1(x)w.

Es gilt also fiir ein g € 1
w(x) = exp (—/ an_1(t) dt) ~w(xg).
zo

4.2.13 Beweis

Es ist
0 1 0o - 0
—an-1(x) = Spur : 0
0 e e 0 1
—ao(x) —ar(x) -+ o —an_1(x)

Damit konnen die Aussagen aus Satz 3.5.2 iiber die Wronski-Determinante bei linear-
homogenen Differentialgleichungssystemen iibertragen werden.
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4.2.14 Satz: Losung des inhomogenen AWPs N-ter Ordnung
Wir betrachten zur inhomogenen Differentialgleichung N-ter Ordnung ein AWP

( y = —ag(r)y —ar(x)y — ... —an1(2)y™ Y + b(x)
y(xo) = wo
y'(xo) = m
(N-1) _
(Y (o) = yn-1-

Die nach Satz 4.2.8 existente und eindeutige Losung des AWPs ist gegeben durch

0 Yo
y(I) = (I)A($7$0)zci1c1' [/ CI)A(I07t) O dt + .
xo :

b(t) YN-1

wobei ® 4(x, ) die Ubergangsmatrix des zugehorigen homogenen Differentialgleichungs-
systems 1. Ordnung ist.

Es sei daran erinnert, dass
Ou(z,m0) = Y(2)-Y(x9) ",

wobei Y eine Fundamentalmatrix des zugehorigen homogenen Differentialgleichungssy-
stems 1. Ordnung ist. Das heif3t es ist

Y1 Y2 YN
Yh Yy o Yn
Y(z) = : : .| @)
N-1 N—-1 N—-1
TR A RO

mit N linear unabhéngigen Losungen 1, ¥s, ..., yn von (hLDGO).

4.2.15 Beweis

Wir wenden den Satz 3.6.2 iiber die Losung eines linear inhomogenen Differentialglei-
chungssystems auf das System in Satz 4.2.6 (B) an, das durch Umschreiben der urspriing-
lichen Differentialgleichung N-ter Ordnung entsteht.

Damit erhalten wir

y/(l’) 0 Yo
V(@) - @A(x,xo)-[/ Pafeot) | 0| dt+ al
y V(@) b(t) Yn-1

Die erste Zeile dieser Gleichung ist gerade die Aussage des Satzes.
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4.2.16 Bemerkungen

1. Im allgemeinen kann die Berechnung einer speziellen Losung der inhmogenen Glei-
chung gemaf Satz 4.2.14 sehr aufwéandig werden. Oft ist es so, dass man mit einem
geeigneten Ansatz eine Losung schneller auffinden kann.

2. Einen Alternativzugang zur Berechnung der speziellen Losung bietet das Redukti-
onsverfahren von d’Alembert. Es wird in dieser Vorlesung nicht behandelt.
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4.3 Exkurs: Nullstellen von Polynomen

Es sei
p(z) = a2V +an- 12N+ 4 aiz +ag
ein Polynom mit Koeffizienten ay, ..., a1,a9 € C. Im Fall ay # 0 hat es den Grad N, es
kann dann
— . N an—1 _N—1 ai a
p(z) = an- (2" + 522 T 4+ )

geschrieben werden. Der Koeffizient von 2z in dem Polynom in Klammern ist 1. Ein

solches Polynom heiBt normiert. Da dieser Ubergang zum normierten Polynom die Null-
stellen nicht verdndert, beschranken wir uns im folgenden nur auf solche normierten Po-
lynome.

4.3.1 Satz und Definition Es sei

p(z) = zN—i——ag; zN_1+...+%z+5—g

ein normiertes Polynom N—-ten Grades und 1 < ¢ < N. Die folgenden Aussagen iiber eine
Zahl \ € C sind aquivalent:

(i) (Def) A ist eine f~fache Nullstelle des Polynoms.
(ii) A ist Nullstelle der Polynome p,p’,p",...,p"Y, aber nicht von p(®.

(iii) Es gibt ein normiertes Polynom ¢, vom Grad N — ¢, so dass

pz) = =Nz wd  @N) 20
Anders formuliert: Aus p kénnen genau ¢ Linearfaktoren (z — \) abgespalten werden.

4.3.2 Beweis

(iii) = (ii) Es habe p die Darstellung von (iii). Wir zeigen per Induktion iiber j =

0,...,¢—1, dass fiir die j-te Ableitung ein Polynom ¢;, vom Grad N — /¢ existiert mit:
P = (=N gz)  wd ge(A) A0

Daraus folgt dann die Aussage (ii).

Der Induktionsanfang steht in der Aussage (iii). Zur Durchfithrung des Induktionsschritts
wende man die Leibniz—Produktregel an, es folgt

V() = (=) =N gie(2) + (2 = N - gj(2)
= (z2— )\)e—(j+1) - [(¢ - j)qﬂ(z) +(z=N)- q;?é(z),]'

N

-~

=: qg’+1,l(z)

Es ist weiter zusehen, dass ¢;+1,¢ den Grad N — £ hat und dass

G+16(A) = (L= 7)ge(N) + (A=) - g, () # 0.
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(ii) = (iii) Wir zeigen mit Induktion tiber j = 1,...,¢: Aus p konnen j Linearfaktoren
(z — \) abgespalten werden. Induktionsanfang j = 1: Es gilt

p(z) = p(z) —p(A) =
= a(z—N+ ... Fay VAT 4 Y =AY,

Fir k=1,..., N ist aber weiter

PN = (= A) T TN 4 TIN L AT N

=:ex(2,A)

und deshalb

p(z) = (2 = A) - (a1 + azea(z,A) + ... +an-1en-1(2, A) + en(z, ).

—a1(2)

Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir j < ¢ bewiesen ist. Das Polynom hat also die
Darstellung

p(z) = (2 = A - g;(2).

Esist j < ¢ — 1 und daher nach Voraussetzung in (ii): p/)()\) = 0. Eine genauere Uberle-
gung mit Hilfe einer j—fachen Anwendung der Leibniz—Produktregel (oder mit den Satz
von Taylor) zeigt, dass dann

g;(A) =0

sein muss. Das aber bedeutet (vgl. Induktionsanfang), dass aus dem Polynom g; ein Faktor
z — A\ abgespalten werden kann. Insgesamt kann also

pz) = (z =AY - q;(2) = (2 = A - (2 = N gja(2) = (2 = A" gy (2)

mit einem Polynom ¢4, vom Grad N — (j + 1) geschrieben werden.

4.3.3 Satz: Fundamentalsatz der Algebra

Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad N > 1 mit komplexen Koeffizienten.
(i) Das Polynom p hat eine Nullstelle A € C.

(ii) Es gibt einen Datensatz

(b1, M), (b2, A2), ..., (Lg, Ng) e N C
mit paarweise verschiedenen \; und
b+ ...+, =N,
so dass
p(2) = (=2 (2= )2 (2= A"

Das Polynom zerfillt also komplett in Linearfaktoren.
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4.3.4 Beweis
Die Aussage (i) konnen wir hier nicht beweisen.
(ii) folgt aus (i) aufgrund des vorhergehenden Satzes.

Die letzte Aussage kann auch auf Polynome mit reellen Koeffizienten angewandt werden.
Uber die komplexen Nullstellen );, die in den Linearfaktoren auftreten, kann man hier
genaueres sagen:

4.3.5 Satz:
Es sei p ein normiertes Polynom vom Grad N > 1 mit reellen Koeffizienten.

(i) Ist A € C eine ¢-fache Nullstelle, so ist auch die konjugiert komplexe Zahl )\ eine /-
fache Nullstelle. Das ist natiirlich nur fiir echt komplexe Zahlen (mit Imaginérteil ungleich
Null) interessant.

(ii) Es gibt einen Datensatz, bestehend aus

(I) <€17>\1)7(€27A2)7~‘-;(€7’,A7‘) e NxR
(1) (ma, ), (i, pi2), - (g, p1s) € N> (CAR)
(H) (mlvﬁl)v (mQ’ﬁQ)v SRR (msaﬁs) € N x (C\R)

mit paarweise verschiedenen zweiten Komponenten A, p., z, und

b+ .+ 0. +2(my+...+mg) = N,

so dass
Pz) = (2= MM (2= A) (2= A
(z—p)™ - (z=m)™ .. (z—ps)™ (2 —5)™
= (Z—)\l)gl'(Z—Ag)&-...-(z—)\r)h-
(z2 — 2Re(,u1) + |’u1|2)m1 e (z2 _ QRG(MS) + |/’LS|2)mS‘

Das Polynom zerfallt also komplett in reelle Linearfaktoren und reelle quadratische Fak-
toren.

4.3.6 Beweis

(i) Ist p(A\) = 0, so ist auch p(A) = p(A) = 0. Die gleiche Uberlegung gilt fiir die Ablei-
tungen.

(ii) Je zwei Potenzen von Linearfaktoren (z — p;)™ und (z — ;)™ fiir j = 1,..., s mit
echt-komplexen p; konnen zur Potenz der quadratischen Faktoren

(2 = p)™ (2 = 15)™ = (2* = 2Re(p;)z + | |*)™

zusammengefasst werden.
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4.4 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten

4.4.1 Definition Eine lineare skalare Differentialgleichung, die in der Form

y M tany yV V4 tay fay = 0
mit Konstanten a; € R, i =0,1,..., N — 1 dargestellt werden kann, heif3t mit konstanten
Koeffizienten.

4.4.2 Bemerkungen
e Eine solche Differentialgleichung kann natiirlich auch explizit geschrieben werden.
e Man beachte, dass die Rechte Seite
— (an- y N4t ay +ag y)
auf ganz I = R definiert ist.
e Aus den Koeffizienten a; kann das so genannte charakteristische Polynom
p(z) = Naan 12N+ az+ag

gebildet werden. Setzt man umgekehrt in das Polynom den Differentialoperator 0,
ein, so kann die obige Differentialgleichung kompakter und abstrakter geschrieben
werden als

p(0x)y = 0.

Der im Beispiel 4.2.1 erfolgreiche Ansatz fithrt insgesamt auf den Losungsraum in dem
folgenden Satz.
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4.4.3 Satz: Losungsraum fiir linear homogene Differentialgleichung N-ter Ord-
nung

Es sei

(N)

p(Ox)y = y* + aN,ly(Nfl) +...4+ay +ay = 0

eine linear homogene skalare Differentialgleichung N-ter Ordnung mit konstanten reellen
Koeffizienten.

Betrachte fiir das charakteristische Polynom p den in Satz 4.3.5 beschriebenen Datensatz.

(i) Gehort (¢, \) zum Datensatz (I), so sind die ¢ Funktionen

yio,,\) () = e
?/El,,\)(x) = - e
Yo (@) = a? - e
Y1 n(@) = pth e

Losungen der Differentialgleichung.

(ii) Gehort (m, ) mit g = o + iw zum Datensatz (II), so sind die 2m Funktionen

Yo () e?” cos(wz) Y(0,) (z) e?” sin(w)
Y@ = x - 2" cos(wr) YL T) = x - e sin(w)
?JEIQ’M)CE) = 2 . 0% cos(wx) y?lu) (x) T2 . eo” Sin(wx)
yélm—w)(x) ™1 e cos(wr) y{‘m_w) (x) m=l. e gin(wz)

Losungen der Differentialgleichung.
(iii) In (i) und (ii) sind insgesamt

OL+...+6.+2(my+...+mg) = N,

Losungen aufgelistet. Sie bilden eine Basis des gesamten Losungsraums.

4.4.4 Beweis von Satz 4.4.3 (i)

Es sei A eine fixierte ¢-fache reelle Nullstelle des charakteristischen Polynoms p. Es gilt
dann

p()fa -] = p(0.) 3] ]

(Die Ableitungen vertauschen)
— J Azl 97 Az
= Kp(0:)e™] = 0y p(A) e™]
(Leibniz Produktregel fiir hohere Ableitungen)
J

(Ym0
1) N—~—

=0 >



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 67

4.4.5 Vorbereitung 1
Es ist

2(02) ( e” cos(wa) ) _ ( Rep(e +iw) —Tmp(e+ iw) ) ( e” cos(we) ) '

€% sin(wz) Imp(o+iw)  Rep(o+iw) e?” sin(wx)

4.4.6 Beweis
Die Aussage muss nur fiir Monome p(z) = 27, j € N, gezeigt werden.

Der Induktionsanfang j = 1:

o ((emen ) (2w (emen),

Induktionsschritt j — j + 1:
pi+! e ‘”cos(wx) _ 0,0 QZcos(wx)
sm(ww) e?” sin(wx)

Re(o + iw)? —Im(o + iw)’ e cos(wx
)J
0

Im(o+iw)’  Re(o+ iw

<R e(e+iw)’  —Tm(g+iw)’ )
)

o+iw)  Re(o+iw)’

( )
< Re(o +iw)’ —Im(p+ iw)
Im(o + zw)J Re(o + iw)’

(0 + iw)’

(0 + iw)’

4.4.7 Matrix-Differentiation

Der Beweis von Aussage (ii) liesse sich ,,verniinftig” und ,,einfach” erbringen, wenn man
Differentialrechnung fiir Funktionen mit komplexer Variabler anwenden konnte. Da wir
darauf nicht darauf zuriickgreifen wollen, miissen wir einen ziemlichen Aufwand betreiben.

Wir ,imitieren” die Differentiation nach einer komplexen Variablen p durch eine ,,Matrix-
Differentiation” fiir C*°-Funktionen

R? — R?
fr (Q) (fl(@,w))
H )
w f2<97 (,U)
die wie folgt definiert ist:
C*(R* R?) — C>*(R%* R?)

Oy (j‘%) %%(_85“, g;))(gggg)
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4.4.8 Vorbereitung 2

Ein sei p ein reelles Polynom. Es ist bei Anwendung von 0, auf die in den beiden Spalten
stehenden C*-Funktionen R? — RR?

Rep(o+iw) —Imp(o+ iw) B Rep/(o+iw) —Imp'(o+iw)
P\ Imp(o+iw) Replo+iw) ) \Imp(o+iw) Rep(o+iw) )’

Hier kommt komplexer Kalkiil vor, nicht aber die Differentiation nach einer komplexen
Variablen.

4.4.9 Beweis

Mit sorgfaltiger Nachrechnung sieht man
0, Oy Rep(o+iw) —Imp(o+iw)
-0, 0, Imp(o+iw)  Rep(o+iw)
( 9, Rep(o +iw) + 9, Imp(o +iw) —38,Imp(o + iw) + d, Rep(o + iw) )

N[ =

N[ =

—0,Rep(o+iw) +0,Imp(o+iw)  J,Rep(o+ iw) + 0, Imp(o + iw)

(Real- und Imaginérteilbildung sind R-linear)

< Re d,p(0 + iw) + Im dup(o +iw) —Imd,p(o + iw) + Redup(o + iw) )
—Red,po+iw) +Imd,p(o +iw)  Red,p(o + iw) + Imd,p(o + iw)
< Relp'(0 +iw)] + Im[ip' (0 + iw)]  Relip/(0 + iw)] — Im[p' (0 + iw)] )
— Relip/(0 + iw)] + Im[p'(¢ +iw)]  Re[p/(o + iw)] + Im[ip (0 + iw)]
_ (Rep’(g+iw) —Imp'(g+z'w))
Imp'(o+iw) Rep'(o+iw) |’

N |

N =

4.4.10 Beweis von Satz 4.4.3 (ii)
Es gehore also (m, p) mit p = o+ iw zum Datensatz (II). Es ist dann fiir j =0,...,m—1

27 e cos(w)
p(0:) ( 27 e?” sin(wz) )
(Nachrechnen fiir j = 1)
[ €2* cos(wr)
— .
= 22) [a“ ( e sin(wz) ) }
(Die Ableitungen vertauschen)
; e cos(wr)
_ o
% [p(@x) ( e?” sin(wx) ) }
(Vorbereitung 4.4.5)

o[ Replo+iw) —Imp(o+iw) e cos(wx)

B “[< Imp(o+iw)  Rep(o+iw) ) ( €% sin(w) )]

(Leibniz Produktregel fiir hohere Ableitungen)

B i J -875 Rep(o+iw) —Imp(o+ iw) i~ e?” cos(wz) ]

N —\i) L A\ Imp(o + iw) Rep(o + iw) " e?” sin(w)
(Vorbereitung 4.4.8)

_ i: INT Rep@(g +iw) — Imp(’:)(g + iw) i e cos(wx) ]
—~\i) !l Imp@(o+iw)  Rep®(o+iw) p e?” sin(w)

-~

=0

= 0.
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4.4.11 Beweis von Satz 4.4.3 (iii)

Eine beliebige Linearkombination aus den in (i) und (ii) aufgelisteten Funktionen kann
geschrieben werden als

g (x)eM”

_l’_
+ ¢i' (z)e? cos(wiz) +
+ ¢ (z)e? " sin(w1z) +

qI (m)ekr;t
g5 (z)e?* cos(ws)

¢ (z)e%® sin(wsx)

S

++ +

mit Polynomen ¢; vom Grad < ¢; und gj', q? vom Grad < m;.

Es ist zu zeigen, dass diese Linearkombination nur dann gleich Null sein kann, wenn alle
Polynome ¢}, ¢j', ¢j' gleich Null sind.

Wegen

qj (x) - e¥" - cos(w;w) + qj' (x) - €% - sin(w;x)

wixT —wsiT = wiT —wsiT
e J"+e J e J —e J

— q;l(l') . eQ]'I . 5 —+ q?(x) . egjx . 57
= 3 (¢ (@) —ig/ (@) e + 3 (¢ () + iqj' (x)) "

J
~~

=:q;'(z) =:q()

kann die Linearkombination umgeschrieben werden in
& (@) 4+ gl )M
+ @ () 4+ g (e
@ (@) 4 g ()

mit (verdnderten, jetzt komplexen) Polynomen gj' und cj? vom Grad m;. Es ist klar,

dass die Polynome ¢;' und ¢;' genau dann verschwinden, wenn die Polynome ¢;' und ¢j'
verschwinden.

Es bleibt also noch zu zeigen, dass eine Funktion

k
> gl - e
j=1

mit Polynomen ¢; und paarweise verschiedenen komplexen Zahlen 7; genau dann gleich
der Nullfunktion ist, wenn alle Polynome ¢; gleich Null sind. Wir fithren diesen Beweis
per Induktion iiber k£ € N.

Fir k£ = 1 ist die Aussage klar. Wir nehmen an, dass sie fiir £ € N gezeigt ist.

Wir multiplizieren den Null-Ansatz

mit e~ "+1* und erhalten

k
> a@)el T 4 () = 0.
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Es sei K := gradqg+1 + 1. Wir differenzieren K-mal nach x und erhalten wieder mit der
Leibniz Produktregel fiir hohere Ableitungen

E K
Z Omgi(x) - 9 —melimr)r =
j=1 m=0
und dann
k K
Z Z a;n AJ(:L‘) : (T] - T]g_t,_l)K_me(Tj_Tk-&-l)x = 0.
7=1 m=0

Nach Induktionsvoraussetzung sind die Polynome

K
SO0 (@) - (= me) S = 0
m=0

fir j =1,..., k. Losen wir fiir beliebiges und festes j diese letzte Gleichung nach §;(z)
auf, so ergibt sich

Q@) = —(r—=m) D07 (x) - (15— m)™

m=1

Also ist das Polynom ¢; eine Linearkombination seiner Ableitungen. Das geht aber nur,
wenn ¢; = 0.
Weiter wissen wir aus Satz 4.2.10 (ii), dass es hochstens N linear unabhéngige Losungen

geben kann. Damit bilden die N Losungen eine Basis des Losungsraums.

4.4.12 Bemerkung

Die geméf Satz 4.2.8 existierende eindeutige Losung y des linear homogenen AWPs N-ter
Ordnung

y M +anyyV Y+t ay ay = 0
y(zo) = Yo
(N—1) _
Y (mo) = yn-1

mit N Anfangsbedingungen kann mit Hilfe der in Satz 4.4.3 angegebenen Basis

des Losungsraums als Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems

U1(mo) - Cr + Uo(x0) - Cy + ... + gn(xo) - Cn = o
_(N—-1) (N—1) (N—1)

g (o) Cr A+ Py (wo)-Co + ...+ Oy (w0)-On = yn-1

gewonnen werden.
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5 Lineare Differentialgleichungssysteme mit kon-
stanten Koeffizienten

5.1 Einstieg
5.1.1 Definition

Ein linear-homogenes Differentialgleichungssystem heifit mit konstanten Koeffizienten,
wenn die Matrixfunktion A : I — R™*™ konstant ist.

In diesem Fall kann O.B.d.A. I =R und D = R x R" gesetzt werden.

Es geht also um Systeme der Form

y = Ay (kLDGS)

5.1.2 Autonomie

Da ein linear-homogenes Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten auto-
nom ist, gelten die folgenden Aussagen. Es sei xo € R fixiert.

(i) Ist y : R — R™ eine Losung, so ist auch y(- —x¢) : R — R" eine Losung.

(i) Ist Y : R — R™ " eine Wronski-Matrix (bzw. Fundamental-Matrix), so ist auch
Y (- —x) : R = R™" eine Wronski-Matrix (bzw. Fundamental-Matrix).

(iii) Fiir Ubergangsmatrizen gilt:

S y(z,29) = Palr — 20,0).
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5.2 Ahnlichkeitstransformation und Blockzerlegung

5.2.1 Satz: Ahnlichkeitstransformation

Es seien die beiden linear-homogenen Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koef-

fizienten
/

y = Ay, (xa)
2= Jz (%)

mit A, J € R™" gegeben. Es existiere eine reelle invertierbare (Transformations-)Matrix
E, so dass

J = E'AFE bzw. A = FEJE!
d.h. die beiden Matrizen A und J sind dhnlich (= konjugiert).
Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i) Ist z : R — R"™ eine Losung von (), so ist y := Ez : R — R" eine Losung von

(%4).

(i) Ist Z : R — R™" eine Wronski-Matrix (bzw. Fundamental-Matrix) fiir (%), so ist
Y :=FEZ:R — R"™" eine Wronski-Matrix (bzw. Fundamental-Matrix) fiir (x4).

(iii) Fiir Ubergangsmatrizen gilt:

Oy(z,20) = Eds(x,20) E"

(iv) Ist z: I — R™ die (eindeutige) Losung des inhomogenen AWPs

I 7 7. n
2 = Jy+0b(z) mit b:I — R
2(xg) = 2o zo € R,
so ist die Funktion y = Ez : I — R” die (eindeutige) Losung des inhomogenen
AWPs
/ _ P T
{ y = Ay+b(x) wobei b(x) = FEb(z),
y(ro) = Yo, Yo = FEz.

5.2.2 Beweis

(iv) Existenz und Eindeutigkeit sind im Satz 3.1.3 iiber allgemeine lineare Systeme ent-
halten. Wir rechnen nach

y'(z) = (B2)(z) = EZ(z) = E[Jz(z)+b(z)] = EJE'Ez(z)+ Eb(z)
= Ay(z) + b(x).

Die Aussagen (i) und (ii) sind harmlos-andere Versionen oder Spezialisierungen dieser
Aussage (iv).

Ist Z eine Fundamentalmatrix fiir (), so gilt mit Y := EZ gemaf (ii)
Pu(z,m0) = Y(x)-Y(xo)' = EZ(x) - (EZ(20))""
= EZ(zx) Z(xg) 'E™' = E® (v, 20) B

und das ist (iii).

fIn der SH-linearen Algebra ist T := E~!
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5.2.3 Satz: Blockzerlegung

Zu dem linear-homogenen Differentialgleichungssystem

v\’ Ay Y1
A
Y2 2 Y2
= - : (*)
Yr Ar Yr
— ~~
—y —A =y
mit quadratischen Matrizen A; € R™*™ und n; + ... + n, = n betrachten wir die

Komponenten-Systeme

(i)

Yy = Aiyi (*:)
Die Funktion y : R — R™ ist eine Losung von (x) genau dann, wenn fiir jedes
i =1,...,r die Komponentenfunktion y; Losung der Differentialgleichung (x;) ist.

Die Matrixfunktion

Yi
Yo

Y = . ;R — R™"

Y,

ist genau dann eine Wronski-Matrix (bzw. Fundamental-Matrix) fir (%), wenn fiir
jedes i = 1,...,r die Matrixfunktion Y; eine Wronski-Matrix (bzw. Fundamental-
Matrix) fiir (x;) ist.

Fiir Ubergangsmatrizen gilt:

‘1>A1(507$0)( )
D a, (z,20
Py(z,m0) =

D4, (z,0)

Die Funktion y : I — R™ ist genau dann die (eindeutige) Losung des inhomogenen
AWPs

/ _ b1 Yo1
y = Ay+d) mit b= : I = R" y= : e R",
y(zo) = y ' '
0 0 by Yor

wenn fiir jedes i = 1,...,r die Funktion y; : I — R™ die (eindeutige) Losung des
folgenden inhomogenen AWPs ist:

{ vi = Ay + bi(x)
yz’(l’o) = Yoi-

5.2.4 Beweis ist nicht notig.
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5.3 Losung bei Komplex-Diagonalisierbarkeit

5.3.1 Satz: Komplex-Diagonalisierbarkeit
Fiir die Matrix A € R™ " sei

(2\1,...,)\g,yl,...,u@,y_l,...,,u_m), {+2m = n,

J

~~ ~ ~~

€R €C\R €C\R

die n-Folge der Nullstellen des charakteristischen Polynoms y 4.

74

A sei komplex-diagonalisierbar, das heif3t, es existiert eine n-Folge von R-linear unabhéngi-

gen Vektoren
—_— —_— n
{v1, ..., Vg, W1, . Wiy, WY, ..., Wyt C C

so dass die folgenden &dquivalenten Aussagen gelten:

(A) Esist
AUj = /\j’Uj, j:l,...,f7
Aw] et /J,]’u)]7 jZl,...,m,
Aw;, = @, j=1,...,m.
(A") Esist
A1
Ae
1
Jo = = E:' A FEg,
Hm
I
Hm
wobei
Ec = (U1, 00, W1, ..., Wy, W1, .., Wyy)-
(B) Esist
A’Uj = )\jUj, j:].,...,g,
A Rew; = o Rew; —wjImw;, j=1,...,m,
Almw; = p; Imw; +w;Rew;, j=1,...,m.
(B') Esist
A1
Ae
01 w1
Jr = a1 e = E;' A Eg,
Om Wm
—Wm QOm
wobei

Er = (v1,...,v,Rewy, Imwy,...... , Rewy,, Imw,,).
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5.3.2 Beweis
Die Spalten in der Matrix-Gleichung aus (A’)

A1

Ae
M1

geben genau die Gleichungen in (A) wieder.
Genauso geben die Spalten in der Matrix-Gleichung aus (B’)

A1

)
01 w1

Er o = AP

Om Wm
—Wm Om

die Gleichungen in (B) wieder.

Die Implikation (A) = (B) wird so gezeigt:

A-Rew; = A-"5% = J(jw;+5w;) = o Rew; —w; Imuy

A-Imw; = A-wj;i@ = =(pjw; —mw;) = 0; Imw; + w; Rew;

Die Implikation (B) = (A) wird so gezeigt:
= (0; Rew; —w;Imw;) + i(0; Imw; + w; Rew;)
= 9j (Rew; +ilmw;) + iw;j(Rew; + i Imw,)

= ,U/j wj.

5
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5.3.3 Satz: Ubergangsmatrix bei Komplex-Diagonalisierbarkeit

Das linear-homogene Differentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten

A1
Ae
01 w1
y/ — —w1 01 y
Om Wm
—Wm Om
=J
hat als Ubergangsmatrix
6)‘1 T
et T
€21 cos(wiz) €21 sin(wix)
(I)J(a: O) _ —e®1%gin(wiz)  ef1® cos(wiz)
) =

e2m® cos(wmx) €2 sin(wmx)
—efm® sin(wmx)  e2mT cos(wma)

5.3.4 Beweis

Wir brauchen das nur fiir einen einzelnen 2 x 2-Block nachzurechnen. Es ist

e®® cos(wz) e sin(wx) ! - 0e9% cos(wz) — wel® sin(wzx)  ef® sin(wz) + we? cos(wz)
—e?®sin(wx)  e2® cos(wzx) —0e9% sin(wz) — we?® cos(wx)  pef® cos(wz) — we?” sin(wx)

o 0 w e?% cos(wz)  ef® sin(wx
- —w —ef® sin(wx)  e2* cos(wz :

5.3.5 Algorithmus

Insgesamt ergibt sich ein Algorithmus fiir die Losung eines linear-homogenen Differenti-
algleichungssystems mit konstanter komplex-diagonalisierbarer Matrix A.

1. Berechne mit Hilfe des charakteristischen Polynoms die reellen und echt-komplexen
Eigenwerte.

2. Berechne zu jedem Eigenwert eine Basis des zugehorigen Eigenraums.

3. Befiille mit den (Real- und Imaginérteilen der) Eigenwerten die reelle Normalform-
Matrix Jg.

4. Befiille mit den (Real- und Imaginérteilen der) Eigenvektoren die Transformations-
matrix Fg.

Ermittle die Ubergangsmatrix @, (z,0) fiir das System 2’ = Jgz.
Berechne eine Fundamentalmatrix fiir das System ¢’ = Ay als Eg - @, (z,0).

Wenn gewiinscht, berechne die Matrix Eg L

S

Berechne die Ubergangsmatrix ® 4(z,0) = Eg - @ (,0) - Ex'.
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5.4 Beispiel eines linear-homogenen Differentialgleichungssy-
stems

Wir betrachten das im StEx (nv) FO5 T3 A4 aufgetretene Beispiel eines linear homoge-
nen Differentialgleichungssystems, das zweidimensional, erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten ist. Ein weiteres Beispiel ist HO2 T3 Ab5.

5.4.1 Aufgabe

Bestimmen Sie die Menge der auf R definierten Losungsfunktionen des Differentialglei-
chungssystems

yit) = () +4ya(t)
ys(t) = 2y1(t) + 3ua(t)

5.4.2 Losung 1

Das charakteristische Polynom ist
1—=z 4
xa(z) = det< 5 3—2) = 1-2)(3—2)-38
= 22—-42-5

und hat die beiden Nullstellen \; = 5 und Ay = —1.

Zugehorige Eigenvektoren werden so ermittelt:

1—5 4 i B
9 3-5 )" T =
1+1 4 i (1
9 341 )% 7 2=\ 1 )

Es sind also

5 0 11
- h) -0 y)

Wir erhalten also eine Fundamentalmatrix fiir das System aus der Aufgabenstellung

1 1 et 0 et et
o = oo — (1 )(58) - (45
1 —% 0 et et —%e t

Die beiden Spalten spannen den Losungsraum auf.

—_ =

N
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5.4.3 Losung 2
Leite die erste Gleichung ein weiters Mal ab und eliminiere die zweite Funktion.
vl = yi+4yy, = yy+ 42y + 3y

3
=y +42y + Z(ZA —y)] = 4y, + 5y

Wir erhalten eine skalare linear-homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten:

=4y =5y = 0 (%)

die wir mit Hilfe des Satzes 4.4.3 16sen. Das charakteristische Polynom
p(z) = 22—42-5 = (z+1)- (2 —5)

hat die beiden Nullstellen
A =5, Ao = —1,

so dass sich die beiden Funktionen

yu(t) = €, Yio(t) = e

als Basis des Losungsraums der Differentialgleichung (%) ergeben. Die Menge aller Losun-
gen von () ist somit gegeben durch

yl(t) = €5t . Cl + €7t . CQ
Daraus kann die Funktion

w(t) = 1) —n@)] = (6™ Cr—e-Cy) = (" Crt e )
= e5t . Cl — le_t . 02

2

berechnet werden. Es ergibt sich dann als Losungsraum des gegebenen Differentialglei-

chungssystems
vi(t) _ eSO +et-Cy
(yz(t))_<e5t~01_%e—t.02 ,C1,Cr eR 5.

() mom
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5.5 Losung bei Nicht-Diagonalisierbarkeit

5.5.1 Satz aus der Linearen Algebra: Jordan-Normalform

Das charakteristische Polynom einer gegebenen Matrix A € C™*™ zerfallt iiber C in Line-
arfaktoren mit paarweise verschiedenen Eigenwerten:

xa@) = (=D)" (= )" ... (z = )"
Dann gibt es eine endliche Folge von natiirlichen Zahlen

(611,...761]\71,/@217...’£2N2,...7...7...7€t1,...’gtNt>7
[ S - N—_——

v~ v~

Zzel ZZEQ szt

N J/

S=n

eine invertierbare (Transformations-)Matrix £ € C*™™ und eine Matrix J € C™" mit
den folgenden Unterteilungen in ,,Spaltenmatrizen” bzw. Blocke:

E = (E - - - E)eC"™
J1 o - -0
0 Js . :
J = N . . . . 6 (CTLX’n
0 o I
mit
E] = ( Ej Ej,Nj )E CTLXZJ'
Jj1 0 0
0 Jjo
_ . . . . . 0 x4l
J] - . ‘. . . : S C% 7,
0 0 ‘]j,Nj
(7=1,...,t) und dann
Ej, = ( vk Vikty ) € Crbs
A 10 0
0 A 1
ij = 0 e (Ceijéjk7
1
0 0 A
so dass
A Aj Vjkms falls i = 1,
/L)k b b )
]7 7m
A E = E J oder dquivalent A‘] Uj,k,m + /Uj,k,m—17 faHS 1€ {2, e 75]]?}7

firallej=1,...,tund k=1,..., N;.



S. Hilger — Gewdhnliche Differentialgleichungen (GYM/BA/RS) — Sommersemester 2018 — 18. Juli 2018 80

5.5.2 Zusatz: Reelle Normalform bei reeller Matrix

Es sei A € R™ " eine reelle Matrix. Das charakteristische Polynom zerféllt iiber C in
Linearfaktoren mit paarweise verschiedenen Eigenwerten:

xa(z) = (=X (z=XN)%2-. .. (z=\)"-
(= )™ (e =™ e (2 )™ (2 = )™
Wir nehmen Bezug auf den vorherigen Satz 5.5.1.

(i) Die Transformationsmatrix £ und die Jordan-Normalform J kénnen so gewéhlt
werden, dass die den einzelnen Eigenwerten zugeordneten (i.a. komplexen) Spalten-
Untermatrizen E; und Diagonal-Untermatrizen J; in der folgenden Reihenfolge auf-

treten.
B, = K
J] — J] ] — 17 Lo, T (bei reellen Eigenwerten)
B = E
J]+1 == J] ] =T + 1, T + 3’ ey T + 28 — 1 (bei echt-komlexen Eigenwerten).

(ii) Die Transformationsmatrix £ und die Jordan-Normalform J kénnen so gewihlt
werden, dass nur noch Spalten-Untermatrizen bzw. Diagonal-Untermatrizen der fol-
genden Form auftreten:

Ej = (Uj,k,l S Wik, )ERnxéjk’
Aj 10 - 0
0 A 1
T = | 0o | e R
1
0 0 A
oder
(Ej Ej+1,k) — (Uj,k,l Ce e Wik TIRI e e e m)
wji 10 0 0 0
0 py 1
0
1
(ij 0 ) — 2 e C2lr)x(20)
0 Jjtk 0 - v =« 0 W 1 0 - 0 '
0 w1
0
1

c (Cnx(%jk)
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(iii) Die Transformationsmatrix F und die (jetzt: reelle) Normalform J kénnen als reelle
Matrizen gewéhlt werden, so dass nur noch Spalten-Untermatrizen bzw. Diagonal-
Untermatrizen der folgenden Form auftreten:

Ej = (Uj,k,l N R )ERnxéjk
A, 10 - 0
0 A 1
ij = P eReijij,
1
0 0 A
oder
Ejk = (Revj’kvl Imvjpa oo o Revjge, Imujpe, >€Rnx(2ejk)
() @ 0 - 0
0 () (1)
:]vjk = : Lo, e R@lr)x (k)
(1)
0 0 (1)
wobei

N 05 Wj 2x2 _ Lo 2x2
w = (8 9 )ere = (g ] )ern

5.5.3 Beweis

(i) Ist p; ein echt-komplexer Eigenwert, so wende man auf die zugehorigen Gleichungen

W Vjkm + Vjkm—1, Tfallsm e {2,...,0;},
fir alle k =1,...,N;

Avjpm = { Hj Vjkms falls m = 1,

aus Satz 5.5.1 die Komplex-Konjugation an. Man erhélt die Gleichungen

i ksm 05 Uj oo + Ui eom—1, fallsm e {2,...,0;},

fir alle k =1,...,N;

und diese beschreiben genau die Untermatrizen E und J_j, die zu p; gehoren. Durch
entsprechendes Umordnen der Spalten-Untermatrizen in £ und Diagonal-Untermatrizen
in J kann man erreichen, dass E;;1 = E; und J;;; = J;.

(ii) Das folgt aus (i), indem man einfach die Spalten-Untermatrizen in ( E; E; ) und

0 ) umordnet.

Diagonal-Untermatrizen in i
0 J;
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(iii) Wir betrachten also fiir festes (j, k) eine einzelne Spalten-Untermatrix ( Ej;  Eji1y )

gk L
und Diagonal-Untermatrix e 0 wie in (ii).
0 Jjsk

Die Gleichungen
J; 0
A(Ew Ex) = (Ep Ejg) ( (J)k Tioin )

lauten ausgeschrieben

145 Vj oms falls m =

1,
AUj,k,m - { ,uj 'Uj,k,m + 'Uj,k,mflﬂ falls m &€ {2, . 7€jk}7

AVjpm =

15 U feoms falls m =1,
105 U eom + Ui em—1, fallsme {2,..., 0;}.

Es gilt dann fiir m =1

A Re Uj,k,m = A %(Uj,k,m + Uj,k,m)
= 2w vikm + 1 Ujem)

= ojRevjpm —wjImvj g,

_ 1 —_—
AImvjpm = Ag(Vjkm = Ujkm)

_ 1 e

= 5 (K Vjkm — 15 Vjkem)

= wjRevjpm + 0 Imvjpm

und fir m € {2,...,0;}

— 1 o
ARevjgm = A3(0jkm + Vjkm)
1 _

= ojRevjrm —wjImvjm + Revjrm

_ 1 —_—
AImvjpm = Ag(Vjkm — Vjkm)

1 _—
= w;Revjpm + 05 Imuvjppm +Imvjg .

Das ist aber genau die Gleichung

AEj = Ey Jy.
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5.5.4 Satz: Ubergangsmatrix bei reellem Jordan-Block

In der Jordan-Normalform fiir A trete ein reeller Block der Form

A 1 0 oo 0
0 A 1
J* _ 0 eRZX@
1
0o -+ -+ 0 A

auf. Die zugehorige Ubergangsmatrix ist

2 £—1
Loz 5 (571)!
0 x
;i (x,0) ATl 2
’ ’ ’ : : 2
X
0 0 1
5.5.5 Beweis
Es ist ®;+(0,0) = I und
1:2 e -1
Lz 5 (=]
i .
/ o Az -
J*(a% 0) [6 %;
X
0 1
,1;2 mffl
1z 5 (=11
i )
= At z?
T
xT
0 1
A Azl AT 4g A
Ar+ 1
ez\x
0
A1 0 0
0 A 1
_ Ax
= 0 -e
1

|

c REXZ

x
2t—2

]/

+ e
Ii—l
=1 1 =y

0

L1
=11

8
w‘m

18. Juli 2018
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5.5.6 Satz: Ubergangsmatrix bei echt-komplexem Jordan-Block

In der reellen Normalform fiir A trete eine Untermatrix der Form

W @ 0 0
0o (w @
j* _ : 0 GR(ZE)X@@)
1)
0 0 (1)

mit 2 x 2-Untermatrizen

() = (_Qw Z)E]RQXQ, (1) = ((1) ?)ER%@

auf. Die zugehorige Ubergangsmatrix ist
322 (13271
Eg(@)  zEu (@) 5 Euw@) - ooy B (@)
0 Z‘E<M>(Z‘)

- 20 2/
P (z,0) = P e R(Ox 20,
z B, (z)

0 0 By

wobei die Matrix E(,(z) € R**? gegeben ist durch
 en cos(wzx)  sin(wx)
Bg(@) = e < —sin(wzx) cos(wz) /) °
5.5.7 Beweis
Es ist leicht zu sehen, dass ®7,(0,0) = I € R9*29, Weiter ist, siche 5.3.4,

Eéu)(x) _ [egx< cos(wz)  sin(wz) )]/

—sin(wz) cos(wz)

= o e ( cos(wz)  sin(wz) ) +w-e® < —sin(wz)  cos(wzx) >

—sin(wz) cos(wz) —cos(wz) —sin(wx)

= 9'(3 ?)'Ew(wa'(f)l é)'Ew(fff) = (1) Egy(z).
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Dann rechnen wir mit Hilfe der Leibniz-Produktregel nach

/
%,

(z,0)

Epy ()

0

0

E(,) ()

z By (z)

x

2

1;271
By (@) ey B (2)

z B, (z)

IEE(/L) (m)

By ()

(WEw(z) (B (z) H(1)E(z)

0

2
5 By ()

x B, (z)
0 B (@)

:6272

=2y B (z)

T E(W(x)

By (z)
0

2

(W) By (@)

(WE (@) [e() + (DB (@) [51n) + (V)] Eq, (@)

()

1)

(1)

1)
(w)

1)
(w)

[2(1) + (D] E(y,) ()

Eqy(@)  z By (2)

0

. q)j*(I,O).

18. Juli 2018 85

£—1
h(N)E(u) (z)

2 (W E(,)(z)

() By ()
(W) By ()

(B (1) + G (] (2)

(2 (1) + 2(1)] By (@)
[e(n) + (D] By (@)
(W) E(u ()

Z2 z[—l
T Ew@) - o B (@)
@ By ()

22

T B (@)

:EE(“)(CE)

0 E(N)([L')
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5.5.8 Beispiel 1 aus H10 T3 A4

Das charakteristische Polynom der Matrix
8 10
(5 5)

x(z) = (8—2)(=6—2)+50 = 2% —2z+2
und die beiden Nullstellen sind
wo= 1479, n = 1—q.

st

Damit lautet die reelle Normalform

1 1
= ()
und es ist
@J(t,o) = €t<

Wir bestimmen einen Eigenvektor v zum Eigenwert p,

cost sint
—sint cost )’

— 18. Juli 2018

(8_95”) —6—1(01+z'))“ - (7—_5i _710_2)(2) -

Setzt man v; = 10, so erhélt man

B 10
R G A

Der konjugiert komplexe Vektor ( B 71 O_ ;

Setze jetzt

E = (Rev Imv) = (i()? (1))

So kénnen wir ein Fundamentalsystem berechnen

Y(t) = E®,(t,0) = <i07 ?)_et( cost sint

—sint cost )

_ o 10cost 10sint
N —7cost —sint —T7sint +cost )~

86

(o)

) ist dann ein Eigenvektor zu .

Damit ist die allgemeine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung gleich

(1) o 10cost 10sint C '
( y(t) ) = € ( —T7cost —sint —7sint + cost ) ( C, mit C,Cy € R.

Man kann jetzt die Probe machen:

10cost 10sint
/ ot
Yit) = e [( —T7cost —sint —T7sint + cost ) + (

_ 10cost — 10sint 10cost + 10sint
a —8cost +6sint —8sint — 6cost

B g 10\ 10cost 10s1
- -5 —6 ©\ —7Tcost—sint —Tsint

= AY(D).

—10sint
7sint — cost

nt
+ cost

10 cost
—T7cost —sint

)
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5.5.9 Beispiel 2 aus F14 T3 A5

Das charakteristische Polynom der Matrix

01 2
A = 1 01
001
ist
—z 1 2
xa(z) = det 1 —z 1
0 0 1-=
= (- = 1P,

es gibt also zwei Eigenwerte mit algebraischen Vielfachheiten

M=+1, 6=2
)\2:—1, 82:1

Wir berechnen einen Eigenvektor zu Ay = —1. Es ist
11 2 1
ker(A+1) = ker[ 1 1 1 = (l -1 1)
0 0 2 0
Wir betrachten den Eigenwert \; = +1. Es ist
-1 1 1
ker(A—1) = ker[ 1 -1 1 = (|l 1])
0 0 0 0
und dann
2 -2 -1 1 1
ker(A—1)> = ker| =2 2 1 = (1], -1])
0O 0 O 0 4
1
Damit ist | —1 | ein Hauptvektor 1. Ordnung, der zugehorige Eigenvektor ist
4
1 -1 1 2 1 6
(A-1) -1 = 1 -1 1 -1 = 6
4 0 0 0 4 0

Damit konnen wir die (eine) Transformationsmatrix £ und die zugehorige (reelle) Jordan
Normalform hinschreiben:

1 6 1 100
E=|-16-1], J=1| 0 11
0 0 4 0 0 1
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Weiter sind

et 0 0
D,(t,0) = 0 e te
0 0 ¢

die Ubergangsmatrix zu J und

1 6 1 et 0 0
Y(t) = E®y 00 = | -1 6 —1 0 e tel
0 0 4 0 0 ¢

et 6et 6tet + et
= —e b 6et 6Gtet — et
0 0 4et

eine Fundamentalmatrix des Originalsystems. Man kann noch checken:

—e~t 6et Gte! + Tet 01 2 et 6el
Y'(t) = et 6e' 6te’ + be = 1 01 —e™ ' Gel
0 0 4e! 0 01 0 0

— AY(D).

Gtet + e
6tet — et
4et

88
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5.6 Die Matrix-Exponentialfunktion
5.6.1 Definition: Matrix-Exponentialfunktion
Fiir eine gegebene Matrix A € R"*" definieren wir die Exponentialfunktion

exp :
P { A = exp(d) = et = zozoAk—f.

5.6.2 Bemerkung

Der Ausdruck auf der rechten Seite entsteht also dadurch, dass die quadratische Matrix A
in die Potenzreihe der Exponentialfunktion eingesetzt wird. Tatséchlich ist auf diese Weise
der Reihenwert wohldefiniert, was wir noch kurz auf zwei verschiedene Weisen erlautern
— und nicht vollstdndig beweisen — wollen.

e Fiir jede fixierte Position (i, j) € {1,...,n}? bilden die Zahlen

4
k
(Sigle = ( %)
k=0 irj

eine Zahlenfolge

{N — R
/ — (Si,j)g.

Man kann zeigen, dass diese Zahlenfolge gegen einen Grenzwert e;; konvergiert.

Diese Grenzwerte sind die Eintrige in der Matrix e”.

e Die Partialsummenfolge

{ N — Rxn
¢ k
0= Yo

ist eine Folge im endlich-dimensionalen R-Vektorraum R™*". Man kann zeigen, dass
diese Matrixfolge bzgl. der euklidischen Norm (oder bzgl. jeder anderen Norm) kon-
vergiert. e/ ist dann der Grenzwert.

Es stellt sich in der Folge heraus, dass man verniinftig und solide mit dieser Definition
arbeiten kann. Es lassen sich die wesentlichen Eigenschaften der skalaren Exponential-
funktion — geeignet modifiziert — auf die Matrix-Exponentialfunktion iibertragen.

5.6.3 Satz

Fiir die Losung des autonomen Matrix-AWPs

Y = AY
Y(xg) = I (Einheitsmatrix)

Y(z) = Pu(z,20) = exp(A(r — x0)).
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5.6.4 Beweis

Wir akzeptieren, dass die Exponentialreihe gliedweise differenziert werden darf. Dann ist

[e o]

exp(A(x — xp)) = Z[M]/

k=0

0
o Z k- AR (z—zg)k—1
- k!
k=1
0
k—1

_ AR (o)
= D A=

k=1
- Ak (x—x0)k

= A Z ( E! :
k=0

= A-exp(A(x — x0))

und exp(A(xg — x)) = I. Also 16st diese Funktion das AWP. Aus der Eindeutigkeit der
Losung ergibt sich der Satz.

5.6.5 Bemerkung

Zum Beweis der nun folgenden Sétze iiber die Matrix-Exponentialfunktion stehen nun
zwei Methoden-Strange zur Verfiigung. Wir kénnen jeweils die Definition 5.6.1 {iber die
Exponentialreihe oder die bereits bewiesenen Sitze iiber die Ubergangsmatrix & 4(x, x)
(bei konstanter Matrix A) verwenden.

5.6.6 Satz: Eigenschaften der Matrix-Exponentialfunktion

(i) Kommutieren die beiden Matrizen A, B € R™", d.h. AB = BA, so gilt die Funk-
tionalgleichung

exp(A+ B) = exp(A)-exp(B).
(i) Es ist
exp(0) = I.
(iii) Fir jede Matrix A € R™ ™ ist exp(A) invertierbar und es gilt

exp(A)! = exp(—A).

(iv) Fiir eine Blockdiagonalmatrix A gilt

Ay eXP(Al)
Ay eXP(A2>

A, exp(A4;)
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(v) Ist E € R™" invertierbar, so gilt

exp(ET'AE) = E 'exp(A)E.
(vi) Fiir die transponierte Matrix A7 gilt
exp(AT) = exp(A)T.
(vii) Es ist
detexp(A) = exp(spur(A)).

5.6.7 Beweis
(i) Wegen AB = BA gilt auch

exp(A)B = ZA:!B = ZB]jk = Bexp(A).
k=0 k=0

Die Funktion é : x — exp(Ax) exp(Bzx) lost das AWP

Y' = (A+B)Y
{Y([L’()) = ],

da mit der Leibniz-Produktregel
é(r) = A-exp(Ar)-exp(Bx)+ exp(Arx)- B-exp(Bx) = (A+ B)exp(Az)exp(Bzr)

und é(0) = I. Auch die Funktion z — exp((A + B)z) lost dieses AWP. Wegen der
Eindeutigkeit der Losung miissen beide Funktionen iibereinstimmen.

(ii) Setze A =0 in die Matrix-Exponentialfunktion ein!
(iii) Es ist aufgrund von (i) und (ii)
exp(A) -exp(—A4) = exp(A—A) = exp(0) = 1.

(iv), (v), (vi). Man rechne das mit der Definition der Matrix-Exponentialfunktion einfach
nach.

(vii) Aufgrund des Satzes 3.5.2 (ii) iiber die Wronski-Determinante ist

det(exp(Az)) = exp (/Ow spurAdt) -det(exp(A-0) = exp(spur(Ax)).

Setze dann z = 1.
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5.6.8 Satz: Berechnung von Matrix-Exponentialfunktionen

(i) Es ist

0 w 0 cosw  sinw
ex = e’ . :
Pl —w 0 —sinw cosw

(i) Fiir Matrizen in R gilt

a? a[—l
Aa 0 -0 Lo 5 - =
’ : a :
exp| ¢ -0 -0 00 = e o?
2
a a
0 0 X 0 1
(iii) Fiir Matrizen in R29* (20 gilt
(W) (@ 0 - 0 By aBu % B o % Eu)
0 (W (a) - 0 a B
exp S R = 5 o 2p, ,
(a) N . a E(l’«)
0 o o 0 () 0 0 B

wobel die 2 x 2-Untermatrizen definiert sind durch

w=(2) @w=(51)

cos(w)  sin(w)

By = e (—sin(a)) COS(W))'

5.6.9 Beweis

Zum Beweis wiirde der Verweis auf die entsprechenden Aussagen iiber ®4(x,0) (bei kon-
stanter Matrix A) geniigen. Nichtsdestoweniger zeigen wir die Aussagen (i) und (ii) noch-
mals direkt mit Hilfe der Definition 5.6.1.

(i) Setze zunéchst o = 0 und A := ( _Ow (6)

firkeZ

10 0 1
2k 1)k, 2k 2k+1 1Yk, 2k
A% = (=1)fw <01), A = (-D)*w (—1())'

) . Es ist leicht per Induktion zu zeigen, dass
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Demzufolge ist

j 2k 2k+1
exp(A4) = ZA_' Z A_' % = ék' + 3k+1)'
7=0 2Ny j€2Npg+1 keNp keNg
- (—1)kw2k 1 0 - (—1)kq2k+1 0 1
Z (2k)! ( 0 1 ) + Z (2k+1)! ( 1 0
keNo ke2Ng+1

cosw 0 0 sin w
= + )
0 Ccos w —sinw 0
- CoOsw  sinw
- —sinw cosw

Weiter ist dann

0 w B o O 0 w
w(£3) ()4 (2 5)
= ex e 0 - ex 0 w
- Pl 0 PL—w 0
B e 0 ‘ cCosw  sinw
o 0 e? —sinw cosw
0 ( COS W sinw)
= e~ - . .
—sinw cosw

(i) Es ist leicht per Induktion zu sehen, dass

0 a 0 v v . 0 k O --- 0 a o - 0
0
= o |
0 ; 0
: . a : :

wobei die Zahlen a* in der Nebendiagonale stehen, die die Positionen (1,k + 1) und

(n — k,n) verbindet. Setzt man diese Matrixpotenzen in die Matrix-Exponentialfunktion
ein, so folgt

a2 an—l
0 a 0 R O 1 a -5 e m

: a :

exp L %2

. -a : a

Da die beiden Matrizen
A 0O - -0 0 a 0O --- 0
0 . .
. und 0
0 a
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vertauschen, folgt mit Satz 5.6.6 (i) schlieflich die Behauptung:

A a O -+ 0 A0 0 -+ 0 0 a
0 .o T Tl 0 .. T 0
exp( o ) = exp( 0 |)-exp(
a 0
0 0 A 0 0 A 0
2 £—1
Lo 5% =1
a :
— e>\ a2
B

—

o

o

o

94
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5.7 Riickbezug: Skalare autonome Gleichungen héherer Ord-
nung

Za einer linear-homogenen skalaren autonomen Differentialgleichung

(N)

Yy = —ay_y™Y

— . —ay —agy

betrachten wir das N-dimensionale Differentialgleichungssystem

0 1 0 - 0

/ — .

Y' = : 0 Y
0O - - 0 1
_a/O —al .« .. o .. _aN—l

das ja beim Umwandeln der Gleichung N-ter Ordnung in ein System der Dimension N
entsteht.

(1) Wir berechnen das charakteristische Polynom durch Entwicklung nach der letzten Zei-
le. Es treten dabei (Unter-)Determinanten von unteren (N —1) x (N —1)-Dreiecksmatrizen
auf, die gleich dem Produkt der Diagonaleintrége sind.

xa(z) = det(A—2)

0 ) ) ) :
0 e 00—z 1
_ao _al “ .. DR —aN_l—Z

= (=D)V(—ag) det diag(1,1,...,1)
+ (=1)"*?(—ay) det diag(—=2,1,...,1

+ (=) —ay_y) det diag(—z, ..., —z,1)
+ (=) N (—ay_y — 2) det diag(—z, ..., —2)
= (=D (ag+arz+... tanyo2V 2 Fay_ 12N+ 2.

Das charakteristische Polynom ist also — abgesehen von einem Vorzeichen — gleich dem
charakteristischen Polynom der urspriinglichen Gleichung N-ter Ordnung.

(2) Die obere linke/rechte (N — 1) x (N — 1)-Untermatrix der Matrix A — X ist im Fall
A # 0/X = 0 invertierbar. Deshalb gilt fiir alle Eigenwerte A € C

rang(A— ) = N —1, deshalb ker(A—X) = 1.
(3) Damit ist die Jordan’sche Normalform gegeben durch eine Blockdiagonalmatrix mit
Jordan-Blocken

J17J27"'7Jt

zu paarweisen verschiedenen Eigenwerten Ai, Ao, ..., \; € C.
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(1) Wie nehmen nun an, dass alle Eigenwerte reell sind.

(4) Ist A\; € R ein Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit ¢; > 1, so konstatieren wir
ohne Beweis, dass die zugehorige N x ¢;-Matrix aus Eigenvektor und Hauptvektoren in
der Form

0 - 0
PR
/\3 *
1
*
N-1
A] * P PR *

(* heiBt: beliebiger Eintrag) gewéhlt werden kann.

(5) Eine Fundamentalmatrix des urspriinglichen Systems hat dann die Gestalt

O, (2,00 0 -~ 0
E-02,0) = (B - B ) |
: R 0
0 - 0 Dy(,0)
= (E1®J1(1'70) Et(PJt(ZE,O)).
(7) Wegen
1 =z % (”lfii?),
0 T :
®y(r,0) = b7 | : =
0 0 1
ist aber
T 22 bt
E]qDJ](ZE,O) = N (1 r o5 o m)

in Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus Satz 4.4.3 (i).



