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Beziiglich der mathematischen Rigorositét gibt es zwei extreme Standpunkte:

e Streng-mathematisch. Auf der Grundlage von Axiomen (nicht weiter hinterfragba-
ren Grundsitzen) werden Satze mit Hilfe der Gesetze der Logik deduziert (abgelei-
tet).

e Es wird einfach an intuitive Vorstellungen (wie sie beispielsweise auch in der Schule
présentiert werden), angekniipft.

Hier wird versucht, einen verniinftigen Mittelweg zu gehen.

Ein mathematischer Text gliedert sich im wesentlichen in Definitionen, Axiome, Séitze
(auch Propositionen, Lemmata, Korollare, Hilfssétze,. .. ), Beweise, Beispiele und zusétz-
liche Erlauterungen und Bemerkungen.

Hier kann man ebenfalls rigoros oder sehr locker umgehen. Wir gehen auch den Mittelweg.

Zunéachst erfolgen viele Definitionen. Sei werden durch Kursivdruck des zu definierenden
Objekts kenntlich gemacht.

1 Mengen und Abbildungen

1.1 Mengen
Cantor’sche Auffassung, Naive Mengenlehre

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens,
welche die Elemente von M genannt werden, zu einem Ganzen.

[ Gesammelte Abhandlungen, ed E. Zermelo, Berlin 1932 |

Georg Cantor (1845 — 1918, Begriinder der Mengenlehre)

Elemente von Mengen Zentral wichtig, letztlich aber undefiniert, ist die Beobachtung,
dass zwischen zwei mathematischen Objekten a und M die Beziehung

a ist Element der Menge M, (symb.) ae M

bestehen kann.

Innerhalb der Mathematik, wie wir sie kennenlernen werden, ist es fiir zwei Objekte i.a.
prinzipiell klar entscheidbar, ob

aec M oder a¢ M.

Schreibweise Eine Menge wird — zunédchst — durch Aufzéhlung aller ihrer Elemente
beschrieben.

Bsp.: M = {a,b,e,x,y,g,e} oder M = {O, 1,2, 3,4, 5,6,7,8,9}

Dabei:
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In der wissenschaftlichen Mathematik werden zur Trennung Kommata gesetzt, in
der Schule Strichpunkte.

Eine bestimmte Reihenfolge ist mathematisch ohne Belang, manchmal ist sie
zweckméfig.

Mehrfachnennungen sind moglich.

Auch Mengen konnen Elemente sein.

M= {1,2,3, {1,2}}, Beachte 2 # {2}.

Die leere Menge Die Menge, die kein Element enthélt, wird leere Menge genannt.

(Symb.) & oder { } (Schule)

1.2 Awussagen

Naive Beschreibung:

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das eindeutig als wahr (w) oder
falsch (f) erkannt werden kann.

Ist eine Aussage wahr, so sagt man auch sie gilt.
Nicht—Beispiele:

e Bleib hier! (Grammatik)
Wie geht es Dir? (Grammatik)

Die Resteverwertung ist bunt. (Sinngehalt)

e Rot” ist eine schone Farbe. (Wertung, Subjektivitét)
Harald ist rothaarig. (Kontext)
e >0 (Kontext)

Beispiele: ,,Gute” Beispiele erhélt man im allgemeinen dadurch, dass man mathematische
Objekte als Inhalt wéhlt. Mit X = {1,2, 3} gilt.

o 1cX. (w)

e 3¢ X. (f)

e 5 X.(f)

e 5 ist ungerade. (w)
Andere Beispiele:

e Fiir n > 3 hat die Gleichung 2" + y™ = 2" keine ganzzahlige nichttriviale Losung.
(trivial heiit ,fiir jeden sofort zu sehen” oft ist es die Null-Losung). Seit 1992 ist
die Wahrheit dieser Aussage bewiesen.
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e Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge. (Bis heute nicht entschieden)

Aussagen kénnen zu neuen verkniipft werden, deren Wahrheitswert sich aus denen der

vorgegebenen nach bestimmten Regeln, den ,,Gesetzen der Logik”, ergibt.

Die Wahrheitswerte der im folgenden zu definierenden Operationen mit Aussagen ergeben

sich aus der folgenden Tabelle

Alwlw]| f|f

Blw|flw]|f
Negation NICHT A -All f w
Konjunktion A UND (ZUGLEICH) B| AAB|w| f|f|f
Disjunktion A ODER B AVBlw|w|w]|f
Disjunktion ENTWEDER A ODER B flwlw]|f
(ausschl. )
Implikation A IMPLIZIERT B A=B|lw|w| f|w
Bijunktion A AQUIVALENT B AeB|lw| f|flw

Die Negation Beispiel:

e A Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge.

e - A Es gibt endlich viele Primzahlzwillinge.

Die Konjunktion Beispiel:

e A: n ist eine gerade Zahl.

e [3: n ist eine Primzahl.

e AN B:n ist eine gerade Primzahl (Aquivalent zu n = 2).

Die Aussage A N —A ist falsch fiir alle Aussagen A.

Die Disjunktion Die ODER-Verkniipfung beinhaltet immer auch die Giiltigkeit beider

Fille. Das Vorwort ENTWEDER schliefit dies aus.
Beispiele: (g, h Geraden im n—dimensionalen Raum)

e A: g und h sind parallel.

e 3: g und h schneiden sich in genau einem Punkt.

e AV B: g und h spannen genau eine Ebene auf.

Die Aussage AV —A ist wahr fiir alle Aussagen A.
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Die Implikation Anstelle von ,,, A IMPLIZIERT B” spricht man auch:
e Aus A folgt B.
e Wenn A, dann B.
e B, wenn A.
e A ist hinreichend fiir B.
e 3 ist notwendig fiir A.
e (Engl.) If A, then B.
Beispiel:
e A Heute ist Montag.
e 3 Morgen ist Dienstag.

Die Aussage A — B ist wahr, auch wenn Sie dies an einem Donnerstag lesen.

Mathematische Sétze bestehen letztlich aus Aussagen der Form A — B. In diesem Zu-
sammenhang heit A Voraussetzung und B Behauptung.

Oft ist es bei Formulierungen von Sétzen so, dass die Aussage A unausgesprochen einen
Kontext KM (beispielsweise die bisher behandelten Axiome und Sétze) beinhaltet.

Beispiel eines solchen Satzes: Die Losungen einer quadratischen Gleichung
az® +bx +c=0 mit b — 4ac > 0

sind gegeben durch

_—b—l—\/b2—4ac and _—b—\/b2—4ac
N 2a 2 2a '

T

Der Kontext besteht darin, dass die zugrundeliegende Zahlenmenge die Menge der reellen
Zahlen ist mit den zugehorigen Rechengesetzen. (Vgl. Schulpraxis: Die Grundmenge)

Widerspruchsbeweis Der Beweis einer solchen Implikation besteht darin, unter der
Annahme, dass A wahr ist, in kleinen und ,,von jedem nachvollziehbaren” Schliissen die
Aussage B abzuleiten.

Da die Aquivalenz
(A—=B) & (=B=-A)

besteht (Begriindung durch Wertetabelle), kann die erste Aussage auch durch den Beweis
der zweiten bewiesen werden. Man spricht von einem Widerspruchsbeweis.
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Ein solches Vorgehen ist typisch beim Beweis dafiir, dass etwas nicht existiert. Ein Beispiel
stellt der Beweis, dass v/2 ¢ Q, dar: Wir nehmen an, dass v/2 = § rational (gekiirzt).
Dann gilt

P’ _ 2 __ 5 2
- = 2 = p =2
q

—> 2 ist Primteiler von p.

— 4 teilt p?

— 2 teilt ¢*

—> 2 ist Primteiler von gq.

Die Aussagen in der zweiten und letzten Zeile stellen einen Widerspruch zur ,,Gekiirztheit”
von v/2 dar.

Die Bijunktion Anstelle von ,,, 4 AQUIVALENT B” sagt man auch:
e A ist hinreichend und notwendig fiir 5.
e A genau dann, wenn B.
e (Engl.) A, iff B.

Beispiel (Satz von Thales tiber Dreieck AABC): Ein Kreis mit [AB] als Durchmesser geht
genau dann durch C, wenn der Innenwinkel bei C' das Mafl 90 ° hat.

Bemerkung: (A& B) < ((.A = B)A (B = A)) Begriindung (U) durch Vergleich
der Wertetabellen.

Aussagenalgebra
In den Ubungen. Ein Beispiel:
ANBVC) <<= (AAB)V(AAC)

Beweis durch Wahrheitstabelle:

Allw|wlw|w|flf|If]|f
Blw|w|f|flw|w|f]|f
Clw|flw|flw|flw]f

ANBVC) |wlw|lw| flfIfIfIf
(AANB)V(AANC) |w|w|w| fIfIfIf|f

1.3 Operieren mit Mengen

Gleichheit Zwei Mengen sind (per definitionem, Cantor) gleich, (genau dann,) wenn
sie in ihren Elementen {ibereinstimmen.

X=Y <= (aeX=acY)und (a€Y =0a€X).
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Teilmenge Es seien zwei Mengen X, Y gegeben.

e Y heifit Teilmenge von X,
(symb.) Y C X,
wenn aus x € Y folgt: z € X.

e Y heifit echte Teilmenge von X, wenn zuséatzlich Y # X gilt.
Folgerungen:
1. Fiir jede Menge X gilt:
hcX.

2. Fiir zwei Mengen X und Y sind die beiden Aussagen
X =Y, (X CY) und (Y C X)

aquivalent. Der Nachweis der Gleichheit zweier Mengen geschieht durch den Nachweis der
wechselweisen Teilmengenbeziehung.

Aussagen definieren Teilmengen FEs sei X eine Menge. Fiir jedes x € X sei eine
Aussage A(x) vorgegeben. Dann kann die Teilmenge

Y = {z € X|A(x) ist wahr }
gebildet werden.
e Der senkrechte Strich ist als ,,mit der Eigenschaft, dass” zu lesen.

e die Angabe ,ist wahr” wird weggelassen.

Differenzmenge Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y heifit
X\Y := {xeX‘xng}

die Differenzmenge.
(Der Doppelpunkt steht auf der Seite des zu definierenden Objekts. )
Beispiele: Sind
X; ={0,1,4,7,9}, Y1 =40,2,3,4,5},
so gilt:

X;\Y1={1,7,9}.

Wir haben dabei nicht vorausgesetzt, dass Y eine Teilmenge von X ist. Falls dies der Fall
ist, so heiit die Differenzmenge X \ Y auch das Komplement oder Komplementirmenge
von Y in X. Beispiel:

{1,4} ist das Komplement von {0,7,9} in Xj.
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Vereinigungsmenge Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y heifit
XUY = {z]z€ X oder z €Y}

die Vereinigung(-smenge) von X und Y.
Beispiel:

X;UY; ={0,1,2,3,4,5,7,9}.

Schnittmenge Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y heif3t
XNY = {z21z€ X und z €Y}

die Schnittmenge oder der Durchschnitt von X und Y.
Beispiel:

X, NY; = {0,4}.

Zwei Mengen X und Y, fir die X NY = O gilt, heilen disjunkt.

Graphische Veranschaulichungen durch Venn—Diagramme.

Potenzmenge Ist eine Menge X gegeben, so heifit die Menge aller Teilmengen von X
die Potenzmenge von X. Sie wird mit P(X) bezeichnet.

Es ist P({1,2,3}) = {@, (1}, {2}, {3}, {1,2}, {2,3}, {1.3}. {1, 2,3}}.

Mengenalgebra
In den Ubungen. Ein Beispiel:

XNYuZ)=(XnY)u(Xn2Z)
Beweis: Es sei a € X UY U Z. Wir betrachten die drei Aussagen:
A:ae X, B:aey, C:acZ.

Dann gilt

aceXNYuZz) <<= AABVC)
= (AANB)V(ANC) <<= ac(XNY)U(XNZ)
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1.4 Relationen und Funktionen

Geordnete Paare Fiir zwei vorgegebene Mengen XY und Elemente x € X, y € YV
heif3t

(.9) = {{o.9}.{a}}

das durch z und y gebildete (geordnete) Paar oder 2—-Tupel. x und y heiflen in diesem
Zusammenhang die erste bzw. zweite Koordinate des Paares.

Satz: Sind X, Y zwei Mengen mit xq, x5 € X und yp,y2 € Y so gilt:
(z1,91) = (v2,92) <= 71 =12 und y; = yo.
Bemerkung: Der Satz wire mit Mengen anstelle geordneter Paare falsch.
Beweis: Die eine Richtung <« ist trivial. Die andere Richtung = mufl bewiesen werden.

(1, 91) = (2, 12)
= {{onn) fond | = {{m2 0} o) |
—

({z1} ={z2} und {1,191} = {z2,92}) oder
({21} = {2, 42} und {za} = {z1,41}).

Wir betrachten die zwei Falle:

1. Fall:
{z1} = {22} und {z1, 11} = {22, y2}
— r1 =z und y; € {Z2, 92} und 2 € {21, 41}
— 71 =y und (y; = xo = 1 oder y; = yo) und (y» = ¥1 = 2o oder yo = y1)
= x1 =2 und y; = ys.
2. Fall:

{71} = {z2, 92} und {z2} = {21, 11}
— Tl = T2 = Y2 = Y1.

Ist der auf der obigen ,,umsténdlichen” Definition basierende Satz akzeptiert, so kann
diese wieder in den Hintergrund treten.

Das kartesische Produkt Das Kartesische Produkt (René Descartes, fr, 1596 — 1650)
der Mengen X und Y ist die Menge der geordneten Paare:

XxY := {(m,y))xex,yey}.
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Relationen Eine Relation R zwischen X und Y ist eine beliebige Teilmenge von X x Y.

Gut kann man das mit Hilfe eines Liniendiagramms oder Pfeildiagramms veranschauli-
chen:

Zwischen einem Element x € X und einem Element y € Y wird genau dann eine Linie
gezogen, wenn (x,y) € R.

Ist R eine Relation, so heif3t

r = {a) | @y e R}
die zu R gespiegelte Relation oder Spiegelrelation.

Eine Relation zwischen X und Y heif3t

(&) links—total, xr € X mindestens ein y € Y

(#) rechts—eindeutig, x € X hochstens ein y € Y

(V) rechts—total, y € Y mindestens ein z € X

) links—eindeutig, y € Y hochstens ein x € X
g

wenn fiir jedes

existiert, so dass (x,y) € R.

Im Diagramm veranschaulicht heifit dies:

x € X startet mindestens
In x € X startet hochstens oin Pfeil
y € Y endet mindestens )

y € Y endet hochstens
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Funktionen Eine Relation zwischen X und Y heifit Funktion oder Abbildung von X
nach Y, wenn sie links—total (&) und rechts—eindeutig (#) ist. In diesem Zusammenhang
heifit X Definitionsmenge und Y Wertemenge der Funktion.

Funktionen werden oft mit kleinen Buchstaben bezeichnet: f, g, h, ...

Die soeben gegebene Definition des Begriffs ,,Funktion” ist mathematisch befriedigend,
fiir das praktische Arbeiten aber zu umsténdlich und zu statisch. Eine andere Definition,
die nicht in der Mengenlehre verankert ist, unterstreicht den eher dynamischen Charakter
einer Funktion:

Es seien zwei Mengen X und Y gegeben. Eine Funktion von X nach Y ist eine Vorschrift,
die jedem = € X genau ein y € Y zuordnet. Dies wird auch in einer génzlich verdnderten
Notation deutlich:

D e

f(x) ist dabei ein irgendwie gearteter mathematisch sinnvoller Ausdruck (Term, Textde-
finition, auch per Fallunterscheidung,. .. ).

Im Diagramm veranschaulicht heifit dies, dass in jedem x € X genau ein Pfeil startet.

Geht man von dieser Definition aus, so wird die zugehdorige Relation oft als Graph Gy der
Funktion bezeichnet:

Gy := {(m,y)EXxY‘y:f(x)}.

Auch Teilmengen X’ C X bzw. Y/’ C Y werden durch eine Funktion f : X — Y zugeord-
net:

f(X) = {yEY’ Es ex. x € X’ mit f(x):y}

iy = {:BGX‘f(x)EY’}

Die Menge f(X) heifit Bild(-menge) der Funktion f. Unterscheide Bild- und Wertemenge!

injektiv, links-eindeutig
Eine Funktion heifit surjektiv, wenn sie zusétzlich rechts-total ist.
bijektiv, links-eindeutig und rechts-total
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Ist X eine Menge, so heifit die Funktion (Begriindung)
idy := {(Jc,x)eXxX’xeX}

die identische Funktion oder Identitdt auf X. Innerhalb der Zuordnungsauffassung
schreibt man oft kurz x — .

Sind f: X — Y und g : Y — Z Funktionen, so heifit die Funktion (Begriindung)
gof = {(x,z) €EXxZ| Esex. yeY mit f(z) =y und g(y) :z}

die Hintereinanderausfiihrung oder Komposition der Funktionen f und g. Da f eine Funk-
tion ist, ist das y in der Definition eindeutig bestimmt.

Innerhalb der Zuordnungsauffassung schreibt man z — (g o f)(x) = g(f(x)).

Diagrammveranschaulichung. Achte auf die Schreibrichtung.
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Kriterien fiir Injektivitit und Surjektivitit
(i) Eine Funktion f: X — Y ist genau dann injektiv, wenn eine Funktion g : ¥ — X
existiert, so dass g o f = idy.
(ii) Eine Funktion f: X — Y ist genau dann surjektiv, wenn eine Funktion h : Y — X
existiert, so dass f o h =idy.
Beweis (i) = (ii) Es sei g € X fest ausgewéihlt. Definiere die Funktion g durch

() 1= x, falls x (dann eindeutig) exisitert, so dass f(zx) =vy ,
9N = To,  sonst.

Fiir alle x € X gilt dann g(f(z)) = «.
< Es seien x1, x5 € X beliebig mit f(z;) = f(z2). Dann gilt:

z1 = g(f(21)) = g(f(x2)) = 22,
also ist f injektiv.
(i) = (i) Zu jedem y € Y wéhle ein z € X, so dass f(x) = y. Es gibt mindestens
ein solches z, da f surjektiv. Definiere g durch g(y) = x. Dann gilt fir alle y € Y:
flay) = flz) = v.
< Sei y € Y. Dan existiert zu jedem y € Y ein z, ndmlich z = g(y), so dass

f@) = flg(y) = v.

¢

Satz iiber die Umkehrfunktion Die drei folgenden Aussagen iiber eine Funktion
f X — Y sind dquivalent:

(i) f ist bijektiv.
(i) Die zu f gehorige Spiegelrelation f~! ist eine Funktion.
(iii) Es existiert eine Funktion g : Y — X mit
go f=idx und fog=idy.
In diesem Fall gilt ¢ = f~!. Diese Funktion heiflt Umkehrfunktion zu f.

Beweis (i) = (iii) ist fast klar nach dem vorherigen Satz. Wir miissen fiir (i) = (iii)
nur noch zeigen: Die nach dem letzten Satz existierenden Funktionen gq,gs : Y — X mit
grof=idx und f o g, =idy
sind identisch:
gr=gioldy =gio(fogs)=(g10f)oga=lidxog =g

Dabei haben wir benutzt, dass fiir die Hintereinanderausfithrung von Funktionen das
Assoziativgesetz gilt.

(i) <= (ii) ist auch ganz einfach:
f bijektiv. = <= f links—eindeutig und rechts-total
<= f! rechts—eindeutig und links-total
<= f~! Funktion
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1.5 Die Menge der natiirlichen Zahlen

Die Peano-Axiome legen die Eigenschaften der natiirlichen Zahlen — ebenfalls in der
Sprache und in dem System der Mengenlehre — beschreibend fest.

Deskriptiv statt konstruktiv.
Die Frage der Existenz einer solchen Menge bleibt also unbeantwortet.

Eine Menge N heifit Menge der natiirlichen Zahlen, wenn eine Abbildung v : N — N
(Nachfolger—Abbildung) existiert mit folgenden Eigenschaften:

P1 Es existiert genau eine Zahl — bezeichnet mit 1 — in N mit v(x) # 1. (Das bedeutet
insbesondere, dass v ist nicht surjektiv ist.)

P2 Die Abbildung v ist injektiv, das heift, fiir alle z,y € N mit x # y gilt: v(z) # v(y).
P3 Gilt fiir eine Teilmenge A’ C N

1e A und (:UGA’ = v(7) GA/),

so gilt A" =N.

1.6 Weiterer Aufbau der Zahlenriaume

Das weitere Programm fiir den Mathematiker besteht nun darin, auf der Grundlage dieser
Axiome Rechen- und Ordnungsstrukturen auf N einzufithren und dann diese Zahlenmenge
durch gréflere Zahlenmenge sinnvoll zu erweitern. Wir beschreiben dieses Vorgehen hier
nur stichpunktartig. Die im folgenden genannten Begriffe und Gesetze werden anderswo
noch in einem allgemeineren Rahmen und genauer behandelt.

1. Addition + auf N (und ihre Umkehroperation: Subtraktion —): Es gilt dann:
v(n) =n+ 1.

2. Multiplikation - auf N (und ihre Umkehroperation: die Division :),

3. Darstellung der Zahlen von N im Dezimalsystem.

4. Ordnungsrelation O C N x N. Statt (m,n) € O schreibt man
m<n oder n>m.

Es wird weiter definiert
def,
m<n = (m =mn oder m < n)

def
m>n = n<m.

5. Hinzufiigen der Zahl 0 zu der Menge der natiirlichen Zahlen:
Ny =NU {0}

Wir setzen die Rechenregeln fiir Ny als bekannt voraus.
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Erweiterung der Menge Ny zur Menge der ganzen Zahlen Z

Z" := N (positive ganze Zahlen)
Z~ :={-n|neN} (negative ganze Zahlen)
Z=7*u{0}UZ"

Definiere weiter die Betragsfunktion

abs Z — Ny durch  |m| := m, falls m nlcht—negat:%v,
m — |m| n, falls m = —n negativ.

Die ,,Mathematik” von Z ist durch die folgenden Regeln definiert:

( m +n, falls m und n nicht-negativ,
—(lm| +|n]), falls m und n negativ,
|m| — |n|, falls m nicht-negativ, n negativ und |m| > |n|,
m+n = . . :
—(|n| —m), falls m nicht-negativ, n negativ und |n| > |m|,
In| —|m|, falls n nicht-negativ, m negativ und |n| > |m|,
[ —(Jm|—=mn), falls n nicht-negativ, m negativ und |m| > |n|.
|m| - |n|, falls beide nicht-—negativ oder beide negativ ,
m-n =
—(Jm]|-|n]), anderenfalls.

def . ..
m<n <= n—m ist positiv.

Erweiterung der Menge Z der ganzen Zahlen zu der Menge Q der rationalen Zahlen

(Bruchzahlen)

Q={"|meznez\{0}}.

Die ,,Mathematik” von Q ist durch die folgenden Regeln definiert:

m P def

— == <= m-q=p-n

n q

m

m,p . _ mgtpn

n q ng

mop._mp

n q ng

m p _ mg

n'qg pn

m e :
—<Z—) LN m-q<p-n, wobei n - ¢ > 0.
n q
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Das entscheidende Axiom P3 auflert sich mehr konkret in der zwei fundamentalen mathe-
matischen Verfahren:

Rekursive Definition (Fassen Sie diese Aussage als Axiom auf (Nebulos))
Mathematische Objekte M,, konnen fiir n € N dadurch definiert werden, dass

1. das Objekt M; definiert wird und

2. fiir jedes n € N angegeben wird, wie das Objekt M,,; bei bekanntem M,, definiert
ist.

Eine ,,Begriindung” besteht darin, dass man das Axiom P3 auf die Teilmenge
A" = {n € N|M,, ist definiert }
anwendet.

Beispiel: Wir definieren rekursiv hohere n—Tupel. Es sei fiir jedes n € N eine Menge X,
und ein Element x,, € X,, gegeben. Definiere rekursiv

o (1) =1

o (r1,29,...,Tp,Tpy1) = ((x1,22,. .., Tp), Tpi1)-

Prinzip der vollstindigen Induktion Es sei A(n) fiir jedes n € N eine Aussage. Gilt
e A(1) wund
e Aln) = An+1),
so ist A(n) wahr fiir alle n € N.
Die Aussage in der ersten Zeile heifit in diesem Zusammenhang auch Induktionsanfang. Die
Aussage A(n) in der zweiten Zeile heiit Induktionsvoraussetzung oder Induktionsannah-

me. Die Implikation in der zweiten Zeile wird als Induktionsschritt oder Induktionsschluss
bezeichnet.

Beweis: Man wende das Axiom P3 auf die Teilmenge
A" ={n € N|A(n) ist wahr }
an.

Entscheidend an diesen beiden Prinzipien ist die Tatsache, dass unendlich viele Aussagen
durch endlich viele (zwei) (Definitions— bzw. Beweis—)Schritte ,,mathematisch dingfest”
gemacht sind.

Bemerkung: Die beiden Prinzipien konnen — entsprechend modifiziert — auch bei Zugrun-
delegung anderer Teilmengen von Z angewandt werden. Beispiele:

N07

{n € Z|n > N} fiir ein fest gewéhltes N € Z,
{n € ZIn < N} fiir ein fest gewéhltes N € Z,
2N = {n € N|n ist gerade }.
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Wir definieren durch Rekursion einige spezielle Funktionen auf Zahlenmengen:

e Die Summenschreibweise: Es sei fiir jedes k € {1,...,n} eine Zahl a; gegeben. Dann
ist durch
S = ay, Sk+1 = aky1 + Sk

die zugehorige Summenfolge definiert. Um den Aufwand in der Definition geringer
zu halten, schreibt man kiirzer und suggestiver:

Sn:an+an—1‘|“"‘+a1 oder Sn:Zak
k=1

e Wir definieren sy = 0, ske1 = (k+1)+s, fir k € Ny, das heiit also
sp=n+n-—1)+-+1=) k.
k=0

Wir zeigen durch Induktion:

n-(n+1)
—

Sp —

Induktionsanfang: sy = 0 = %
Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir n > 2 gezeigt ist. Dann
gilt:

n nn+1
S (04 1) 45, gy O

2m+1)+n-(n+1) (n+2)-(n+1) (n+1)-(n+2).

2 2 2
Also gilt die Behauptung auch fiir n + 1.
Nach dem Induktionsprinzip ist die Aussage fiir alle n € Ny richtig.

o Siitzchen (Geometrische Summe): Fiir ein beliebiges ¢ € Q \ {1} gilt:

n 1 — gt
k=0 1—q

Y

n n+1
n__4—4

E F=q+i+. =

k=1 1—q

Beweis durch Induktion iiber n:
Induktionsanfang;:

0
Y db=¢"=1=

k=0 1—y¢

1— q0+1
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Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n gezeigt ist.

n+1 n

nip mav 1 —g¢"tt
k=0 k=0 q
1 _qn+1 + (1 _q)qn+1 B 1_qn+2
1—gq o 1l-q

Die zweite Formel folgt ganz leicht aus der ersten:

qg—q 1_qn+1 1_q q_qn—l-l
S=Y 1= 1= — =
1—g¢q I—gq I—gq I—q

e Die Produktschreibweise: Es sei fiir jedes k € {1,...,n} eine Zahl a; gegeben. Dann
ist durch

Py = ay, Poy1 = apy1 - Py
die zugehorige Produktfolge rekursiv definiert.

e Potenzfunktion: Fiir festes n € Z ist die Potenzfunktion

N _ 1
Q Qil durch a° =1, a"t=a-a", av ="
a — a a
rekursiv definiert. Man kann diese Definition auch suggestiver schreiben als
n n 1
a"=ga-a-...-a, néeN, "= —————, ne-—-N,
— a-a-...-a
n Faktoren %/_/

|n| Faktoren

Es gilt dann fiir m,n € Z:

e Ahnlich wie bei Summen kann man mittels rekursiver Definition auch Produkte

definieren:
Hakzal-ag-...-ak.
k=1
e Fakultats—Funktion:
N —- N
{ n +— nl durch 11=1, (n+1)!'=(n+1) n! firalen >1
Suggestiver:

n!zn-(n—l)-...-lek‘.
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Michtigkeit von Mengen

Zwei Mengen X,Y heiflen gleichmdchtig, wenn eine bijektive Abbildung X — Y
existiert.

Es sei n € N. Besteht zwischen einer Menge X und der Menge {1,2,3,...,n} eine
bijektive Abbildung, so sagt man, dass die Menge X die Mdchtigkeit n hat oder,
dass die Anzahl ihrer Elemente n ist. Symbolisch: | X| = n.

Die leere Menge hat die Mdchtigkeit 0.

Eine Menge der Méchtigkeit n, n € Ny, heifit endlich. Falls X und Y endlich sind,
gilt (ohne Beweis)

XNY=¢g = |XUY|=|X|+]|Y]

YCX = |X\Y|=|X-]Y|

IXUY|+ | XNY|=|X|+|Y]

X xY|=1|X]|]Y| (Daher der Name Produkt)

I X|=n = |PX)|=2" (Induktionsbeweis Ubung)

Eine Menge, die nicht endlich ist, heifit unendlich.

Besteht zwischen einer Menge X und der Menge N eine bijektive Abbildung, so sagt
man, dass die Menge X abzdhlbar unendlich ist.

Eine Menge heifit (hdchstens) abzdhlbar, wenn sie endlich oder abzéihlbar unendlich
1st.

Eine Menge, die nicht (hochstens) abzéhlbar ist, heifit dberabzihlbar.
Beispiel: Q ist abzdhlbar, R ist iiberabzahlbar.
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2 Gruppen und Korper
2.1 Verkniipfungen
Definition: Es sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung

_{XXX - X
' (a,b) +— wv(a,b)

heifit Verknipfung auf X. Um die ,,Binaritdt” der Verkniipfung zu betonen, schreibt man
meist

v(a,b) =axb.
Anstelle des Zeichens * werden vielfdltige Symbole benutzt.
Beispiele:

e Auf der Menge X = N:

Addition (a,b) — a + b,
Multiplikation (a, b) — a - b = ab,

Potenz (a,b) +— a®,

GroBter gemeinsamer Teiler (a,b) — aMb = ggT(a,b),
— Kleinstes gemeinsames Vielfaches (a,b) — a Llb = kgV(a,b),

a, falls a <b,

— Minimum  min : (a,b) — { b, falls a > b,

— (a,b) — 3a + 2b.
e Auf der Menge X = Q:

— Addition, Subtraktion, Multiplikation, Minimum,
— Arithmetisches Mittel (a,b) —a L b := 2.

e Auf der Menge X = P(Y), wobei Y eine Menge:

— Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Symmetrische Differenz.
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2.2 Gruppen

Definition: Eine Menge GG zusammen mit einer Verkniipfung x heifit Gruppe, symbolisch
(G, *), wenn folgende Gesetze erfiillt sind:

AG (Assoziativgesetz) Fiir beliebige a, b, c € G gilt:

(axb)*xc=ax*(bxc)

NE (Existenz und Eindeutigkeit des neutralen Elements) Es existiert genau ein Element
e € GG, so dass fiir alle a € G gilt

axe=a und exa=a

IE (Existenz und Eindeutigkeit der inversen Elemente) Zu jedem a € G existiert genau
ein Element b € G, so dass fiir alle a € G

bxa=-¢ und axb=ce.

Beispiele:

e Addition auf Z, Addition auf Q,

Multiplikation auf Q \ {0}.

Symmetrische Differenz auf P(Y").

Die sogenannte triviale Gruppe besteht aus einem einzigen Element: G = {e}.

Definiere auf der Menge {g,u} die Verkniipfung

D©l|g|lu
glg|lu
ullulg

Es handelt sich um eine Gruppe mit zwei Elementen, sie wird meist mit Zs bezeich-
net.

Betrachte fiir eine Verkniipfung die beiden Rechengesetze:

NE’ (Existenz eines links—neutralen Elements) Es existiert ein Element e € G, so dass
fiir alle a € G gilt

exa=a

IE’ (Existenz eines links—inversen Elemente) Zu jedem a € G existiert ein Element
b € (G, so dass

bxa=e,

wobel e ein links—neutrales Element ist.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (GS/HS/RS) — WS 2009/10 25

Satz 1: Fiir eine assoziative Verkniipfung x auf einer Menge X sind die beiden folgenden
Aussagen #dquivalent:

(i) Es gelten die Gesetze (NE) und (IE).
(ii) Es gelten die Gesetze (NE’) und (IE’).

Beweis: Die Implikation (i) == (ii) ist trivial. Fiir (ii) = (i) braucht man mehrere
Schritte:

1. Sei a € X und b links—invers zu a, so dass b x a = e fiir ein links—neutrales e € X.
Wir zeigen, dass b auch rechts—invers ist. (Ubung 11). Es sei ¢ € X links—invers zu
b, so dass cx b = e. Jetzt gilt:

axb=ex(axb)=(cxb)x(axb)=c*(bxa)xb=cxexb=cxb=e.

2. Umgekehrt ist es so, dass ein beliebiges rechts—inverses Element auch links-invers
ist. Also braucht man nur iiber inverse Elemente zu sprechen.

3. Dann zeigen wir, dass ein links—neutrales Element e auch rechts—neutral ist: Es sei
a € X beliebig mit inversem Element b. Dann gilt:

axe=ax(bxa)=(axb)xa=e*xa=a.
4. Umgekehrt gilt, dass ein beliebiges rechts—neutrales Element auch links—neutral ist.

Also braucht man nur iiber neutrale Elemente zu sprechen.

5. Das neutrale Element ist eindeutig. Sind e, ¢’ zwei neutrale Elemente, so gilt:

6. Das zu einem beliebiges a € G inverse Element ist eindeutig. Sind b, b’ zwei inverse
Elemente so gilt:

b=bxe=bx(axt)=(bxa)xt =exb =1.

Bemerkung: Da das inverse Element zu einem beliebiges a € G eindeutig ist, kann es
symbolisch auf a bezogen werden: Man schreibt — je nach verwendetem — Verkniipfungs-
symbol:
1
a_l, -, —a, o a.
a

Satz 2 (Existenz und Eindeutigkeit der Losung):
Ist (G, ) eine Gruppe, so gibt es zu a,b € G genau ein ¢ € G, so dass a x ¢ = b.

Anders ausgedriickt: Die Gleichung a x x = b hat genau eine Losung. Entsprechendes gilt
natiirlich fiir eine ,,Rechts—Losung”.

Beweis Existenz: Fiir gegebene a,b € G setze ¢ := a~! % b. Dann gilt tatsichlich

ax(atxb) = (axa ) xb=exb=b.
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Eindeutigkeit: Es seien ¢y, co € G, so dass
axci=b und a*cy =b.
Dann folgt:
a*C| = ax*Cy.
Wir multiplizieren diese Gleichung mit a~!
a_l*a*cl = a_l*a*CQ.
Daraus folgt mit (IE) und (NE) ¢; = . ¢

Definition: Eine Gruppe (G, ) heifit abelsch oder kommutativ, wenn die folgende Eigen-
schaft vorliegt:

KG Fiir alle a,b € G gilt:

axb="bxa.

Alle bisher behandelten Beispiele sind kommutative Gruppen. Gibt es auch nicht—
kommutative Gruppen? Ja, natiirlich: Beispielsweise Permutationsgruppen: Spéter!
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2.3 Korper

Definition: Eine Menge K, auf der zwei Verkniipfungen

o [ KxK = K e JEKxK = K
‘1 (@b) — adb b 1 (@b = a®b

(Addition und Multiplikation) definiert sind, heit (kommutativer) Korper (K, ®,®),
wenn folgendes gilt:

(1) (K, ) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0).
(2) (K\ {0}, ®) ist eine abelsche Gruppe.

(3) Fiir alle a,b, c € K gilt das Distributivgesetz:

a®bdc)=(a®b)d(a®c).

Bemerkungen:
e Addition:
— Das neutrale Element der Addition heifit Null(-element), es wird mit 0 be-
zeichnet.
— Das zu a € K additiv inverse Element wird mit ©a bezeichnet.

— Die Addition eines inversen Elements (von rechts) wird als Subtraktion bezeich-
net. Man schreibt

e Multiplikation:

— Das neutrale Element der Multiplikation heiit Eins(—element), es wird mit 1
bezeichnet.

— Das zu a € K\ {0} multiplikativ inverse Element wird mit a~! bezeichnet.
Die Multiplikation (von rechts) mit einem inversen Element wird als Division
bezeichnet.

— Das Verkniipfungssymbol ® wird oft weggelassen. Man schreibt kiirzer:

a®b=ab.

e Es wird die Konvention ,,Punkt vor Strich” benutzt. Das Distributivgesetz kann
dann so geschrieben werden:

ab®c)=a® (bdc)=a@RbPa®c=ab® ac.
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Beispiele:
e (Q,+,") ist ein Korper.

e Information aus der Analysis: Der Korper R der reellen Zahlen umfasst den Korper
Q:
QCR
Die Zahlen in R \ Q heiflen irrational. Der genaue Unterschied zwischen R und
Q wird in der Analysis geklart. Wesentlich ist, dass man in R beliebige Wurzeln

von positiven reellen Zahlen ziehen kann und dass R fundamentale Konstanten der
Mathematik enthélt:

Va € R fiir beliebige n € N,a € R, T €R, e € R.

e Der Korper
C := {a+bila,be R}
der komplexen Zahlen.

e Wir definieren auf der Menge {g,u} die Verkniipfungen

Dlglu X1 g|u
g U g g
uillu|g ulglu

Der Beweis, dass dies ein Korper ist, besteht darin, alle Korpergesetze fiir alle Ein-
setzungen von ¢, u fiir die in diesen Gesetzen auftretenden Variablen zu testen (vgl.

U 14).
Das Null-Element ist 0 = g. Das Eins-Element ist 1 = u.

Dieser Korper wird mit GF(2) (Galois—Feld) bezeichnet. Oft wird diese Korper-
struktur auf der Menge {0,1} definiert. Wir werden ihm vermutlich nicht weiter
begegnen.
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Eine erste wesentliche Folgerung aus den Korperaxiomen ist der folgende Satz:
Satz 1 (Nullteilerfreiheit): Fir zwei beliebige Elemente a,b € K gilt:
a=0 oder b=20 = a®b=0.
Beachte, dass die Folgerung
a®ad®---Da=0 - a=10
im allgemeinen nicht gilt.

Die zweite Aussage verdeutlichen wir an einem (Gegen—)Beispiel: In dem Kérper {g, u}
gilt uw @ u = 0, u ist aber nicht das neutrale Element bzgl. der Addition.

Beweis ,,=—" (U 15): Es gilt fiir ein beliebiges a € K:
a®0=a®000)=ax0da®0.

Das heifit aber, dass a ® 0 das additiv neutrales Element ist. Also ist a ® 0 = 0.
,,<=": Es seien a,b € K gewahlt mit

a®b=0 und a#0.

Wir miissen beweisen, dass b = 0. Es sei ! das zu @ multiplikativ inverse Element. Dann
gilt:

b=e®b=a'@ab=a"'®0=0.
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2.4 Der Korper der komplexen Zahlen
2.4.1 Definition
Wir betrachten die Menge der reellen Zahlenpaare

C :=RxR := {(x,y)‘x,yE]R}.

In dem nun zu entwickelnden Kontext heiflen die Zahlenpaare komplexe Zahlen. Im allge-
meinen verwendet man die Buchstaben

z = (z,y) oder w = (u,v).

Wir stellen uns diese Menge als eine Ebene vor.

R

y__

dh , .
NI

Bei Zugrundelegung dieser Auffassung heifit die Ebene auch Gauf§’sche Zahlenebene oder
komplexe Zahlenebene.

Wir stellen uns die Aufgabe, dieser Menge der Zahlenpaaren die ,,Grundrechenarten” so
einfiihren, dass die Koérperaxiome erfiillt sind. Ein erster Versuch kénnte darin bestehen,
die Verkniipfungen komponentenweise durchzufiihren:

(z,9) + (w,v) = (z+u,y+v)
(z,y) - (w,v) = (7u,yv)

Tatséchlich ist dann (R x R, +) eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element (0, 0).
Leider ist aber (R x R\ {(0,0)}, -) keine Gruppe, da Elemente der Form (a, 0) oder (0, b)
keine Inversen besitzen. Anderes Argument: Es gilt auch

(CL, 0) ) (Oa b) = (07 0)
Wir wissen aber, dass Korper keine Nullteiler besitzen. SACKGASSE!

Es gibt aber eine Losung unserer Aufgabe. Wir definieren auf der Menge C zwei Ver-
kniipfungen wie folgt:

(,9) + (w,0) = (r+uy+v)
(x,y) (u,v) = (zu—yv, 20+ yu)
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Es werden die gleichen Verkniipfungssymbole wie in R benutzt. Dies wird, wie wir sehen
werden, nicht irgendwelche Probleme bereiten.

Wir probieren diese Verkniipfungen an verschiedenen Beispielen aus.

e Die Addition ist einfach die aus der Schule bekannte Addition von Vektoren in der
Zeichenebene.

e Wir betrachten die Verkniipfung fiir Zahlenpaare, deren zweite Koordinate 0 ist.
(x,0)+(u,0):(x+u,0), (iL‘,O)(u,O):(l'U,O)

Das bedeutet, dass mit diesen Zahlen genauso gerechnet wird wie mit den reel-
len Zahlen. Auf diese Weise kann die Menge der reellen Zahlen als Teilmenge der
komplexen Zahlen aufgefasst werden. Man sagt auch, dass die Zahlen (a,0) reell
sind.

e Aus der Schule ist Thnen bekannt, dass Vektoren auch vervielfacht werden kénnen
(Skalar—Multiplikation). Wir multiplizieren eine reelle Zahl mit einer beliebigen kom-
plexen Zahl:

(2,0) - (u,v) = (zu, V).
Dies ist tatséchlich die Vektorvervielfachung.

e Wir betrachten jetzt Zahlen, die auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene
liegen:

E={(z,y) €eCla*+y*=1}CC

Aus der Analysis weil man, dass es zu (z,y) € E eine Zahl ¢ € R (Bogenmass)
gibt, so dass

(7,y) = (cos p,sin p).

(z,9)

Entsprechend gibt es zu einer anderen Zahl (u,v) € E eine Zahl ¢ € R, so dass
(u,v) = (cosp,sinv)).
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Wir multiplizieren zwei solche Zahlen:

(u,v) - (x,y) = (cos ), sin ) - (cos p,sinp) =

(cos 1) - cosp — sint) - sin p, cos ) - sin ¢ + cos ¢ - sin ) =
(Additionstheoreme)

(cos(v + ), sin(¢ + ¢)).

Das heifit, die Multiplikation zweier komplexer Zahlen auf dem Einheitskreis bedeu-
tet die Addition der zugehorigen Winkel.

Spezialfall: Das Quadrat von (0, 1).
(0,1)*>=(0,1) - (0,1) = (—1,0).
Wir haben also eine Wurzel von —1 € R gefunden.
Dies ist AnlaB fiir eine eingéngigere Schreibweise: Wir kiirzen ab (definieren):
x = (x,0) fiirallezeR
i = (0,1) (Imagindre Einheit)
Dann kann eine beliebige komplexe Zahl z ein—eindeutig geschrieben werden als:
z=(z,y) = (2,0)+(0,y) = (£,0) + (0,1) - (y,0) = z + iy

mit z,y € R. Die reelle Zahl = heifit Realteil und y Imagindrteil der komplexen Zahl
z = (z,y). Man schreibt:

r=Rez und y=Imz
Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen geht dann wie folgt:

(x +iy) - (u+iv) 2 pu+ miv + iyu + iyiv = (zu —yv) + i(zv + yu).
Dabei haben wir die Giiltigkeit des DG vorweggenommen. Man sieht, dass diese
Multiplikation in Ubereinstimmung mit der Definition am Anfang ist.

Polarkoordinaten

Aus der Analysis ist weiter bekannt, dass sich jede komplexe Zahl wie folgt als
Produkt einer nicht—negativen reellen Zahl und einer Zahl auf dem Einheitskreis
schreiben lasst:

_— > 3 X . Yy . ) ..
x4y = /22 +y? - ( x2+y2+2\/m) =: r-(cosp+isingp).

Man nennt die Darstellung von komplexen Zahlen mit Hilfe von Betrag r und Ar-
gument (Phasenwinkel) ¢ die Darstellung in Polarkoordinaten (PKD). Es gilt

(11 cos 1,71 8i001) + (19 COS V2, o SiN o) = (1179 cos(p1 + Ya), T2 sin(P1 + ©2)),

das heifit die Multiplikation zweier komplexer Zahlen manifestiert sich bei Benut-
zung von Polarkoordinaten als Multiplikation der Betrdge und Addition der Pha-
senwinkel.
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Satz 2 (C,+,-) ist ein Korper.

Beweis

o Assoziativgesetz: Vgl. Ubung 16.
(p-q)-z=p-(q-2)

e Das neutrale Element bzgl. der Addition ist 0 = (0, 0). Das additive inverse zu einer
Zahl z = (z,y) ist —z = (—z, —y).

e Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist 1 = (1,0). Das zu einem Element
z = (z,y) multiplikativ inverse ist gegeben durch é = ( —2>). In der Tat gilt

x
22 4y2 ) 22 1y2

2 2

(m,y)~< - 7 )z( A it/ v ):(1,0).

x2+y2’x2+y2 22 + 2 x2+y2’x2+y2_m2+y2

oder — in anderer Schreibweise:

(z +iy) (m2+y2 "ty
2 2

(e ) 2 2255 -
x2+y2 I.2_|_y2 «T2+y2 x2+y2

(Wie bei rationalen oder reellen Zahlen wird bei der Division zweier komplexer
Zahlen die Bruchschreibweise verwendet.)

e Es bleibt noch, das DG zu zeigen. Wir berechnen getrennt die linke und die rechte
Seite:

(z,y) - [(u,v) + (p, )] = (x,y) - (u+p,v+q) =
(z(u+p) —yw+q),y(u+p) +z(v+q)) =
(zu +2p — yv — yq,yu + yp + v + 1q)

(z,y) - (u,v) + (2,) - (p,q) =
(xu — yv, yu + 2v,xp — Yyq, xq + yp) =
(zu + xp — yv — yq, yu + yp + 10 + 2q)

Nach weiteren Umformungen mit Hilfe der Kommutativgesetze stimmen die beiden
Ausdriicke iiberein. ged.
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2.4.2 Absolutbetrag und Konjugation

Wir definieren fiir komplexe Zahlen z = x + iy:
e den Absolutbetrag: |2| 1= /22 +y? € R].
e die konjugiert-komplexe Zahl: z := x —uy.
Es gilt dann fiir beliebige z, w € C:
o 2|=0 << z=0.

o 2P=z2-Z€R].

e =2 <+— zeR
e > t+w=72+w, Z—w=Z—W, Z W =72 W,
e zZ=12
[

Z—lzl:i_ z a:—z'y'

z  Z-z  |z]2 a2+ 9P

[}

Rez:z—i_z Imz:Z_z

—~

g |

34
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3 Vektorraume

Da wir es fast immer mit den konkreten Beispielen Q,R oder C von Koérpern zu tun
haben werden, benutzen wir ab jetzt generell die Zeichen + und - fiir die Addition bzw.
Multiplikation in einem Korper.

3.1 Definition

Sie werden vermutlich beim Begriff Vektor an Pfeile oder Klassen parallelgleicher Pfeile
denken. Tatséchlich sind Pfeile als eine mogliche Veranschaulichung von Vektoren ge-
eignet, man muss aber darauf achten, dass diese Veranschaulichung zu eng oder gar ir-
refiihrend sein kann. Ganz knapp und nicht ganz exakt kann man sagen, dass Vektoren
mathematische Objekte sind, die man addieren und vervielfachen, i.a. aber nicht mitein-
ander multiplizieren kann. Wir wollen dies ganz exakt aufschreiben:

Definition: Es sei ein Korper K vorgegeben. Eine Menge V' heifit K-Vektorraum oder
Vektorraum tiber K, wenn auf ihr eine Addition

o : VxV =V
1l (v,w) = v w

und eine skalare Multiplikation

o KxV — V
' (,v) = a®u

festgelegt sind, so dass folgendes gilt:
e V ist beziiglich der Addition & eine abelsche Gruppe.

e (AG/sM) Fiir a, € K und v € V gilt:

(a-B)ov=ae(8Ov)

(NE/sM) Fiir v € V gilt:

10v=w.

(DGa/sM) Fiir o, 5 € K und v € V gilt:

(a+B)Ov=a0uvdpOv.

(DGb/sM) Fiir o € K und v,w € V gilt:

a®dw)=adv & adw.
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Bemerkungen:

1.

Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren. Im Zusammenhang mit Vek-
torrdumen heiflen die Elemente des Korpers Skalare.

Sie werden vielleicht aus der Schule die Konvention kennen, dass Vektoren durch klei-
ne Rechtspfeile oberhalb des Symbols gekennzeichnet werden, beispielsweise durch
U, w oder ahnlich. Dies ist auch in der wissenschaftlichen Mathematik mdoglich, aber
eher uniiblich.

Sie werden sich im Laufe des Kurses davon iiberzeugen kénnen, dass es keine groflen
Probleme bedeutet, wenn wie fiir die beiden Vektorraumoperationen ¢ und ® auch
nur die einfachen Symbole + bzw. - benutzen. Oft wird auch der Punkt weggelas-
sen. Man sollte sich aber immer vergegenwéartigen, innerhalb welcher Menge diese
Operationen gerade ausgefiihrt werden.

Das (eindeutige) neutrale Element bzgl. der Addition heifit Nullvektor. Er wird mit
0, spéter, wenn keine Verwechslungen auftreten, auch nur mit 0 bezeichnet.

Der zu einem Vektor v beziiglich der Addition inverse Vektor heifit der zu v negative
Vektor, er wird mit —v bezeichnet.

Ein R-Vektorraum wird auch einfach reeller Vektorraum genannt. Entsprechend
gibt es komplexe oder rationale Vektorrdume.

Die Vektorraum—Axiome enthalten keinerlei Aussagen iiber Basen, lineare Un-
abhéngigkeit oder Dimension.

Beachte, dass noch nicht die Rede ist von Linge von Vektoren oder Winkel zwischen
Vektoren.

. Wie oben bei der Formulierung der Distributivgesetze schon zu sehen war, gilt auch

in Vektorraumen die Punkt—vor—Stich-Konvention.
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Satz 3 (VR 1): Fir o € K und v € V gilt die folgende Aquivalenz
a-v=0 = a=0 oder v=0.

Beweis Der Beweis besteht aus drei Schritten:
(1) Wir beweisen zuerst die Implikation o = 0 = o - v = 0.
Firv eV gilt

0-v=(040)-v=0-v+0-w.

Deshalb ist 0 - v das neutrale Element der Addition, also 0 - v = 0.
(2) Wir beweisen dann die Implikation v = 0 = o - v = 0.
Fiir a € K ist hier

a-0=a-(0+0)=a-0+a-0.

Wieder ist « - 0 neutrales Element der Addition, somit « - 0 = 0.

(3) Es bleibt noch der = Anteil der Behauptung zu zeigen.
Ist o € K\ {0} und v € V mit o -v = 0, so gilt

a-v=—-0=0.

RIr
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3.2 Beispiele
1. Der Vektorraum K" der n—Tupel ist gegeben durch

n UQ
K ::{ : ‘vl,vg,...,vnEK}
Un,

Wir schreiben also n—Tupel von Zahlen aus K als Spaltenvektoren.

Die Addition und die skalare Multiplikation sind koordinatenweise definiert:

V1 w1 U1 + Wy U1 -V

() Wo Vg + Wo () Q- Uy
+ = , - =

Un Wy, Uy, + Wy, Up, Q- Uy

Man iiberzeuge sich (miindlich) davon, dass die Vektorraumaxiome erfiillt sind.

2. e R ist ein Q—Vektorraum.
e (C ist ein Q—Vektorraum.

e C ist ein R—Vektorraum.

3. Fiir n = 1 kann die Menge K! als identisch mit der Menge K angesehen werden.
Die Vektoraddition in K! entspricht der Addition in K, die skalare Multiplikation
entspricht der Multiplikation in K. Also:

Satzchen: Ein Korper kann immer als Vektorraum iiber sich selbst angesehen werden.

4. Mehr schulisch als mathematisch orientiert sind die Anschauungsriume, die ,,Zeiche-
nebene” und der ,,uns umgebende dreidimensionale Raum”. Die Aquivalenzklassen
parallelgleicher Pfeile sind die Vektoren. Wie man dies Vektoren addiert bzw. skalar
multipliziert, ist aus der Schule bekannt bzw. anschaulich klar.

5. Eine Menge mit genau einem Element kann fiir jeden Korper K als K—Vektorraum
aufgefasst werden, indem man das einzige Element als Null-Vektor 0 ansieht:

K’ := {0}.
Die Vektoraddition und die skalare Multiplikation sind durch
0+0=0  bazw. «a-0=0 firalleacK
festgelegt.

6. Definition: Fiir eine beliebige Menge X heifit eine Abbildung a : N — X eine Folge
in X. Das Bildelemente in X heiflen auch Glieder der Folge. Sie werden — anders
als bei allgemeinen Funktionen iiblich — geschrieben als

a, = a(n).
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Fiir die gesamte Folge gibt es verschiedene Notationen

a = (an)nen = (an)n = (an) = (a1,a2,a3...).

Beispiele: Durch a(n) = n? ist die Folge der Quadratzahlen gegeben. Man schreibt
a=(n")neny = (1,4,9,...)
Durch b(n) = 3n + 1 ist ebenfalls eine Folge festgelegt:

b= (3n+1)pen = (4,7,10,...).

Wir konnen zwei Folgen a und b addieren. Die Summenfolge a + b ist definiert als

Abbildung N — K durch die Vorschrift
(a+0b), := ap+ by,.

Wir kénnen auch eine Folge b skalar multiplizieren. Fiir @ € K ist die Folge « - b
definiert durch

(-b)p, := a-by.

Satz: Durch diese gliedweise Addition und skalare Multiplikation wird die Menge
aller Folgen in K zu einem K-Vektorraum. Er wird mit K~ bezeichnet.

In den Beispielen oben:

at+b = (5,11,19,...) = (n® +3n + Lnen

1 1 9 n?

—a = (==, =22 ) = (——)pen.
2 a (27 ) 27 ) ( 2)€N

Eine Folge a heiflt finit, wenn es ein n € N gibt, so dass
ay =a(m) =0 fur alle m > n.

Anders ausgedriickt: Die Folge enthélt nur endlich viele Glieder ungleich Null.

Die Menge der finiten Folgen in einem Korper K bildet unter gliedweiser Addition
und skalarer Multiplikation einen Vektorraum. Wir bezeichnen ihn mit K.
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3.3 Grundlagen der Vektorraum—Theorie

Nochmal: Ein K-Vektorraum ist eine Menge von mathematischen Objekten, die sinnvoll
addiert und mit Faktoren aus K vervielfacht werden kénnen. Dass diese beiden Operatio-
nen im Mittelpunkt stehen, wird auch an den folgenden wichtigen Definitionen deutlich:

Definitionen: Es sei ein K—Vektorraum V' und eine nichtleere Teilmenge W C V' gegeben.

1. Ein Vektor v € V heiBt Linearkombination von (Vektoren aus) W, wenn es endlich
viele Vektoren wy,...,w, € W und Skalare oy, ..., a, € K gibt, so dass

V= QW1 + -+ QpWhy,.
Wichtig: Zwei Linearkombinationen sollen als gleich angesehen werden, wenn sie

e sich nur in der Reihenfolge der Summanden unterscheiden, im Beispiel
3U}1 + 4w2 - 7’(1)3 = 411)2 - 7w3 + 3’[1}1

oder

e mehrere Summanden zum gleichen Vektor wy € W auftreten, sich diese zu
einem Summanden zusammenfassen lassen, dieser eine Summand dann iiber-
einstimmt, im Beispiel

3wy + we — Tws + 3we = dwy + 3wy — we — Tws.

2. Die Menge der Linearkombinationen von W heifit das Erzeugnis oder der Span von
W

span W = (W) :=
{oclwl—i-“-—i-oznwn neN, a € K w, € W fiir alle k:zl,...,n}

Ist die Menge W = {wy, ..., w,} endlich, so schreibt man auch
(WY = (wy,...,wy,).
(Man definiert zusitzlich: span @ = (&) = {0}.)

3. Die Menge W heift linear unabhdngig (£.u.) (man sagt auch: die Vektoren aus W
sind linear unabhingig), wenn jeder Vektor v € V auf h6chstens eine Weise als
Linearkombination von W dargestellt werden kann.

4. Die Menge W heifit Erzeugendensystem von V', wenn jeder Vektor v € V' auf min-
destens eine Weise als Linearkombination von W dargestellt werden kann.

5. Die Menge W heiflit eine Basis von V', wenn jeder Vektor v € V auf genau eine
Weise als Linearkombination von W dargestellt werden kann.

6. Ist die Menge W nicht linear unabhéngig, so heifit sie linear abhdingig. (Man sagt
auch, die Vektoren aus W sind linear abhingig).
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In Bezug auf den Nullvektor gilt folgendes:

e Fiir beliebiges W gilt: 0 € (W).

Begriindung: Mit w € W beliebig gilt 0 = 0 - w, also ist 0 als Linearkombination
von W darstellbar.

e Enthilt eine Menge W den Nullvektor 0, so ist sie linear abhingig.

Begriindung: Der Nullvektor 0 € V ist auf mehrere verschiedene Arten als Linear-
kombination von 0 darstellbar, beispielsweise wie folgt:

0=0-0=1-0.

Beispiele:
e Die Menge W enthalte genau einen Vektor w # 0. Dann gilt:
(w) ={a-wl|a € K}.

W ist linear unabhéngig, da jeder Vektor auf hochstens eine Weise als Linearkom-
bination von W darstellbar ist. Begriindung;:

1. Fall: Ist v € (w) und gilt mit a, 5 € K:
v=a-w und v=0-w,

so folgt:
(a—B)w=a-w—-F3-w=v—v=0.

Wegen w # 0 folgt daraus mit dem Satz iiber die Nullteilerfreiheit in Vektorriumen
a — [ =0 und damit o = 5. Also gibt es genau eine Darstellung als Linearkombi-
nation von W.

2. Fall: Ist v ¢ (w), so kann v gar nicht als Linearkombination dargestellt werden.

e Wir betrachten den R2.

— Die beiden Vektoren < (1) ) und < ? ) sind linear unabhéngig.

Gilt namlich fiir einen Vektor v € R?

U:Ozl((l))—i-oéz(%) und U:ﬁl<3)+ﬁ2(?)v

SO fOlgt a1 = 61 und Qg = ,32.

— Die beiden Vektoren bilden eine Basis von R?, da jeder Vektor v = ( :jl ) als
2

Linearkombination dargestellt werden kann:

o () =z (D) (2
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— Die beiden Vektoren ( _32 ) und ( _69 ) sind linear abhéngig, da (beispiels-

weise) der Vektor ( B

(&)= () o () =0 () (5)

) geschrieben werden kann als
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Die in dem Beispiel auftretenden Schlussweisen muten umsténdlich an. Die beiden folgen-
den Sétze stellen einfachere Kriterien fiir den Nachweis der Linearen (Un—)Abhéngigkeit
bereit.

Satz 4 (VR 2, Charakterisierung der linearen Abhdngigkeit)
Die folgenden Aussagen iiber eine nichtleere Teilmenge W C V' sind dquivalent:

(i) W ist linear abhdngig.
(i) Es gibt n € N, paarweise verschiedene Vektoren wy,...,w, € W wund Skalare
ag, ..., 0 € K mit ap # 0 fir mindestens ein k € {1,...,n}, so dass

0=aiwy + -+ apwy,

d.h. der Nullvektor kann als nichttriviale Linearkombination von W geschrieben
werden.

Oder: ,,Mit Hilfe” der Vektoren aus W kann eine geschlossene Vektorkette gebildet
werden.

(i1i) Es gibt einen Vektor w € W, n € N, wq,...,w, € W\ {w} und ay,...,a, € K, s0
dass

W= Wy + -+ + QpWp,

d.h. mindestens ein Vektor in W kann als Linearkombination der anderen Vektoren
von W geschrieben werden.
Beachte:

Im Satz wird nicht behauptet, dass die Zahlen n € N, Vektoren wy,...,w, € W, Zahlen
ag,...,a, € W, wie sie in (i7) und (¢i7) beschrieben werden, jeweils iibereinstimmen.

In (iii) wird nicht behauptet, dass jeder Vektor aus W als Linearkombination von anderen
Vektoren aus W dargestellt werden kann.

Beweis Wir zeigen die Aquivalenz (i) <= (ii) <= (iii) durch einen
Ringschluss (i) = (1) = (i11) = (i).

Es gelte (i), d.h. die Menge W sei linear abhéingig. Dann existiert ein Vektor v € V|
der auf zwei verschiedene Weisen als Linearkombination von W dargestellt werden kann.
Es seien wq,ws, ..., w, alle Vektoren aus W, die in der einen oder in der anderen dieser
beiden Linearkombinationen vorkommen. Sie seien paarweise verschieden. Es gelte also

v=auwy+ -t apw, und v = fiwg + o+ Buwn.
Dabei ist ay # [ fiir mindestens ein k& € {1,...,n}. Daraus folgt aber
6:U_U: (al _ﬁl)wl_‘_"'_‘_(an_ﬁn)wn

mit oy — fg # 0. Also ist (ii) — mit oy — Sk anstelle von ay — bewiesen.
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Es gelte jetzt (ii). Das heifit, der Nullvektor kann als nichttriviale Linearkombination
dargestellt werden:

n
0=ojwy + -+ o,w, = E ojw;j, mindestens ein a; # 0.
J=1

Wir wihlen ein k aus, so dass oy # 0. Dann folgt aber:

n
QLW = — E ajwj

=157k
und dann
n
2 : Q;
W = — — Wy
= O
J=1j#k

Das ist aber die Aussage (iii).

Es gelte jetzt (iii). w € W lasse sich als Linearkombination von anderen Vektoren aus W
darstellen. Ist w = 0, so gilt (i). Wir brauchen also nur den Fall w # 0 studieren.

w:Zajwj, w; # w fir alle j € {1,...,n}.
j=1

In dieser Gleichung stehen aber zwei verschiedene Linearkombinationen aus W, die den
Vektor w darstellen. Also ist W linear abhéingig. ¢
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Satz 5 (VR 3, Charakterisierung der linearen Unabhingigkeit)
Die folgenden Aussagen iiber eine nichtleere Teilmenge W C V' sind dquivalent:

(1) W ist linear unabhdngig.

(11) (Koeffizientenvergleich) Gilt mit n € N, paarweise verschiedenen wy, € W, ay, By €
K die Gleichung

qwy + -+ apwy, = frwy + -+ Bow, (%)
so folgt:

ar =By firalle Eke{l,...,n}.
(i1i) Der Nullvektor kann nur als triviale Linearkombination von W geschrieben werden.

Strenger mathematisch:

Wenn 0 = awy + -0+ apw, gilt mit paarweise wverschiedenen
Wi, Wa, ..., w, € W, so folgt oy = =+ =a, =0.

Beweis Die Aussage (i) ist einfach eine Umformulierung der Definition der linearen
Unabhingigkeit. Die Aquivalenz (i) <= (iii) ist einfach die logische Umkehrung der
Aquivalenz (i) <= (ii) aus Satz VR 1. ¢

Beispiel: Es seien die Vektoren

0 1 0 0
v = 2 , w=\|101]), p=| 31, g=120
—1 3 0 2

im R? gegeben.

e Ist {v,w,p} linear unabhéngig? JA. Wir setzen

0 0 1 0
0= 0 | =aqv+aww+agp = 2 +as|l 0 | 4+a3| 3
0 —1 3 0

Dann folgt (sukzessive): as =0, oy =0, a3 = 0.

e Ist {v,p, ¢} linear unabhéngig? NEIN. Wir kénnen nédmlich den Nullvektor als nicht-
triviale Linearkombination dieser Menge schreiben:

0 0 0 0
0 |]=-6 2 +4( 3 | +3( O
0 -1 0 2
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3.4 Basen und Dimension eines Vektorraums

Grundlegende Frage: Gibt es in jedem Vektorraum eine Basis?
Beispiele:

e Im K" definieren wir die Vektoren

0

ej =1 1 mit der 1 in der j—ten Zeile.

Die Menge

E={elj=1,...,n}
ist eine Basis des K". Sie heifit die kanonische Basis oder Standardbasis von K".
Begriindung: Jeder Vektor v € K™ 148t sich in dieser Basis darstellen:

0
v = : =wvier + -+ Uplp.
Un

Es ist offensichtlich, dass diese Darstellung eindeutig ist.

e Der R-Vektorraum C besitzt die Menge {1,} als Basis. Jede komplexe Zahl z 148t
sich ndmlich schreiben als z = x + iy. Aulerdem sind die reellen Zahlen z,y durch
z eindeutig bestimmt.

e Im Vektorraum K" der Folgen definieren wir #hnlich wie oben die Folge
e; =(0,...,0,1,0,...) mit genau einer 1 an der j-ten Stelle.
Die Menge
E ={¢;lj € N}
ist linear unabhéngig.

Begriindung: Gilt fiir ein n € Nund a4, ...,qa, € K

n
0= E Qa;€4,
j=1

so folgt o; = 0 fiir alle j € {1,...,n}.

Die Menge FE ist aber keine Basis von KV, da sich beispielsweise die Konstant—1-
Folge (1,1,1,...) nicht als Linearkombination (endlich viele Summanden!) von F
darstellen 1a3t.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (GS/HS/RS) — WS 2009/10 47

e Die Menge E ist aber eine Basis des Vektorraums K} der finiten Folgen. Fiir jede
finite Folge gibt es ndmlich eine Darstellung

a:a161+"'+am6mu

wobei m die grofite Zahl ist, fiir die die Folge (a,)nen an der Stelle m ein Glied
ungleich Null hat.

Satz 6 (VR 4: Erganzung, Herausnahme und Austausch von Vektoren) Es sei W eine
Teilmenge des K—Vektorraums V. Dann gilt:

(i) Ist W linear unabhingig, aber kein Erzeugendensystem, so gibt es einen Vektor
w e V\W, so dass WU {w} immer noch linear unabhingig ist.

(ii) Ist W ein Erzeugendensystem, aber nicht linear unabhdngig, so gibt es einen Vektor
w € W, so dass W\ {w} immer noch ein Erzeugendensystem ist.

(iii) (Austauschlemma) Ist W eine Basis, so gibt es zu jedem Vektor v € V' \ {0} einen
Vektor w € W, so dass

W= W\ {w}) U {v}
ebenfalls eine Basis ist.

Genauer: Hat der Vektor v die Darstellung
vV = Z ozjwj
j=1

als Linearkombination von W, so kann er gegen jeden Vektor w, € W, fir den
ay # 0 in dieser Darstellung gilt, ausgetauscht werden.

Bemerkung: Ein Lemma ist ein Hilfssatz, der zum Beweis eines anderen Satzes gebraucht
wird.

Beweis (Zum Teil in U 29). Zu (i) Da W kein Erzeugendensystem ist, gibt es einen
Vektor w € V, der nicht als Linearkombination von W darstellbar ist. Es gilt w ¢ W.
Wir zeigen jetzt, dass W U {w} linear unabhéngig ist. Dazu betrachten wir eine beliebige
Linearkombination von W U {w}, die den Nullvektor darstellt:

6:Oé'w+i04jwj.

j=1
1. Fall: @ = 0. Dann sind wegen der linearen Unabhéngigkeit von W auch die Zahlen
a; = 0.

2. Fall: a # 0. Daraus folgt, dass w als Linearkombination von W darstellbar ist. Wider-
spruch, vgl. Satz VR 3(iii).

Zu (ii): W ist linear abhéngig, also gibt es nach Satz VR 2(iii) einen Vektor w € W, der
als Linearkombination von n anderen Vektoren w; € W\ {w} dargestellt werden kann:

n
w = E Oéj’wj.
Jj=1
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Ein beliebiger Vektor v € V' ist nach Voraussetzung als Linearkombination von w und m
anderen Vektoren p; € W\ {w} darstellbar:

7=1

Daraus folgt aber:

v=_p" (ZO&j’LUj) + Zﬁjpj = Zﬂajwj + Zﬂjpj'
j=1 j=1 j=1 j=1

Also ist v auch als Linearkombination von W\ {w} darstellbar.

Zu (iii) v ist als Linearkombination von W darstellbar:

n
v = Zozjwj. (%)
j=1

Wegen v # 0 gibt es ein k € {1,...,n}, so dass

ak%o

Wir beweisen, dass die Menge W' := (W \ {wx}) U {v} linear unabhingig und ein
Erzeugendensystem ist.

1. W’ ist ein Erzeugendensystem. Ist p € V' ein beliebiger Vektor, so ist er als Linear-
kombination von W, das heifit evtl. von w, und m anderen Vektoren w} aus W,
darstellbar:

p = Pwy, + Zﬁjw;-
j=1

Wegen (x) ist

Daraus folgt aber:

p = ﬁ'[aik'(”_ Zn: O‘ij')]Jer:ﬁjw}:
j=1

j=1,j#k

B o%”_ 2 ﬁojjwj* > Byw;

J=Lj#k J=Lj#k

Also ist p als Linearkombination von W' darstellbar.
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W' ist linear unabhéngig. Es sei
¢
~ " . .
0=~v+ E yjw; mit  w; €W
=1

eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von W”.

1. Fall: Ist v =0, so ist

¢
0= Z VW)
j=1

eine Linearkombination von W. Da W linear unabhéngig ist, folgt v; = 0 fiir alle
j=1,...,0. Es folgt, dass W’ linear unabhéngig ist.

2. Fall: Ist v # 0, so gilt

0 ¢ n ‘

~ ()

0= 7(2%Uﬁ> + D =y wk+ D yoqwy + Yy
j=1 Jj=1 =1

j=1.j#k

Aufgrund von v # 0 kann aber dann wy als Linearkombination von anderen
Vektoren aus W dargestellt werden im Widerspruch dazu, dass W linear unabhéingig
ist (vgl. Satz VR 2(iii)).
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Satz 7 (VR 5) Jeder Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis Wir konnen diesen Satz nur fiir einen (fiir uns wichtigen) Spezialfall vollsténdig
beweisen. Beobachtungen:

e Direkt aus der Definition folgt, dass eine Menge W C V' genau dann eine Basis ist,
wenn sie linear unabhéngig ist und ein Erzeugendensystem ist.

e Die Menge {w} mit w # 0 ist immer linear unabhéngig, im allgemeinen aber kein
Erzeugendensystem.

e Der gesamte Vektorraum V ist immer ein Erzeugendensystem, aber nicht linear
unabhéngig.

Beim Beweis des Satzes geht es darum, durch geeignetes ,,Vergrofern” von {w} oder
,, Verkleinern” von V' eine Basis zu finden.

e Wir konnen beweisen: Besitzt V' ein endliches Erzeugendensystem, so besitzt V' auch
eine (endliche) Basis.

Begriindung (Herausnahmeverfahren): Wir nehmen gemé8 (i) des letzten Satzes
sukzessive Vektoren aus dem gegebenen endlichen Erzeugendensystem heraus, bis
wir nach endlich vielen Schritten genau bei einer linear unabhéngigen Menge ange-
kommen sind, die dann auch ein Erzeugendensystem, also auch eine Basis, ist.

e Besitzt der Vektorraum V' kein endliches Erzeugendensystem, so konnte man das
obige ,,Herausnahmeverfahren” mit dem Erzeugendensystem V starten. Es wére
aber i.a. nicht in endlich vielen Schritten durchfithrbar. Durch ein Axiom der Men-
genlehre, das sogenannte Auswahlaziom oder das dazu dquivalente Zorn’sche Lemma
wird sichergestellt, dass auch in diesem Fall irgendwo zwischen {w} und V' eine Basis
existiert.
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Satz 8 (VR 6: Steinitz’scher Austauschsatz) Es sei B eine Basis des K-Vektorraums V
und W =A{wy,...,w,} eine linear unabhdngige Teilmenge von V.

(i) Dann gibt es n verschiedene Vektoren vy, ..., v, in B, so dass

B = (B\{v,...,0.}) U{wy,...,w,}
ebenfalls eine Basis von V' ist.

(i1) Die linear unabhingige Teilmenge W = {wy,...,w,} kann durch Vektoren aus B
zu einer Basis ergdnzt werden.

(111) Es gilt: |B| > n.

Beweis (i) und (i) sind direkte Folgerungen von (i). Wir beweisen den Teil (i) durch
Induktion tiber die Anzahln € N der auszutauschenden Vektoren.

Der Fall n =1 ist bereits durch das Austauschlemma abgedeckt.

Wir nehmen jetzt als Induktionsvoraussetzung an, dass der Satz fiir n — 1 richtig ist. Wir
wissen also bereits, dass n — 1 Vektoren vy,...,v,_1 € B existieren, so dass

B" = (B\{v1,...,vn1}) U{ws,...,w,_1}

eine Basis ist. Dann besitzt der noch einzufiigende Vektor w,, eine Darstellung

m n—1
wa =Y Bipj + Y aju;
i=1 i=1

mit Vektoren aus B". Angenommen, alle 5; wdren Null. Dann wdre aber

n—1
Wy = E ;W5
Jj=1

im Widerspruch zur linearen Unabhdngigkeit von {wy, ..., w,}. Es existiert also ein (; #
0, sagen wir, es ist Bx. Dann kann aber nach dem Austauschlemma v, := pg durch w,
ersetzt werden. Die Menge

B = (B'\ {n}) U{wa} = B\ {or, . vnc, v} Uwn, w0}

1st also die gewiinschte neue Basis. ¢

Folgerung 9 (VR 7) Es sei B’ = {b,...,b,} eine Basis des Vektorraums V und B eine
weitere Basis. Dann enthdlt auch B genau n Elemente.

Beweis Da B’ linear unabhéngig ist, enthélt nach dem Austauschsatz von Steinitz, Teil
(iii), (mit W = B’), auch B mindestens n Elemente.

Wir nehmen jetzt an, B enthélt eine Teilmenge B” mit n + 1 Elementen. Da B linear
unabhéngig ist, ist auch B” linear unabhéngig. Nach dem Austauschsatz von Steinitz,
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Teil (iii), (mit W = B”), enthélt dann aber B’ mindestens n + 1 Elemente. Widerspruch.
¢

Wir setzen ab jetzt fiir diese Vorlesung voraus:
Alle vorkommenden Vektorrdume haben eine endliche Basis.

Da jede dieser endlichen Basen gleich viele Elemente enthélt, kénnen wir definieren:

Definition: Die Méchtigkeit einer Basis B eines K—Vektorraums V' (mit endlicher Basis)
heifit die Dimension des Vektorraums V. Man schreibt dafiir

dimV := |B]|.
Ein Vektorraum mit endlicher Basis heifit auch endlich—dimensional.

Bei der Festlegung der Dimension eines Vektorraums kommt es darauf an, {iber welchem
Korper er betrachtet wird. Um dies genauer zu betonen, miisste man eigentlich von der
K-Dimension sprechen und die Schreibweise dimg V' benutzen.

Beispiele:

e Der Vektorraum K" hat die Dimension n. Wir kennen bereits zwei Basen der
Maéchtigkeit n.

e Der R—Vektorraum C hat die Dimension dimg C = 2. Als C—Vektorraum hat C die
Dimension dim¢ C = 1.

Folgerung 10 (VR 8) Der K-Vektorraums V' habe die Dimension n.

(i) Es sei W eine beliebige linear unabhingige Teilmenge von V. Dann gilt:
[W| <n

[W|=mn = W st eine Basis von V

(i1) Es sei W ein beliebiges Erzeugendensystem von V. Dann gilt:
Wi =n

(W] =n = W ist eine Basis von V
Beweis Zu (i): Die erste Aussage ist bereits in Satz VR 5 enthalten. Die <= Richtung
des zweiten Teils ist ebenfalls schon bewiesen. Fir die = Richtung wende man Satz VR

5 (i) auf eine belicbige Basis B = {v1,...,v,} an. Durch Auswechseln aller Vektoren von
B gegen die Vektoren aus W folgt, dass

B =(B\B)UW =W

eine Basis ist.
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(i) Angenommen, es existiert ein Erzeugendensystem W mit m < n Elementen. Die
Menge W kann nicht linear unabhdingig sein, da sie sonst eine Basis mit m < n Ele-
menten wdre. Nach Satz VR 3 (ii) kann W sukzessive verkleinert werden, bis ein linear
unabhdngiges Erzeugendensystem, d.h. eine Basis, entsteht. Diese hditte aber weniger als
n Elemente. Widerspruch.

Wiire ein Erzeugendensystem W mat n Elementen keine Basis, so kénnte man diese Menge
nach Satz VR 3 (ii) zu einer Basis verkleinern. Diese Basis hdtte dann aber weniger als
n FElemente. ¢
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3.5 Unterrdume von Vektorraumen

Definition: Eine Teilmenge U C V eines K—Vektorraums heif3t Unterraum von V', wenn
U bzgl. der von V her gegebenen Verkniipfungen selbst ein Vektorraum ist.

Satz 11 (UR 1, Charakterisierung von Unterriumen)
Die folgenden Aussagen iiber eine Teilmenge U des Vektorraums V' sind dquivalent:

(A) U ist ein Unterraum.
(B) Fiir alle uy,us € U gilt uy + uy € U und fiir alle « € K, u € U gilt au € U.
(C) Fiir alle o, 0 € K, uq,ug € U gilt
a1uy + apug € U.
Beweis (i) <= (ii) ist lediglich eine Prézisierung der obigen Definition. (iii) ist eine

Zusammenfassung der beiden Aussagen von (ii). ¢
Beispiele:

e Jeder Vektorraum V besitzt die sogenannten trivialen Unterriume V und {0}

e Es sei W eine Teilmenge von V. Dann ist das Erzeugnis span W = (W) ein Unter-
raum von V.

Begriindung: Es seien u, us € span W, aq, as € K. Die beiden Vektoren sind Line-
arkombinationen von W':

n m

/

U = E Bjw; und  uy = E YWy
=1 j=1

Fiir beliebige a1, ay € K gilt dann
n m
Uy + ol = Z a1 fw; + Z agfij;.
=1 j=1

Dieser Vektor ist ebenfalls eine Linearkombination von W, also enthalten in span .
qed.

e Im ,, Anschauungsraum” bilden Geraden oder Ebenen durch den Ursprung Un-
terrdume.
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Da ein Unterraum ein ,,selbststandiger” Vektorraum ist, hat er Basen und eine Dimension.
Satz 12 (UR 2) FEs seien U ein Unterraum von V.
(i) Es ist: dimU < dim V.
(ii)) dimU =dimV <«<— U=V,
Beweis (i) Es sei B’ eine Basis von U.
Ist v ein beliebiger Vektor aus V', so lésst er sich
e im Fall v € U auf genau eine Weise,
e im Fall v ¢ U auf keine Weise,
e im allgemeinen also auf hochstens eine Weise

als Linearkombination von B’ darstellen. Das aber bedeutet, dass B’ eine linear un-
abhéngige Teilmenge von V' ist, die zu einer Basis B von V' ergénzt werden kann.

Daraus folgt aber |B’| < |B| und das ist genau die Aussage von (i).

(ii) Die < Richtung ist trivial. Nach Satz VR 5(i) konnen wir eine Basis B’ von U zu
einer Basis B von V erginzen. Wegen dim U = dim V muss dann aber B = B’ gelten. Da
jeder Vektor v € V' als Linearkombination von B dargestellt werden kann, kann er auch

als Linearkombination von B’ dargestellt werden. Damit gilt v € U fiir jeden beliebigen
Vektor v € V, also V =U. ¢

Auf der ;,Menge aller Unterrdume” kann man Verkniipfungen definieren:

Satz 13 (und Definition UR 3) Es seien Uy, Us Unterraume des Vektorraums V.
(i) Die Menge Uy N Us ist ein Unterraum von V', der sogenannte Schnittraum.

(i1) Der von Uy und Uy erzeugte Raum
U +Uy := <U1 U U2> = {u1 +U2|U1 e Ui,ug € UQ}

1st ein Unterraum von V.

(111) Beachte, dass Uy U Uy im allgemeinen kein Unterraum ist.
Beweis Ubung! ¢
Satz 14 (UR 4) Sind Uy, U, Unterrdume des Vektorraums V', so gilt

dim U; 4+ dim Uy = dim(U; N Us) + dim(U; + Us).

Machen Sie sich diese Gleichung anhand verschiedener Beispiele (Geraden, Ebenen im
3-dimensionalen Anschauungsraum) klar.

Beweis (0) Der Beweis lisst sich durchsichtiger ausfithren, wenn wir die Bezeichnungen
dndern. Wir setzen

U = UlmUQ, W .= U1—|—U2, P = Ul, Q L= U2
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und wollen zeigen, dass
dim P + dim @) = dim U + dim W.

(1) Eine Basis By = {ui,...,u,} von U kann sowohl zu einer Basis Bp =
{u1,..., Up,p1,...,pm} von P als auch zu einer Basis Bg = {uy,..., up, q1,...,q} von Q
ergianzt werden. Wir zeigen jetzt, dass

Bw = {u1, .. Un,P1ye s Py Q1 -5 Qo)

eine Basis von W ist.

(2) Zunéchst ist klar, dass By ein Erzeugendensystem fiir W ist, denn es kann jeder
Vektor aus (P U @) als Linearkombination von Vektoren aus P und Vektoren aus @),
damit als Linearkombination der Basen Bp und By, damit als Linearkombination von
By geschrieben werden.

(3) Um die lineare Unabhéngigkeit von By zu zeigen, setzen wir den Nullvektor als
Linearkombination an:

n m L
0= aju;+Y Bip+ Y - (x
j=1 j=1 j=1

——
=:u =:p =:q

~—

Daraus folgt aber, dass der Vektor g € ) wegen
gq=-u—pebr

in U = PN (@ enthalten ist, deshalb als Linearkombination von By geschrieben werden
kann:

0 k
Do =a=>Y %
j=1 j=1

Diese Gleichung stellt ¢ als Linearkombinationen von zwei disjunkten Teilmengen von B
dar, was nur im Fall ¢ = 0 moglich ist.

Vollig analog zeigt man, dass p = 0 ist, es folgt mit (x), dass u = 0.

Die lineare Unabhéngigkeit By, Bp, Bg impliziert nun, dass alle Koeffizienten in () Null
sein miissen.

(4) Jetzt kann man leicht nachrechnen:

dmP+dim@ = (n+m)+(n+€) =n+(n+m-+/{)
= dim(PNQ)+dim(P + Q).
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4 Lineare Abbildungen

4.1 Definition und erste Eigenschaften

Definition: Es sei K ein Koérper und V, W seien zwei K-Vektorrdume. Eine Abbildung
f:V — W heiit K-linear, meist einfach nur linear, wenn sie die Eigenschaft

flag vy +ag-ve) =ay - f(v1) +az - f(ve) fir alle vi,v9 €V, aq,a0 € K
hat. Beispiele:

e Es sei a € K ein beliebiger Skalar. Die Abbildung

{
Mg
v -,

die jedem Vektor das a—fache zuordnet, heifit (vor allem in Schulterminologie) zen-
trische Streckung, manchmal auch — im Fall o € ]0,1[C R zentrische Stauchung.
Wir zeigen, dass sie linear ist: Fiir beliebige vy, vy € V, oy, as € K gilt ndmlich

Mo (a1 +ag - vy) = - (-1 + Qg - vy) = (DG.KG)

Q- v+ Qg vy = g - M (V1) + ag - Mg (ve).
e Fiir « = 0 € K ist die obige Abbildung my die lineare Abbildung, die jeden Vektor
v € V auf den Nullvektor 0 abbildet. Sie heifit Nullabbildung.

e Fiir « =1 € K ist m; die lineare Abbildung, die jeden Vektor v € V' auf sich selbst
abbildet. Wir kennen den Namen dieser Abbildung bereits (vgl. Seite 15), es ist die
identische Abbildung:

my = ldV

Satz 15 (LA1: Eigenschaften von linearen Abbildungen)
Es sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorrdumen.

(i) Die Abbildung f bildet den Nullvektor 0 € V auf den Nullvektor 0 € W ab.
(11) Die Bildmenge des gesamten Vektorraums V
imf := f(V)={weW| Esex. veV mit f(v)=w},
sie heifit auch das Bild von f, ist ein Unterraum von W.

(iii) Das Urbild des Nullvektors 0 € W

ker f 1= f740)={veV]|f(v) =0},

es heifit der Kern von f, ist ein Unterraum von V.
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Beweis
(i) Es gilt:

f(0) + f(0).

Wir zichen auf beiden Seiten dieser Gleichung den Vektor f(0) ab und erhalten so

£(0) = 0.

(ii) Es seien wy,we € im f zwei Vektoren im Bild von V und aj, @y € K. Dann gibt es
Vektoren vy, vy € V', so dass

f(vr) = wy, f(v2) = wa.
Dann gilt aber weiter
aywy + apwy = oy f(vr) + aaf(v2) = favr + agu),

also liegt auch jede beliebige Linearkombination von im f in im f.

(iii) Es seien vy, vy € ker f zwei Vektoren im Kern von f, oy, as € K. Dann gilt
Jlarvr + agvy) = ay f(vr) + asf(ve) = 0,

also liegt auch jede beliebige Linearkombination von ker f in ker f. ¢

4.2 Lineare Abbildungen und Basen

Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei Mengen X und Y ist durch die Angabe des
Wertes f(x) fiir jedes x € X eindeutig charakterisiert.

Bei linearen Abbildungen geniigt es, die Bilder der Elemente einer Basis zu kennen.

Satz 16 (LA 2: Lineare Abbildungen und Basen) Fir zwei K-Vektorraume V, W
seien vorgegeben . . .

e cine Basis B = {vy,...,v,} mit n Elementen von V,
e cine Teilmenge W' = {wy, ..., w,} mit n Elementen von W.
(i) Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f :V — W mit
f(v;) = w, fir j=1,...,n.

(i1) Die in der folgenden Tabelle aufgefiithrten Eigenschaften der Menge W' und der linea-
ren Abbildung f sind zeilenweise dquivalent. Die lineare Abbildung f heifit dann jeweils,
wie in der dritten Spalte angegeben.

’ Die Menge W' ist ... ‘ Die Abbildung f st ... H f heifit dann auch . .. ‘
ein Erzeugendensystem | surjektiv Epimorphismus
linear unabhdngig mjektiv Monomorphismus
eine Basis bijektiv [somorphismus
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Beweis Um f zu definieren, miissen wir zu jedem Vektor p € V' den Bildvektor angeben.
Es sei p = Z?:l a;v; die Basisentwicklung von p bzgl. der Basis B. Dann definieren wir

n
= E Oéjwj.
Jj=1

Es ist klar, dass f die Eigenschaft f(v;) = w; hat. AuBerdem ist f linear. Sind v,v’
Vektoren aus V' mit Basisentwicklungen

n n
P . . /— / .
v = g Bjv; und v = g Bivj,
=1 j=1

und oy, as € K, so gilt tatséchlich

f(OélU -+ 0421/) — f (Z(alﬂj + QQB;)Uj) —

Jj=1
n

Z(Oélﬁ] + @fjw; = oy Z Bjw; + as Z Biw; = a1 f(v) + a2 f (V).

j=1 J=1

Wiirde es zwei verschiedene lineare Abbildungen f1und f5 mit der geforderten Eigenschaft
geben, so gébe es mindestens ein v € V', so dass f1(v) # fo(v). Es sei v = Z?Zl a;v; die
Basisentwicklung von v. Dann gilt wegen der Linearitat von f; und f,

0# fi(v) — =5 Zaﬂ)] fZ(ZO‘jUj):

n
E Oéj'wj — E ajwj = 0.
Jj=1 Jj=1

Das ist ein Widerspruch.

Zu (ii/1) =: Es sei W/ = {wy, ..., w,} ein Erzeugendensystem von W. Dann ldsst sich
jeder Vektor w € W schreiben als w = 7, ajw;. Dann gilt aber

w = E O./] UJ = E Oé]U]

Also ist w € im f. Es liegt also jeder Vektor w im Bild von f, das heifit f ist surjektiv.

Zu (ii/1) <=: Es sei f surjektiv. Dann gibt es zu jedem w € im f ein v € V, so dass
fv)=w.Ist v = 2?21 a;v; die Basisentwicklung, so gilt

= FOQagu) =Y aif(v) =) aju;.
j=1 j=1 Jj=1

Also ist W’ ein Erzeugendensystem.
Zu (ii/2) =: Es seien v, v’ € V mit Basisentwicklungen

n n
_ oy ! ! .
V= E ajv;  und v = E ;v
j=1 j=1
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und f(v) = f(v'). Dann gilt
0=f(v)— f(v') = f(z ;v;) — f(z asv;) = Z(%‘ — aj)w;.

J=1

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von W' folgt a; — o’y = 0 fiir alle j = 1,...,n, das
heifit v = o', f ist injektiv.
Zu (ii/2) <=: Es sei f injektiv und

n
0: E OéjUJj
Jj=1

eine Linearkombination, die den Nullvektor ergibt. Da f injektiv ist, ist 0 € V der einzige
Vektor in V| der durch f auf den Nullvektor abgebildet wird. Es folgt

n
0= E OéjUj.
Jj=1

Da B linear unabhéngig ist, folgt a; = 0 fiir alle j.

Die Eintrége in der dritten Zeile sind genau dann erfiillt, wenn die der beiden ersten Zeilen
erfiillt sind. Als folgt die dritte Zeile aus den ersten beiden. ¢
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4.3 Matrizen
4.3.1 Der Matrizen—Vektorraum Km*"

Definition: Eine m x n—Matriz A ist mathematisch fundiert definiert als eine Abbildung

AL, omy x {1, . n} K
A.{ (jvk) : Q-

Fiir uns geniigt aber die mehr anschauliche Charakterisierung einer m x n—Matrix A als
rechteckiges Schema von Zahlen aus K mit m Zeilen (erster Index) und n Spalten (zweiter
Index). Man schreibt

11 Q12 - Qip

Q21 Q22 - Q2p
A= (a;) =

Am1 Qm2 - Amn

Umgekehrt wird der Eintrag an der j—ten Zeile und der k—ten Spalte einer Matrix A mit
(A);x bezeichnet. Wir bezeichnen die Menge der m x n—Matrizen mit K™*".

Satz 17 (LA 3) Die Menge der Matrizen K™ ™ bildet unter komponentenweiser Addi-
tion und skalarer Multiplikation einen K-Vektorraum der Dimension m - n.

Beweis Es ist offensichtlich, dass die Matrizen

O v vee ) e e e 0
0 - 0 0

By —
aw 0 0 1 0 0
0 - 0 0
[ I R

mit einer Eins in der j—ten Zeile und k—ten Spalte und sonst lauter Nullen eine Basis des
Vektorraums K™*" bilden. ¢

4.3.2 Multiplikation von Matrizen
Definition: Fiir jeden Korper K und Zahlen ¢, m,n € N ist die Abbildung

B Kéxm % Kmxn Kéxn
' (A,B) — C=A-B,

— sie heiflt Matrizmultiplikation oder Bildung der Produktmatriz — definiert durch

(Chje = cjk = Y _ ajibix. (o)
=1
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Diese Definition mutet einen Neuling unheimlich an. Man kann sie aber mit Hilfe des
folgenden Diagramms (Hakentrick) anschaulich machen.

bll blk T bln
bml bmk: bmn
a1 Aim | C11 : Cin
ajl Cij Cjk
Q1 Qem | Co1 Cen

Der Eintrag cj; in der Produktmatrix C'= A - B ergibt sich, indem man

den ersten, zweiten, ..
dem ersten, zweiten, .

multipliziert und dann alle Summen aufaddiert.

., m—ten Eintrag der j—ten Zeile von A  jeweils mit

.., m—ten Eintrag der k—ten Spalte von B
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Satz 18 (LA 5: Eigenschaften der Matrixmultiplikation)
(i) Fir eine Matriz A € K™*" gilt

I, - A=A und A-I,=A.

(ii) Die Matrizmultiplikation ist assoziativ, fiir drei Matrizen A € K™ B € K™ C €
KP gilt:

(A-B)-C=A-(B-0).

(i1i) Die Matrizmultiplikation ist linear: Fir ,,passende” Matrizen A, B,C und Skalare
a, B,y € K gilt:

(kA+pB)-C = aA-C+pB-C
A-(BB+~C) = BA-B+~vyA-C

(Fir o = =~ =1 sind hier Distributivgesetze enthalten).

(iv) Bei der Matrizmultiplikation gibt es Nullteiler, d.h. es existieren ,,passende” Matri-
zen

A#£0, B#0 mit A-B=0.

(v) Firn > 2 ist innerhalb von K™™ die Matrizmultiplikation nicht kommutativ, d.h.
es gibt Matrizen

ABEcK™ mit A-B+B-A

Beweis
Zu (i): Nachrechnen. Zu (ii): Es seien drei Matrizen

AeK™" BeK™, (CeK>

gegeben. Es gilt dann fiir j=1,...,pund k=1,...,m

l ¢ n
[(AB)C]Jk = Z(AB)]zCzk = Z (Zajhbhi> Ci. —

3

a;nbpiciy =

]~

i=1 i=1 h=1 i=1 h=1

Vv
£ - m Summanden

( <
Il

J/

n l n

DD ambuca = Y (ajh;bhicik> = ;%’h(B'C)hk = [A-(B-CO)

h=1 i=1 h=1

(iii) Nachrechnen.
(iv) und (v) weisen wir durch Beispiele nach:

(o) Go)=(an) Go)(oo)=(os)
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4.3.3 Matrizen und lineare Abbildungen K" — K™

Es sei f eine lineare Abbildung zwischen den Tupel-Vektorrdumen K" — K™. Wie wir
gesehen haben, ist diese Abbildung durch die Bilder der Vektoren einer Basis von K"
eindeutig bestimmt.

Hier bietet es sich an, als Basis die kanonische Basis
{ex]k =1,...,n}

vorzugeben. Ist diese Basis fest gewahlt, so ist die Information iiber die lineare Abbildung
in den Bildvektoren

alk

a
ap = Qk :f(€k>7 k:]-a"')nﬂ

Amk

gespeichert. Noch besser zusammenfassen lédsst sich diese Information in einer m x n—
Matrix

a1; A12 Q1n
Q21 A22 Q2n

Ay = . (W)
Am1 Qm2 - Amn

mit m Zeilen und n Spalten. Der Bildvektor f(ex) von ey ist gerade die k—te Spalte in
dieser Matrix.

Umgekehrt ist durch eine Matrix der obigen Form (#) eine lineare Abbildung f festgelegt:

a11v1 + a12V2 + -+ - + A1,V aip Q2 o Gl U1
A21V1 + AoVg + -+ - + A2,V Qo1 Qg2 -+ Q2 ()

fv) = | -
Am1U1 + Am2U2 +--- 4 AmnUn Am1 Am2 - Amn Un

Beachte, dass in dem Abbildungsdiagramm und in der Notation fiir Matrizen die Reihen-
folge der Dimensionen von Urbildraum und Bildraum gerade vertauscht ist:

f K" — K™ s m x n —Matrix Ay.

Es seien f : K® — K™ und ¢ : K™ — K’ zwei lineare Abbildungen

kK L g 4 K

mit zugehorigen Matrizen Ay und A,. Welche Matrix gehort zu der Abbildung go f :
K" — K*?
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Satz 19 (LA 4: Beziehung zwischen linearen Abbildungen und Matrizen)
(i) Es seien f: K" — K™ und g : K™ — K* zwei lineare Abbildungen
k» L k* & K,
denen die m x n-Matriz Ay und die ¢ x m-Matriz A, zugeordnet sind. Dann gilt:
Agor = Ay - Ay
Beachte die umgekehrte Reihenfolge in dem Diagramm und in der Matrizgleichung.
(11) Zur identischen Abbildung

. { K* — K»
idgn :
v o v

gehort die n X n—Einheitsmatrix:

1 0 0 - .- 0
0 1 0 :
I=1,= O 01 . (Einheitsmatriz),
: 1 0
0 ««v «or v 0 1

die an der Position (j,k) die Zahl

falls j =k,

L,
(D)jk = 6jk = { 0 falls j £ k. (Kronecker—Delta—Symbol).

hat.

Beweis Zu (i): Die Eintrége der beiden Matrizen seien gegeben durch

a1 Q12 - Qip by by - blm

Q21 Q22 -+ Q2 bai by - bopy
Af = , Ay = .

Am1 Am2 - Amn bél b@2 e b@m

Es seien
{ejli=1,...,n} und {e}lj=1....,m}
die kanonischen Basen von K" bzw. K™.

Geméfl der Zuordnung (#) ist f(ex) gerade die k-te Spalte von Ay und g(e}) die j-te
Spalte von Aj.

a1k b
Q2 , ba;

Flee) = | und  g(e;) =

A be;
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Wir miissen den Bildvektor (g o f)(ex) = g(f(ex)) fiir ein k € {1,...,n} berechnen:

g(fer)) = g(| . |)=9glame; +ames +- +ampe,)

= angley) +amgley) + -+ ami gley,)

b1 b12 bim
bay bao bam

= ay : + agy : + ot Ak
ber beo bem
bi1 a1 + biz gk + -+ - + bipy Qi Cik
B ba1 a1k + bag gk, + - -+ + bapy, Qi B Cok
beraix + bepaor + - -+ + by Qi Cek

Also steht an der Position (j, k) von C' = A, die Zahl

m
Cjk = E bjiaik>
i=1

das ist aber geméf (&) das (j, k)-Element in der Matrix A, - Ay.
Zu (ii): Das muss man halt nachrechnen. ¢
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4.4 Lineare Gleichungssysteme

Definition Es seien n,m € N.

(i) Fiir eine gegebene Matrix A € K”*" und einen gegebenen Vektor b € K™ ist durch
die Gleichung

A-x=0b,

fiir den unbekannten Vektor € K™ ein lineares Gleichungssystem, abgekiirzt LGS,
gegeben.

(ii) Das lineare Gleichungssystem heifit homogen, falls b = 0, anderenfalls heiBt es inho-
mogen.

(iii) Im Fall m = n heifit das Gleichungssystem quadratisch.

Der Begriff Gleichungssystem kommt daher, dass man die Vektorgleichung in Komponen-
ten schreiben kann und so ein System von Gleichungen entsteht:

111 + 129 + - + AT, = bl
211 + 299 + -+ aAonTy — b2
Am1T1+ ApmaZo+ - + QppTy = bm

Es besteht die Aufgabe, die Losungsmenge
L(A]D) := {z € K'|Az = b}
des LLGSs néher zu beschreiben und zu bestimmen.
Satz 20 (LA 6)
(1) Fiir ein homogenes LGS
Az =0
st die Losungsmenge
L(A|0) = ker A
ein Unterraum von K". Deutlicher: Sind x,x € K" Lisungen, a,a € K so ist auch
ar+az

ewne Losung.
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(i1) WENN X € K" eine Losung des inhomogenen LGS
Ax =10
ist, DANN ist die Losungsmenge ein affiner Raum:
L(AD) =X +kerA = {X +yecK"|ly € ker A}.
Sind x,x Losungen des inhomogenen LGS, so ist
rT—T
eine Losung des homogenen LGS.

(111) Ein inhomogenes LGS muss nicht unbedingt eine Losung haben. Beispiel: A ist Null-
matrix, b ist ungleich dem Nullvektor.

Beweis (i) Die erste Aussage ist in LA 1 (iii) enthalten.
(ii) Es sei x € L(A]b). Dann gilt

Alx —X)=Az —AX =b—b=0,
also
r=X+(x—X) € X +ker A
Umgekehrt sei € X + y mit y € ker A. Dann folgt

Ar=AX +y) = AX + Ay =b+0=0.

Satz 21 (LA 7) Wir betrachten das LGS
Ax =b

mit der quadratischen Matriz A € K™ ™. Die n Spaltenvektoren von A seien linear un-
abhdingig. Dann hat das LGS genau eine Losung X :

L(AJb) = {X}.

Beweis Die Matrix A hat n linear unabhéngige Spaltenvektoren aus K”. Diese bilden
eine Basis (vgl. Satz VR 8(i)), die das Bild der kanonischen Basis von K" ist. Gemif} Satz
LA 2(ii), Tabelle 3. Zeile, ist die lineare Abbildung = — Az bijektiv. Also besitzt b € K"
genau ein Urbild unter A, anders formuliert: Die Gleichung besitzt genau eine Losung. 4



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (GS/HS/RS) — WS 2009/10 69

Wir wollen jetzt ein Verfahren angeben, das es gestattet, diese Losung systematisch—
algorithmisch aufzufinden.
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Wir erstellen zuerst eine Liste von moglichen A quivalenz—Zeilenumformungen:

e Zwei Zeilen j und k in dem LGS werden vertauscht. Dies entspricht der Multiplika-
tion des LGS mit einer Vertauschungsmatrix Pj; von links:

e Die Zeile j in dem LGS wird mit einer Zahl o € K\ {0} multipliziert. Dies entspricht
der Multiplikation des LGS mit der Matrix @);, von links:

Qj,aA €r = Qj,ab-

e Die Zeile j wird durch die Summe der Zeilen 7 und k ersetzt. Anders formuliert: Die
Zeile k wird zu der Zeile j addiert. Dies entspricht der Multiplikation des LGS mit
der Matrix R;; von links:

RjkA Tr = R]kb

e Die Kombination der zweiten und dritten Methode fithrt zu der Umformung, dass
die j—te Zeile durch Addition des a—fachen der Zeile k verdandert wird.

Satz 22 (LA 8: Gauf3’scher Algorithmus I)
Wir betrachten das LGS von Satz LA 7 unter den gleichen Bedingungen. Die Matriz Alb
kann durch elementare Zeilenumformungen in die Gestalt

at;, 0 - - 0 |b

0 aby ° : :
0

0 0 a | b

mit
aj; # 0, j=1....n

gebracht werden. Damit ist die eindeutige Losung des LGSs gegeben durch
by
ai;
b3

+
g2
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Beweis Wir beweisen durch Induktion iiber £k = 0,1, ..., n die folgenden Aussagen A(k):

A(k): Durch elementare Zeilenumformungen kann die Matrix A|b in die Gestalt

k k k k
a§1) 0 v oo 0 GE,ZH . agn) bg )
0 ag;)
: . .0 : :
(Alt)® = N k
0 -+ - 0 a](ck) a](ﬁ])ﬁl . a](m)
k k
0 or e e 0 al(c—gl,k—&-l e ai(chLn
0 oo cor e 0 affl)c+1 e G W

mit ay;) #0,7=1,...,k gebracht werden.
Fiir k£ = 0 ist

(A[D)© = Alb.

Wir miissen den Induktionsschritt k — k£ + 1 fiir £ = 0,...,n — 1 durchfiihren.
(a) Es gilt

ok
k+1,k+1

s # 0.
(k)

an,kJrl

Anderenfalls wiren alle Eintrage ag.]z) in der (n— k) x (k4 1)-Teilmatrix unten links gleich
Null. Die ersten k + 1 Spaltenvektoren von A*) wiren linear abhingig. Das kann aber
nicht sein aufgrund des Satzes LA 7 oder LA 11 im néchsten Abschnitt.

(b) Durch evtl. Vertauschung zweier Zeilen p und ¢ mit p,q € {k+1,...,n} entsteht die
Matrix (A[b)’, die an der Position (k+ 1,k + 1) den Eintrag aj,,,,, # 0 hat.

(c) Ziel ist es jetzt, in der (k 4+ 1)-ten Spalte alle Eintrige aufler den in der (k + 1)-
ten Zeile ,,zu Null” zu machen. Dies geschieht dadurch, dass zu der j—ten Zeile (fiir
je{l,....kk+2,...,n}) von (A|d) das

a/
k1
(— ,j— )—fache
Qe 1,k+1
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der Zeile k£ addiert wird. Es entsteht die Matrix
ag’;“) 0 e 0 ag’“kili . a%’ffl) bg’f“)
0 agﬂ) : :
: 0 : :
(Al k
+1 k+1 k+1
0 e 0 a/(c—i—l,l)c-l—l al(<:+1 l)c+2 al(i‘-i-l’r)L
k+1 k+1
0 0 al(c+2,l)c+2 T a](i‘-‘rQ,??L
0 0 aglkl—;i)z M SRR FACARY)
mit

k+1) (k+1) _
Uy 1 = Gprgn 70 und - ag™ =

a) £0  fir j=1,...k

Damit ist die Aussage auch fiir k = n gezeigt. Setzt man (A|b)* = (A[b)™, so hat man
die Aussage des Satzes.

¢
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4.5 Der Rang einer Matrix

Definition: Es seien A € K™*" eine Matrix. Die Maximalzahl linear unabhéngiger Spal-
tenvektoren der Matrix A heifit der Spaltenrang von A. Die Maximalzahl der linear un-
abhéngiger Zeilenvektoren der Matrix A heifit der Zeilenrang von A.

Satz 23 (LA 9) Wir betrachten die Matriz

*
aix - Aip | Qg

*

Am1 - Qmp | Qp,

sie besteht aus der m x n —Matriz A und dem Spaltenvektor a* € K.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Spaltenrang A < Spaltenrang Ala*
(i1) Zeilenrang A < Zeilenrang A|a*

Ist der Spaltenvektor a* eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A, so gelten die
folgenden Aussagen:

(i1i) Spaltenrang A = Spaltenrang Ala*
(iv) Zeilenrang A = Zeilenrang Ala*

Die entsprechend dualen Aussagen gelten genauso fir das Weglassen bzw. Hinzufiigen
einer Zeile bei einer Matrix

a1 Qin
A =
a* aml “ .. amn
a; - al

Beweis Die Aussagen (i) und (iii) sind trivial. Die letzte Aussage wird, wie gesagt, dual
zu den anderen bewiesen.
Zu (ii): Es sei r < m der Zeilenrang von A. Wir kénnen Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit (O.B.d.A) annehmen, dass gerade die oberen r Zeilen

(ajl,...,ajn), jzl,...,r

von A linear unabhéngig sind. Anderenfalls fithren wir Zeilenvertauschungen durch, die
ja den Zeilenrang nicht veréandern.

Es sei nun
(0,,0) :ZBj(ajl,...,ajn,a;) EKlX(n—H)
j=1

eine Linearkombination der ersten Zeilen von A|a*, die die ,,Nullzeile” ergibt. Durch Weg-
lassen der letzten Koordinate in der Linearkombination folgt

(0,,0)225J(a]1,,am) Elen.
j=1
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Da aber diese Zeilenvektoren linear unabhéngig sind, folgt

Das bedeutet, dass auch die ersten r Zeilenvektoren von Ala* linear unabhéngig sind.

Zu (iv): Es sei jetzt » < m der Zeilenrang von Ala*. Wir kénnen wieder O.B.d.A. anneh-
men, dass gerade die oberen r Zeilen

. .
(ajis .-y an, a3), j=1,...,r

von Ala* linear unabhéngig sind. Es sei nun
(0,...,0) =Y Bjlaji, ... a) e K" (%)
j=1

eine Linearkombination der oberen r Zeilen von A, die die ,,Nullzeile” ergibt. Da a* eine
Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist, kénnen wir schreiben:

*
a,

n

* .

a = : :E Vi
k=1

%
CLm - Amk

A1k

Daraus folgt, dass

> By =Y 8- (D wag) =
j=1 j=1 k=1

Z Z Bivk - ajr = Z nykﬁj A = (Doppelsumme mit 7 - n Summanden)
j=1 k=1 k=1 j=1

Z% : (Zﬁj 'ajk) = Z% -0=0.

k=1 j=1 k=1

Das bedeutet aber, dass die Gleichung (x) zu
(0770) :Zﬁj<aj1,...7ajn7a;) GKIX(”+1)
j=1

erweitert werden kann. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Zeilenvektoren auf der
rechten Seite dieser Gleichung folgt
ﬁjzo, fiir jzl,...,r,

also sind auch die oberen r Zeilenvektoren von A linear unabhéingig. ¢
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Satz 24 (LA 10) Fiir eine beliebige m x n—Matriz A gilt:

Zeilenrang A = Spaltenrang A.

Beweis (1) Wir lassen nacheinander in der m x n—Matrix A Spaltenvektoren weg, die
Linearkombinationen der anderen Spalten sind. AnschlieBend lassen wir nacheinander
Zeilenvektoren weg, die Linearkombinationen der anderen Zeilen sind. Es entsteht eine
p X ¢-Matrix A’, deren Spalten— bzw. Zeilenrang mit dem von A aufgrund von (iii),(iv)
Satz 23 iibereinstimmt.

(2) A’ enthélt nur noch linear unabhéngige Spalten und linear unabhéngige Zeilen.

Im Fall ¢ > p hétte man ¢ > p linear unabhiingige Vektoren im Raum KP*! der Spalten-
vektoren. Widerspruch.

Im Fall p > ¢ hiitte man p > ¢ linear unabhiingige Vektoren im Raum K'*? der Zeilen-
vektoren. Widerspruch.

Es muss also p = ¢ sein.

(3) Zusammengefasst gilt nun
Spaltenrang A = Spaltenrang A" = ¢ = p = Zeilenrang A’ = Zeilenrang A.
¢

Definitionen:

e Wegen der gerade festgestellten Ubereinstimmung von Spaltenrang und Zeilenrang
wird diese Zahl einfach als Rang der Matrix A bzw. als Rang der zugehérigen linea-
ren Abbildung bezeichnet.

e Hat eine m x n—Matrix den grofStmoglichen Rang, d.h.
Rang A = min{m, n},
so sagt man, sie hat Vollrang.
Beachte, dass aufgrund der Definition des Spaltenrangs gilt:
Rang A = dim(im A).
(Dabei fassen wir die Matrix A als lineare Abbildung K™*™ auf).

Analog zu den elementaren Aquivalenz-Zeilenumformungen (vgl. S. 70) gibt es auch
die elementaren Aquivalenz-Spaltenumformungen. Thre Definition ist dual zu der der
Aquivalenz-Zeilenumformungen. Den Spaltenumformungen entsprechen die Multiplika-
tionen mit den Matrizen Pj;, Q); bzw. Rj; von rechts.

Satz 25 (LA 11) Bei Aquivalenz—Zeilenumformungen oder Aquivalenz—Spaltenumfor-
mungen dndert sich der Rang einer Matriz nicht.

Beweis Bei AquivalenzZeilenumformungen #ndert sich der Zeilenrang nicht, bei Aqui-
valenz—Spaltenumformungen #ndert sich der Spaltenrang nicht. ¢
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Bevor wir jetzt den vollen Gaufi—Algorithmus studieren, miissen wir noch angeben, welche
Auswirkung eine Spaltenvertauschung in der Matrix A € K™*" eines LGSs hat: Sie ist
gleichbedeutend mit einer Zeilenvertauschung bei dem gesuchten Vektor x € K", fiir die

einzelnen Variablen z; heifit das, dass sie ,,umnummeriert”

a1

Am1

ap1ry + -
a1 T1 + -

am1T1+ -

anry + -
a1y + -

1T+ 0

a11

Qm1

3 R 3V

Ak~ Qme

+ awry + -
+ ampay + -

+ QX+ -

+ aymwe +
+ agewe +

+ Qpexe+ -

Qi -+ Qik

Q1n

amn

+ awre + -
+ agewe + -

+ Qe+ -

+ apay +
+ agwy, +

+ QT+ -

A1n

Az

€

Tk

Xy

T

+ A1nTy

+ Qopxy, =

+ ATy =

+ A1nTn
+ A2nTn,

+ ApnTp =

X1

Ly

Ty

A2

werden.

= b

by
b,

|}

— by

— b,

|}

= by

— b,

|}
by
b,
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Viel eleganter lésst sich diese Umformung mit Hilfe der Matrixmultiplikation nachvollzie-
hen. Das Quadrat einer n x n—Vertauschungsmatrix Py, ist gleich der n xn—Einheitsmatrix:

Pl =Py Py =1,
Also koénnen wir dquivalent umformen
A/ !

Satz 26 (LA 12: Gaufi—Algorithmus IT)
Wir betrachten das LGS Ax = b bzw. die damit verkniipfte n x m—Matriz

air 0 a | b
Alb =
m1 *°° Omnp bm
Es ist nicht notwendig quadratisch, die Spaltenvektoren sind nicht notwendig linear unabhdngig.

Das LGS lisst sich durch elementare Aquivalenz—Zeilenumformungen und Spaltenvertau-
schungen in die Gestalt

a<1>1 0 “ .. .« .. O a<1>7r+1 a<1>n b?
0 ad

(Apy =| o0
0 0 a?r air—i—l a':n b:
0 0 0 0 b<;+1
0 0 0 0 bfn

mit a; #0, j =1,...,r, dberfihren. Dabei ist v der Rang von A.
Zur Darstellung: Im Fall r = n fehlt einfach der Mittelteil dieser Matriz. Im Fall r = m
fehlt der untere Teil der Matriz.

Bemerkung: Fiir eine quadratische Matrix mit Vollrang (r = m = n) reduziert sich die
obige Darstellung auf die von Satz LA 8.

Beweis In Abédnderung des Beweises von Satz LA 8. Es wird wieder die Aussage A(k)
per Induktion iiber k bewiesen. Diese Induktion ,,stoppt” aber bei k = r = Rang A mit
dem obigen Ergebnis.

Der Schritt (¢) im Induktionsschritt & — k + 1 fir £ = 0,1...,7 — 1 muss dabei neu
formuliert werden.

Wegen k£ < r gibt es einen Vektor

(k)
Ay,

| #0
(k)
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mit £ € {k+1,...,n} in der Matrix (A[b)*). Anderenfalls konnte der Rang der Matrix
A nicht gleich r sein.

Es werden (eventuell) die Spalten ¢ und k + 1 der Matrix A vertauscht. Beachte, dass
dies eine Vertauschung der unbekannten Variablen xj,; und x, entspricht. Dann kann der
Induktionsschritt genau wie im Beweis von Satz LA 8 vollendet werden. ¢

Multipliziert man die oberen r Zeilen jeweils mit %, 7 =1,...,r, sowird die Matrix bzw.
77
das LGS noch weiter vereinfacht.

Folgerung 27 (Zusatz zu LA 12) Das LGS Ax = b bzw. die damit verkniipfte Matrix

a0 a | b
Alb =
am1 - Amn bm

lisst sich durch elementare Aquivalenz—Zeilenumformungen und Spaltenvertauschungen
in die Gestalt

10 o oo 0lal,yy o al,]| b
0

(Ap) = | o0 2
0 -+ -+ 0 1lat,,, - a,| b
0 -+ o+ - 0] 0 - 0 [bi,
0 v - - 0| 0 - 0|0

mit einer v X r—FEinheitsmatrixz links oben tberfiihren. Dabei ist r der Rang von A.

Satz 28 (LA 13: Losung des LGS) Betrachte das zu der Matriz aus Satz LA 13
gehorende LGS.

(i) Ist der Vektor
by
: 7é 07 (*)
b
so besitzt das LGS keine Lésung.

(i1) Ist der Vektor (x) gleich dem Nullvektor, so st fir jedes (n — r)—Tupel
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(AL, A2y ooy Ar) € KX der Vektor

79

bi - air+1)‘1 - ai,r+2/\2 - - a?n)‘n—T
b; - a;,r—i-l)‘l - a;,r+2/\2 - - aznAn—T
A A2 Anr) = | b =t A — a0 — — A | =
At
An—r
bi —a] 41 —aj .9 a1y
2 05,41 —a3 49 3
b: _a:,r-l—l —CL:7T+2 _a:n
0 [+ 1 + A 0 + o+ Ay 0
0 1 :
. O :
: : . O
0 0 0 1
eine Losung des zugehorigen LGSs.
Beweis Die Tatsache, dass z(\1,..., \,—,) eine Losung ist, ldsst sich unmittelbar aus
dem LGS ablesen.
Ist umgekehrt y irgendeine Losung des LGS, so setze man
)\1 = Ypga, )\2 = Yry2, - .)\n,r = UYUn-
Es folgt fiir j = 1,...,7r aus A*y = b*, dass
Yi t @i, M+ ag A,
Y + a;‘,r—i-lyr—i—l +-ot a;nyn =bj =
Ti(Ay e Aner) F @G A+ @G A,
also y; = z;(A1, ..., Ap—y). Insgesamt bedeutet das, dass y = x(A1,..., Ay_yr). ¢
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Folgerung 29 (LA 14) (i) Fir eine belicbige Matric A € K™" (bzw. die dazu
gehorige lineare Abbildung) gilt
dimker A + Rang A = n.

Beachte, dass ker A der Lisungsraum des homogenen Gleichungssystems Az = 0
15t.

(i) Das inhomogene LGS
Ax =10
besitzt eine Lisung X genau dann, wenn
Rang(Alb) = Rang A.
Ist dies der Fall, so ist der Lésungsraum gegeben durch den affinen Raum

X +kerA

der Dimension n — Rang A.

Beweis
(i) Man betrachte den obigen Satz fiir b = 0. Man kann ablesen, dass die Dimension des
Kerns gleich n — r ist.

(ii) Die Rang-Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass b als Linearkombination von
Spaltenvektoren geschrieben werden kann. Die Koeffizienten einer solchen Linearkombi-
nation bilden einen Losungsvektor X. Die Aussage iiber den Losungsraum folgt aus Satz
20(ii) und (i) dieser Folgerung. ¢
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Beispiel 1: Wir betrachten das LGS

21’1 + 31’2 - 21’3 = -
5r1 — X3 + 3z3
r1 + T2 + 23
—3x1 + 4x9 — 4dz3 =

MOTROO

in dem ein Parameter K € R auftritt. Es soll in Abhéngigkeit von K die Losungsmenge
L(A[b)x bestimmt werden.

Die AquivalenzZeilenumformungen laufen nun beispielsweise wie folgt ab. Es ist giinstig
zunéchst die Zeilen so zu ordnen, dass Einsen weiter oben auftauchen und der Parameter
ganz unten.

2 3 =2 -3
5 —1 3 K
1 1 1 5
-3 4 -4 2
1 1 1 5
2 3 =2 -3 —21
-3 4 4 2 +31
5 —1 3 K -5 1
1 1 1 5 —11I
0o 1 -4 —13
o 7 -1 17 -7 1I
0 -6 -2 K-25 +6 II
1 0 ) 18
0O 1 -4 —-13
0 0 27 108 27
0 0 —26|K—-103
1 0 ) 18 —5 III
0o 1 -4 —13 +4 III
0 0 1 4
0 0 —26|K—-103| +26 III
1 0 0 -2
0 1 0 3
0 0 1 4
0 0 0 K+1

fiir K # —1 ist die Losungsmenge leer. Fiir K = —1 ergibt sich die Losung

T —2
i) = 3
T3 4
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Beispiel 2: Wir betrachten das LGS

6I1 + 4$2 - 4LL’3 + 2.734 = 12
—r1 + 21’2 - 2[1/’3 + 3[)’24 = —)
3371 — To — Tr3 — Ty = 0

Die Aquivalenz-Zeilenumformungen laufen nun beispielsweise wie folgt ab.

6 4 —4 2| 12 12— 11
-1 2 =2 3| 5| «(-1)—= 1
3 -1 -1 =1 0
1 -2 2 =3[ 5
3.2 -2 1| 6 -31
3 -1 -1 =1 0 —31
1 -2 2 =3[ 5
0 8 -8 10| -9 : 8
0 5 -7 8|-15
1 -2 2 =3[ 5 +2 1I
0 1 -1 3] -2
0 5 -7 8|-15 —5 11
1 11
1 0 0 -3 &
0 1 -1 2] -2
0 0 -2 - (~2)
1 0 0 —3| %
0 1 -1 2| -2 + I
7 75
1 0 0 —3| %
3 7
o 1 o & =
7 7
o 0 1 -I| B

Damit ergibt sich als allgemeine Lésung

1 1
4 2
57 _3
16 8
z(A) = . A -
16 8
0 1
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5 Permutationen

5.1 Einfiihrung

Definitionen:

1. Es sei X eine Menge. Eine bijektive Abbildung f : X — X heifit auch Permutation
von X.

2. Die Menge aller Permutationen einer Menge X bezeichnen wir mit

S(X) := {f: X — X]|f ist bijektiv }.

Beobachtung: Die Menge S(X) bildet mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung

O{ S(X)x8(X) = S(X)
(fig) = fog

eine Gruppe.

Begriindung: Die Hintereinanderausfithrung von Funktionen ist immer assoziativ: Fiir drei
Abbildungen f,g,h: X — X gilt:

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = (h(g(f(x))) = h((g e f)(x)) = [ (ge f)l(x).

Das neutrale Element ist durch die identische Abbildung idy gegeben. Die zu einer Ab-
bildung f € S(X) inverse Abbildung ist gegeben durch die Umkehrabbildung f~.

Beispiel: Wir betrachten auf der Menge R die beiden Abbildungen f, g € S(R)
f(z) =2z, g(z) =2+ 1.

Dann gilt:
(fogw) = fle+1) =2 +1),  (90f)(x)=g(22)=2x+1).

Es ist also fog # go f. Die Gruppe S(R) ist nicht kommutativ.

Definition: Ist X eine endliche Menge der Méchtigkeit n, so heifit S(X) die Symmetrische
Gruppe auf n Elementen (oder n Buchstaben).

Im allgemeinen hat man es mit der Menge X = {1,2,...,n} zu tun.

Man kiirzt S, = S({1,2,...,n}) ab. Die Elemente werden im allgemeinen durch den Buch-
staben 7 gekennzeichnet. Die Hintereinanderausfithrung zweier Permutationen schreiben
wir ab jetzt als Multiplikation:

T = Tg = 71 O .
Wie sonst auch iiblich, kann das Multiplikationszeichen - auch weggelassen werden.

Beispiele:
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e S; besteht nur aus der identischen Abbildung id : {1} — {1}. Als Gruppe ist dies

wieder die triviale Gruppe. §; = {id}.

e S, enthélt zwei Abbildungen, namlich die identische Abbildung ¢ = idx und die
Vertauschung der beiden Elemente 1 und 2. Bezeichnen wir letztere mit 7, so gilt

fiir die Verkniipfungen:

-

Ll e |T
TIT|¢
Diese Struktur ist wieder die gleiche wie die von Zy = {g,u}. Man sagt, die

Gruppen (Zg,®) und (S, 0) sind isomorph (gleichstrukturiert). Auch die Gruppe
({—1,+1}, ) ist isomorph zu diesen beiden Gruppen.

e Wir betrachten jetzt die Gruppe Ss der bijektiven Abbildungen in {1,2,3}. Wir

bezeichnen fiir a, b, c € {1,2,3} die Abbildung

l—a
T 2—b mit <1 2 3).
a b c
3—=c

Dann gilt:
1 23) (1 3 B 1
1 3 2 2 3 N 3
1 23) (1 3 _ 1
21 3 1 2 N 2

Die Gruppe 83 ist nicht kommutativ.

)
!)

W N =N
W N =N

Allgemein ist S(X) nicht kommutativ, falls | X| > 3.

e Allgemeiner bezeichnen wir ein Element f € S,

1 = x
2 = 1 . 1 2
T . mit
: 1 I
n = I,

e Es gilt |S,| = n! (Induktions-Beweis in der Ubung)

Tn
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5.2 Zyklen und Transpositionen

Definitionen:

1. Eine Permutation m € S, heifit Zyklus (der Linge k, wenn die Menge {1,2,...,n}
in zwei disjunkte Teilmengen zerfillt

{1,2,...,n} ={my,ma,...,mu} U{ly, 0o, ... .01},

so dass

m(m;) = myy  firi=1,... k—1, m(mg) = my

2. Die Zahlen my, mo,..., m; heiflen die Elemente des Zyklus. Zwei Zyklen heiflen
disjunkt, wenn sie keine zwei gleichen Elemente haben.
3. Ein Zyklus der Lénge 2 heiflt Transposition.

4. In diesem Zusammenhang wird die identische Permutation als Zyklus der Lange 1
aufgefasst.

Wenn die Zahl n aus dem Kontext bekannt ist, werden hier andere Schreibweise verwendet:

(13) := (; ; ? i) (Transposition)
12345
(145) = (451) = (514) = (4 28 1)
123456738
(25374) := (15723648)
(1) = id

Beobachtung: Sind zwei Zyklen disjunkt, so ist ihr Produkt von der Reihenfolge un-
abhéngig:

(p1p2s - ook) - (a2 - 4) = (@ @z - 45) - (Prp2s - ow)-

Bei der Multiplikation von nicht disjunkten Zyklen muss man , héllisch” aufpassen. Dies
wollen wir aber nur fiir Transpositionen ausprobieren:

(23)(35) = (235).

(Teste dabei nacheinander die Wirkung dieser Abbildung auf die einzelnen Zahlen aus
{1,2,...,n} aus. Beachte, dass Permutationen Abbildungen sind und daher von rechts
nach links ausgefiihrt werden.)

(35)(23) = (253).
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5.3 Zerlegung von Permutationen

Satz 30 (P1 Zerlegung von Permutationen)

(1) Jede Permutation w, kann als Produkt von paarweise disjunkten Zyklen geschrieben
werden. Die Faktoren sind eindeutig.

(11) Jeder Zyklus der Linge k kann als Produkt von k — 1 Transpositionen geschrieben
werden.

(111) Folgerung: Jede Permutation w, kann als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden.

Beispiele:

(s

Beweis Zu (i):

1. Fiir die gegebene Permutation m bestimme man zunéchst die Menge M der Zahlen, die
nicht auf sich selbst abgebildet werden.

2. Wihle eine Zahl j € M und ,,starte” den zugehoérigen Zyklus

co DN

3 5
2 1

§)=(15)-(283)-(47).

SIS

4 6
7 6

j= w(g) = TG == T =,
wir haben den Zyklus
(G 7)) =) 77'3))

der Lénge k ,,herausgefiltert”. Der Zyklus endet mit der Zahl j, ohne dass zwischenzeitlich
eine der beteiligten Zahlen zweimal aufgetreten wére. (Warum?)

3. Wéhle aus M solange weitere Zahlen aus und konstruiere die zugehorigen Zyklen, bis
alle Zahlen aus M erfasst sind.

Zu (ii):

(rde - gr) = (1 d2) - (G2 ds) -+ (Ge—2 k1) - (Gh-1 )
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5.4 Das Signum einer Permutation

Definition:
Fiir eine Permutation 7 € S,, definieren wir das Signum (oder die Signatur) durch

o(r) 1= H w (*)

Fiir jede zwei—elementige Teilmenge {7,5} C {1,...,n} tritt in dem Produkt ein Faktor
w Die Reihenfolge von ¢ und j ist dabei unwesentlich, da eine Vertauschung eine
Erweiterung mit —1 in dem Bruch bedeutet.

Beispiele:
o Fiir m = (1 2 3) ergibt sich

m(2) —n(1l) 7(3)—7(1) 73)—m(2) 3-2 1-2 1-3

olm) = =53 3-1 52 9-13-13-2 !
e Fiir m = (1 4) €S, gilt
o(r) =
m(2)—7w(1) 7(3)—n(1) 7(4)—7(1) 7(B3)-7(2) 7(4)-7(2) 7(4)-7(3) _
21 3-1 4-1 3_9 4-2 4-3

2—4 3-4 1-4 3-2 1-2 1-3
2-1 3—-1 4—1 3—-2 4—2 4-—-3
-2 -1 -3 1 -1 -2

12 3 1 2 1

Satz 31 (P2 Eigenschaften des Signums)

(i) Es gilt fiir eine beliebige Permutation m:
o(m) € {-1,+1}.

(ii) Fir zwei Permutationen m,m € S, gilt
o(m - m) = o(m) - o(ms).

(i1i) Fir die identische Permutation gilt o((1)) = +1.

(iv) Fiir eine Permutation © und ihre Umkehr—Permutation 7~ gilt
o(n) =o(x™h).
(v) Fiir eine Transposition (k{) gilt

o((k0)) = —1.
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Beweis (i) Betrachte die definierende Formel (k). Da 7 bijektiv ist, gibt es zu jedem
Paar (i,7) mit ¢ < j zwei Zahlen k,¢ € {1,...,n}, so dass 7(k) = ¢ und 7w(¢) = j. Also
gibt es zu jeder Nenner-Kombination j — ¢ die Z#hlerkombination 7(k) — 7(¢) = i — j
oder 7(¢) — m(k) = j — i. Diese Zuordnung ist umkehrbar eindeutig. Also kiirzen sich alle
Betréige ungleich 1 heraus. Es bleibt , nur das Vorzeichen” {ibrig.

(i) Es gilt:

“ mi(ma(f)) — m(ﬂz(@))

o(m -m) = —
1<i<j<n J—t

- H m1(m2(4)) — m(ma(i)) ' H mo(j) — ma(d) .

1<i<j<n mo(j) — ma(7) 1<i<j<n J—i
o(mr1) o(m2)

Dass auch die erste geschweifte Unterklammer stimmt, liegt daran, dass man statt {iber
alle Paare {i, j} zu multiplizieren, auch iiber alle Paare {my (i), m2(j)} multiplizieren kann.

(i)

o((1)) =o((1)- (1)) =o((1))-o((1)) = o((1)) =1
(iv) Es gilt

o) o) =c(r-71) =0c((1)) = +1.

(v) Dies erfordert mehrere Schritte:
(1) Lésst eine Permutation 7 € S,, die Zahl n fest, w(n) = n, so gilt

o(n) = KH.< W(J])_ - ?(2) _ KH W(J; - ZT(Z) _KH_ W(J; - Zr(@)
S

=1
Das zweite Produkt ist gleich 1, da in den Z#hlern die gleichen Faktoren auftreten wie in
den Nennern. Dies zeigt also, dass man bei der Berechnung des Signums nur die Zahlen
1,...,n — 1 beriicksichtigen muss.

(2) Durch einen einfachen Induktionsschluss iiber n,n — 1,...,3 sieht man, dass fir 7 =
(12) gilt

O'(?T) — H ﬂ-(j) B ﬂ-(@) _ 1-2 - 1

1<i<j<2 J—t 2-1

(3) Fiir eine beliebige Transposition (k¢) sei jetzt 7 eine Permutation mit (1) = k und
7(2) = £. Dann gilt

7-(12) -7 = (k).
(4) Mit Eigenschaft (iv) des Satzes folgt:
o((k0) =0 - (12)-7 ") =0(@ - 0((12))-o(7 ") =0((12)) = —1.
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Folgerung 32 (und Definition) FEine Permutation m heifit gerade, wenn eine der fol-
genden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(i) Esist o(m) = +1.
(i1) w laft sich als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen darstellen.

(11i) m lafit sich nicht als Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen darstellen.

Beweis (i) = (ii). Nach Satz P1 kann 7 als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden:

T=191-Uy ... Y.
Dann folgt mit den Eigenschaften (iii) und (v):
+l=o(r)=0() o) ...-0(dy,) =(-1)",
also ist m gerade. Den anderen Implikationen liegen #hnliche Uberlegungen zugrunde.

Folgerung 33 FEin Zykel, dessen Linge {gemde st, st {ungemde )

ungerade gerade
Folgerung 34 Die Menge der geraden Permutationen
A, = {reS,|o(n) =+1}

bildet eine Untergruppe von S,,, d.h. das Produkt zweier Permutationen aus A, liegt wieder

in A,.
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6 Determinanten

6.1 Definition und Beispiele

Eine lineare Abbildung K* — K" kann mit einer quadratischen n x n —Matrix A identi-
fiziert werden.

Wir betrachten eine quadratische Matrix

a1y -+ Qin
A= (aj;) = : : e Kmm.

Qp1 - Qnpn

1. Wihle aus den n? Eintridgen a;;, der Matrix eine n—Kombination aus, darunter
versteht man n Eintrége so, dass jede Zeile und jede Spalte genau einmal vorkommt.

Man kann auch sagen, dass zu jedem Zeilenindex j € {1,...,n} ein Spaltenindex k
— bijektiv — ausgewéihlt wird. Das bedeutet aber gerade dass die Auswahl durch
eine Permutation m € S, iiber k = 7(j) gegeben ist:

A1,w(1)s A2,7(2)5 - - - 5 An,m(n)-
Mit gleicher Berechtigung kann man sagen, dass zu jedem Spaltenindex £ ein Zei-
lenindex j durch die Permutation 7—! ausgew#hlt wird:

Ar=1(1),15 Ax=1(2),25 - - -y Ax=1(n),n-

2. Die Elemente der n-Kombination werden multipliziert und mit dem Vorzeichen o ()
versehen:

0-(77) ' a’l,?‘(‘(l) : a2,7r(2) et anmr(n) = 0-<7T71> ' aﬂ_l(l),l ' aﬂ_1(2),2 et aﬂ_l(n),n-
(Vgl. Satz P2 (iv)).

3. Dann werden alle nach diesem Verfahren herstellbaren Produkte aufaddiert. Das
heifit, man muss iiber alle moglichen Permutationen © € S,, addieren: Es ergibt sich
die Gesamtformel

detA := ZO'(W)'Haj,ﬂ(j) (2)

[N
Q Q
)
== I
N N
< |
Z S
z
&

Da es einerlei ist, ob man iiber alle Permutationen oder iiber alle inversen Permu-
tationen aus S, addiert, ergibt sich die Umformung ().
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Definition: Es sei A eine quadratische Matrix. Die durch die Leibniz—Formel (Z) bzw. (S)
definierte Zahl heifit Determinante der Matrix A. Die zugehorige Abbildung

det : K" — K
heifit Determinantenfunktion.
Beispiele:
e Im Fall n = 1 ist die Matrix A = (a) einfach eine Zahl. Es gilt

det A = a.

e Essein=2und A= ( @ ) Dann gilt
A21  Qa22

n

detA = Z o(r) - Haj,ﬂ(j) = (+1) - anaxn + \(—1) " a12021

. TV
€5 =1 m=(1) m=(12)
= Q11 A2 — A12 " A21-
a11 Q12 aig
en=3und A = as1 Qoo as3 |. Die Gruppe Ss enthélt sechs Permutationen,

a31 Q32 as3
namlich

Sy ={(1),(123),(132),(12)(13),(23)}.

Damit ergibt sich

det(A) = +ajianaszs + apa3a3; + a13a32a21

— A120A21033 — A13031A22 — A23A32011 -

Diese Formel lédsst sich graphisch durch die Regel von Sarrus reprasentieren:

+ + + - - -
ar1_ Gy Gx3 | 411 Q12
N 7N N e
Q21 zo Q33 | g1 Q22

7 ' 7
asy” Gsy Us3 | Usi Us2
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6.2 [Eigenschaften
Satz 35 (D1 Eigenschaften) Die Determinantenfunktion hat folgende Eigenschaften:

(1) det ist linear in jeder einzelnen Zeile. Bezeichnen wir eine j—te Zeile mit a; =
(@j1,-..,a;), so gilt fir jedes £ € {1,...,n} und o € K:

aj ax a
A1 A1 A1
det | ay+aj = det | ay + det | aj
VAR Ap4+1 VAR
ap ap ap
a; ay
ay—1 ay—1
det | a-ay = «-det ay
VAR VAR
an an

(i1) Die Determinantenfunktion det ist alternierend in den Zeilen, d.h. sie wechselt bei
der Vertauschung zweier Zeilen das Vorzeichen:

a; aj

A, ay
det : = —det

ay A,

an an

(i1i) det ist normiert, das heifft die Determinante der Finheitsmatriz I ist gleich 1

det I = 1.

(iv) Ohne Beweis: Umgekehrt legen diese drei Eigenschaften die Determinantenfunktion
eindeutig fest.

(v) Die gleichen Regeln gelten analog bzgl. der Spalten.
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Beweis FEine Multiplikation iiber alle Indices j € {1,...,n} aufler j = ¢ schreiben wir

mit dem Zeichen H

J#L
a;
ap—1
det | a; + a) = Z o () - (rn(ey + Ap ne)) - H Ajr(j)
ap
= Z o(m) - Qg7 (0) H ajr(5) T Z o(m) - aé,w(é) ) H @j7(j)
€S j#l €S Fr4
ap aj
Ayp_q ap—1
= det ay + det a,
VAR At
an, ap
ax
a1
det | a-ay = Z o(m) - Qg o) - Hajﬂr(j)
a€+1 TeS ];ﬁ(
ap,

= a- Z o(m) - apree - H ajr(j) = o - det

TES,

it

ai
ap—1
ay

g4

an

(ii) Es sei ¥ = (k¢) und A’ die durch Vertauschung von k- und ¢-ter Zeile aus A hervor-

gehende Matrix, d.h.

/ —_— .
Qi = A9(5) k-
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Dann gilt
det A" = Z o(m) - H@},w(g) = Z H
TESH j=1 TESy j=1
= Z 71' o ’19 H Qj wod(j Z O-(ﬂ-) ’ H Ajr(j) = — det(A)
TES, j=1 TESH Jj=1

(iii) Es gibt nur eine n—Kombination der Eintrdge von I, bei der das zugehéorige Produkt
ungleich Null ist. Dies ist das Produkt, das zur identischen Permutation gehort:

CLH'GQQ'...'ann:L

alle anderen Produkte enthalten mindestens einen Eintrag a;, mit j # k, also aj; = 0.
Das bedeutet aber:

det A = o(m) - [[asmr = D o(m) - [ asmo
1

TESH j=1 w=(1) Jj=

(v) Die Beweise erfolgen genau analog zu den Beweisen von (i) und (ii). Man verwendet
einfach die Leibniz-Formel (S) anstelle der Formel (Z). ¢

Folgerung 36 (D2 Weitere Eigenschaften)
Die Determinantenfunktion hat die folgenden weiteren Eigenschaften:

(1) Fiir jedes a € K gilt:
det(a- A) = ™ - det A.

(1) Ist eine Zeile oder Spalte von A gleich Null, so gilt:
det A= 0.

(111) Hat A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleich Spalten, so gilt:
det A =0.

(iv) Entsteht die Matriz A" aus der Matriz A dadurch, dass eine Zeile (Spalte) von A zu
einer anderen Zeile (Spalte) von A addiert wird, so gilt:

det A’ = det A.

(Vgl. Abschnitt 4.4, S. 63)
(v) Die Gleichung

det(A+ B) =det A+ det B
fur zwei n x n—Matrizen A, B ist im allgemeinen nicht richtig.

Beweis In der Ubung. ¢
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6.3 Der Multiplikationssatz

Satz 37 (D3: Multiplikation von Determinanten)
Es seien A, B zwei n x n—Matrizen. Dann gilt

det(A- B) = det A - det B.

Beispiele

e Produkt zweler 2 x 2—-Matrizen:

2 -3\ (0 3 (=3 12
1 6 1 -2/ 6 —9
Entsprechend gilt fiir die Determinanten:

15 - (—3) = —45.

e Produkt zweier 3 x 3—Matrizen:

1 3 =2 4 -3 0 -2 -4 =3
5 -1 -4 110 1 =5 |= 8 =24 29
2 0 5 3 2 —6 23 4 =30

Die drei Determinanten haben die Werte

—5—-24—-4-75 = —108
—24+45+40 = 61
—1440 — 2668 — 96 — 1656 + 232 — 960 = —6588

Beweis Der Beweis dieser Beziehung fiir beliebige n ist mathematisch—elementar, leider
aber schreibtechnisch sehr aufwendig.

Es seien also zwei n x n—Matrizen A, B gegeben. Wir konnen jeden einzelnen Spaltenvektor
bi, von B als Linearkombination der kanonischen Einheitsvektoren darstellen. Es gilt

b1 = Zbﬂej, bQ = Z bjgej, . bn = ijnej.
j=1 j=1 j=1

Da bei den Umformungen weiter unten alle diese Linearkombinationen simultan verwendet
werden sollen, ist es notwendig, n verschiedene Summationsindices ji, ..., j, zu verwen-
den, also die Linearkombinationen zu schreiben als

n n n
b= b€, ba=Y bpses o b= by,

J1=1 Jj2=1 Jn=1
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Unter Benutzung der Spalten—Linearitit und der Alternierungseigenschaft rechnen wir

jetzt nach:

det(AB) = det(Abl,Abg,...,Abn)

= det(A Z bjllejl, A Z bj22€j27 ce ,A Z bjnnejn)

J1=1 ja=1 jn=1
= det(z bjllA €i15 Z ijQA €igs ey Z b]nnA €jn)
Jj1=1 Jo=1 Jjn=1
= Z bj1,1 : det(A ) Z bj22A €hgs -y Z bjnnA Gjn)
J1=1 Jo=1 Jn=1
= (Linearitdt von det in den Spalten 2, ..., n)
= > b Y oot Y bjn-det(Aeg, Aej,, ..., Aey)
j1=1 Jo=1 j1=1
= > b1 bjpa ... bjn-det(Aej,, Aej,, ..., Aej,)
(j17-~~7jn)€{17“'7n}n
(;) Z bjl,l -bj2,2-...-bjmn~det(Aej1,Aej2,...,Aejn)
(]17--_-7]7{)6{1 vvvv n}n
Js#J¢ fir s#t
= > braba@a - ey - det(Aen), Aea), . Aeam)
7'('6577,
= Z bﬂ(l),l . bﬂ—(g)g et bﬂ—(n)m . (_1>sgn(7r) det A
7T€Sn
= det B -det A.
In der dritt-letzten Zeile bezeichnet m € S,, die Permutation der Elemente von {1, ..., n},

fiir die (7) = j; ist. In der funft-letzten Zeile sind die Summanden, fiir die ein j; mit einem
Ji, (s,t € {1,...,n}) tibereinstimmt, gleich Null, da die Matrix unter der Determinante
dann zwei gleiche Spalten enthélt. Daraus ergibt sich die Umformung (x).

¢
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6.4 Die Entwicklung einer Determinante

Es sei A eine n x n—Matrix.

Fiir m, ¢ € {1,...,n} sei die Matrix A" die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A durch
Streichung der m—ten Zeile und /-ten Spalte entsteht.

Satz 38 (D4: Entwicklung einer Determinante)

(1) Fir eine Zeilennummer m gilt:
det A = Z g - (—1)™F det AP,
k=1
(i1) Fir eine Spaltennummer € gilt:

det A = Z aje - (=17 det AUY.
=1

Beispiel: Wir entwickeln die Determinante einer 4 x 4-Matrix. Dabei benutzen wir eine
vereinfachende Schreibweise fiir Determinanten:

0 2 3 O

2 0 —2 9 —1 —2
2 L0 =20 o040 —3le3.l4a 0 -3
40 0 -3 1 2 0 1 1 0
1 1 2 0
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Beweis Wir zeigen die Aussage (i) fiir m = n. Die allgemeine Aussage folgt dann mit
Satz D1 (ii).

n n n

det A = Z o(r) - Haj,ﬂ(j) = Z Z o(m) - Hajm(j)

TESH Jj=1 k=1 we8p,m(n)=k j=1

n n—1
=Y > om-aw- [[amo
j=1

k=1 we8,,r(n)=k

n n—1
= > aw- Y. o@-[[ann
k=1 TESy,m(n)=k Jj=1

Es bleibt zu zeigen, dass

n—1
Yo o [ = (1) det AP
j=1

7ESn,m(n)=k
Dazu sei ¢ die Permutation, die die Zahl k£ an die letzte Stelle n ,,verschiebt”:
I=mnn—-1)...(k+2k+1)(k+1k), o) =(-1)""F=(=1)""*
Dann sind die Eintriige von A" gegeben durch
a;?k) = a;9-1(0), 1<5,0<n—1.

Es gilt dann:

n—1
Z o(m) - H Ujr(j) = (Transformation 7 = 917 )
TESn,m(n)=k 7=1
n—1
> o) - [ [ ajo-70) =

FESn, 017 (n)=k j=1
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6.5 Einschub: Transposition einer Matrix

Definition: Es sei A eine m x n—Matrix. Vertauscht man die Rollen von Zeilen und Spalten,
so entsteht die n x m-Matrix AT =*A mit den Eintriigen

(AT)jk:akj7 j=1,...,n, k=1,...,m.

T
11 Q12 - Qip 11 A21 - Qml
Q21 Q22 A2p, Q12 A22 Am2
Am1 Am2 - Amn A1p Ao2n - Amn

Sie heifit die zu A transponierte Matrix.

Eine quadratische Matrix A heiflt symmetrisch, wenn AT = A, sie heift schiefsymmetrisch,
wenn AT = —A.

Satz 39 (Eigenschaften der Transposition)
Fiir das Produkt zweier Matrizen A € K™ und B € K™ gilt:

(A-B)T =BT . AT
Fiir eine quadratische Matriz A gilt:

det AT = det A.

Beweis (i) Fiir die einzelnen Eintrdge von A - B gilt:

n n

(A-B)")j = (A By = Y (Awi(B)ij = > _(B");u(AT)ir = (B" - AT) .

=1 =1

(Ao = S (@) - [[(Arirs £ det A,

€Sy j=1 TE€ES, j=1

o
&
ib

S~
IS
Q
=
— .
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6.6 Invertierbare Matrizen und Determinanten

Satz 40 Zu einer gegebenen quadratischen Matrix A sei die Matrix A° definiert durch
die Eintrdge

aS, = (—1)7* det AUP.

Ausgeschrieben ergibt sich die Matrix mit einer Vorzeichen—Schachbrettverteilung:

+ det AV — det A02 ... ... (=1)F" det AW
— det A2 4+ det A2 ... ..o (=1)F det AP
10— . . , :
(=)™ det A (=1)"*F2det A2 ... ... + det A"

Dann gilt fiir das Produkt der Matrizen A und A°T

0 detA '
A AT = AT A = det A- T = det A

: - - 0

O N N 0 detA

Beweis Wir rechnen einfach das Produkt aus:

n

(A- A = > (A)u(A s =D agi - (—1)F det A®
i=1

i=1

(Entwicklung der folgenden Determinante nach der k—ten Zeile)

a’ll “ .. PR aln
ak—l,l e . e ak:—l,n
= det ai e e @jn, ~—  k-te Zeile
ak+171 “ e “ e ak+17n
anl ) o« s . G/TLTL

B det A, falls j =k,
N 0, falls j #k.

Die Matrix in der vorletzten Zeile entsteht aus der Matrix A dadurch, dass die k—te Zeile
von A durch die j—te Zeile von A ersetzt ist. Fiir 7 = k ist diese Matrix gleich der Matrix
A. Fiir 7 # k sind in dieser Matrix die Zeilen j und k identisch. Daraus folgt die letzte
Gleichung.

Die andere Eigenschaft A°T - A = det A - I folgt mit einer dualen Betrachtung, d.h. einer
Spaltenentwicklung. ¢
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Definition Eine quadratische Matrix A heifit invertierbar oder reguldr, wenn es eine
Matrix B gibt, so dass A - B = [ (Einheitsmatrix). Eine Matrix, die nicht regulér ist,
heifit auch singuldr.

Satz 41 (D5 Matrixgruppe) Die Menge der invertierbaren n x n—Matrizen iber K
bildet eine Gruppe. Sie wird mit GL(K,n) (General linear group) bezeichnet. Fir n > 2
st die Gruppe nicht kommutativ.

Beweis Er ist Thnen zur Ubung iiberlassen. ¢
Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass inverse Elemente einer Gruppe eindeutig be-
stimmt ist. Die zu einer gegebenen invertierbaren Matrix A inverse Matrix wird daher
mit A~! bezeichnet.

Folgerung 42 (D6 Matrixinversion) Hat eine quadratische Matriz A eine nicht—
verschwindende Determinante

det A # 0,
so ist sie invertierbar. Es gilt

-1 1 AoT

T det A

Folgerung 43 (D7 Cramer’sche Regel) Ist die Matric A € K™*" in dem LGS
Az =10

wnvertierbar, so ist die Losung x gegeben durch

1 a1 - Aarjg-1 by ayj+1 - Qip
T = - det : : : : : j=1...,n.
yi det A . . . . . ) ) )
Qp1  *++ Apj—1 bn Anj+1 **°  Qnn
Beweis Es ist
1 @11 - A15-1 by Q1541 - Aip
- det : : : : : =
detA . . . . .

Qp1 - Qpj—1 bn Qpj+1 " Qnn

(Entwicklung nach der j—ten Spalte)

1
det A

Y b (—1) det A =
=1

1 - oIy 3 1 TN, — (A1), — .
det A ;(A sz_detA (A b)y—(A b)]_IJ'
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Satz 44 (D8 Charakterisierung regulirer Matrizen) Die folgenden Aussagen iiber
eine n X n—Matriz A sind dquivalent:

(i) Der Rang von A ist gleich n (Zeilenrang = Spaltenrang = Vollrang).
(ii) Das Gleichungssystem A -x = b hat fir jedes b € K" genau eine Lisung x € K".
(111) A ist invertierbar.

(iv) Es ist det A # 0.

Beweis Die Implikation (i) = (¢4) ist durch Satz LA 7 (Vorlesung LALO1) gegeben.

Zu (ii) = (iii): Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ermoglichen die Definition
einer Abbildung

B{K” - K~
b — x.

Es gilt dann A- Bb = A-x = bund B - Ar = Bb = =z, also ist die Abbildung B die
Umkehrabbildung zur Abbildung A. Die Abbildung ist linear:

B(Oélbl + Oéng) = 11 + QoT9,

da der Linearkombination zweier rechten Seiten eines LGS die entsprechende Linearkom-
bination der Losungen gehort. Also kann B durch eine Matrix représentiert werden, die
dann die Inverse zu A ist.

(i19) = (iv): Wenn A invertierbar ist, so gilt
det A-det(A ) =det(A-A™') =det] =1,

also kann nicht det A = 0 sein.

(iv) = (i): Wir nehmen an, dass A nicht Vollrang hat. Dann ist eine — sagen wir die k—te
— Spalte eine Linearkombination der anderen Spalten. Zieht man diese Linearkombination
von der k-ten Spalte ab, so entsteht eine Matrix A’ mit lauter Nullen in der k£-ten Spalte.
Dann gilt aber mit Satz D2 (iv) und (i7)

det A=det A’ =0

im Widerspruch zu (iv). ¢



