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Skript zur Vorlesung

Lineare Algebra 2 fiir
Lehramtsstudierende (GS/HS/RS)

(Sommersemester 2010)

Dieses Geheft enthélt in kompakter Form die wesentlichen Inhalte, wie sie in der Vorlesung
,,Lineare Algebra fiir Lehramtsstudierende (GS/HS/RS)” vorgestellt werden.

Es ist zum Gebrauch neben der Vorlesung gedacht und erhebt nicht den Anspruch, ,,in

sich selbst verstédndlich” oder vollsténdig zu sein.
S. Hilger

Dieses Skript liegt in einer jeweils aktualisierten Form im Internet vor:
http://www.ku-eichstaett.de/Fakultaeten/MGF/Didaktiken/dphys/Lehre.de
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5 Permutationen

5.1 Einfiihrung

Definitionen:

1. Es sei X eine Menge. Eine bijektive Abbildung f : X — X heifit auch Permutation
von X.

2. Die Menge aller Permutationen einer Menge X bezeichnen wir mit
S(X) = {f: X — X|f ist bijektiv }.

Beobachtung: Die Menge S(X) bildet mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung

O{ S(X)x8(X) = S(X)
(fig) = fog

eine Gruppe.

Begriindung: Die Hintereinanderausfithrung von Funktionen ist immer assoziativ: Fiir drei
Abbildungen f,g,h: X — X gilt:

[(hog)o fl(x) = (hog)(f(x)) = (h(g(f(x))) = h((g o f)(z)) = [he(ge f)l(x).

Das neutrale Element ist durch die identische Abbildung idx gegeben. Die zu einer Ab-
bildung f € S(X) inverse Abbildung ist gegeben durch die Umkehrabbildung f~!.

Beispiel: Wir betrachten auf der Menge R die beiden Abbildungen f, g € S(R)
f(z) = 2z, g(x) =z +1.

Dann gilt:
(fog)lw)=flz+1)=2(+1), (g0 f)(x)=g(2r)=22+1).

Es ist also fog # go f. Die Gruppe S(R) ist nicht kommutativ.

Definition: Ist X eine endliche Menge der Méchtigkeit n, so heifit S(X) die Symmetrische
Gruppe auf n Elementen (oder n Buchstaben).

Im allgemeinen hat man es mit der Menge X = {1,2,...,n} zu tun.

Man kiirzt S, = S({1,2,...,n}) ab. Die Elemente werden im allgemeinen durch den Buch-
staben 7 gekennzeichnet. Die Hintereinanderausfithrung zweier Permutationen schreiben
wir ab jetzt als Multiplikation:

Ty - M9 =— 71 O Ta.
Wie sonst auch iiblich, kann das Multiplikationszeichen - auch weggelassen werden.
Beispiele:

e S; besteht nur aus der identischen Abbildung id : {1} — {1}. Als Gruppe ist dies
wieder die triviale Gruppe. & = {id}.
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e S, enthélt zwei Abbildungen, namlich die identische Abbildung ¢ = idx und die
Vertauschung der beiden Elemente 1 und 2. Bezeichnen wir letztere mit 7, so gilt
fiir die Verkniipfungen:

-

Lo |T
TIT|¢
Diese Struktur ist wieder die gleiche wie die von Zy = {g,u}. Man sagt, die

Gruppen (Zg,®) und (S, 0) sind isomorph (gleichstrukturiert). Auch die Gruppe
({—1,+1}, ) ist isomorph zu diesen beiden Gruppen.

e Wir betrachten jetzt die Gruppe Ss der bijektiven Abbildungen in {1,2,3}. Wir
bezeichnen fiir a,b, c € {1,2,3} die Abbildung

l—a
T 2+—b mit (1 2 3).
a b c
3—c

Dann gilt:
1 23) (1 3 B 1 3
1 3 2 2 3 N 3 2
1 23) (1 3 B 1
21 3 1 2 N 2

3

1
Die Gruppe 83 ist nicht kommutativ.
Allgemein ist S(X) nicht kommutativ, falls | X| > 3.

W N =N
W N =N

e Allgemeiner bezeichnen wir ein Element f € S,

1 = x
2 = x4 ) ( 1 2 ... n )
T . mit .
: 1’1 1’2 DY xn
n = x,

e Es gilt |S,| = n! (Induktions-Beweis in der Ubung)
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5.2 Zyklen und Transpositionen

Definitionen:

1. Eine Permutation m € S, heifit Zyklus (der Linge k, wenn die Menge {1,2,...,n}
in zwei disjunkte Teilmengen zerfillt

{1,2,...,71} = {ml,mg,...,mk} U {€17£27---7‘€n7k}7
so dass

w(m;) = myy  firi=1,... k—1, m(mg) = my
;) = ¢ firi=1,....,n—k.

2. Die Zahlen mq,mao,...,my heiflen die Elemente des Zyklus. Zwei Zyklen heiflen
disjunkt, wenn sie keine zwei gleichen Elemente haben.
3. Ein Zyklus der Lénge 2 heiflt Transposition.

4. In diesem Zusammenhang wird die identische Permutation als Zyklus der Lange 1
aufgefasst.

Wenn die Zahl n aus dem Kontext bekannt ist, werden hier andere Schreibweise verwendet:

1 2 3 4 .
(13) = ( 5 9 1 4 ) (Transposition)
123 45
(145) = (451) = (514) = (4 ) 5 - 1)
123456 78
(25374) = (1 57236 4 8)
(1) = id.

Beobachtung: Sind zwei Zyklen disjunkt, so ist ihr Produkt von der Reihenfolge un-
abhéngig:
(P1p2s - 0k) - (01 G2, - 1 q5) = (a2, - 7%‘) “(p1p2; - D)

Bei der Multiplikation von nicht disjunkten Zyklen muss man , héllisch” aufpassen. Dies
wollen wir aber nur fiir Transpositionen ausprobieren:

(23)(35) = (235).

(Teste dabei nacheinander die Wirkung dieser Abbildung auf die einzelnen Zahlen aus
{1,2,...,n} aus. Beachte, dass Permutationen Abbildungen sind und daher von rechts
nach links ausgefiihrt werden.)

(35)(23) = (253).



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (GS/HS/RS) — SS 2010 7

5.3 Zerlegung von Permutationen

Satz 30 (P1 Zerlegung von Permutationen)

(1) Jede Permutation w, kann als Produkt von paarweise disjunkten Zyklen geschrieben
werden. Die Faktoren sind eindeutig.

(11) Jeder Zyklus der Linge k kann als Produkt von k — 1 Transpositionen geschrieben
werden.

(111) Folgerung: Jede Permutation w, kann als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden.

Beispiele:

(s

Beweis Zu (i):

1. Fiir die gegebene Permutation 7 bestimme man zunéchst die Menge M der Zahlen, die
nicht auf sich selbst abgebildet werden.

2. Wahle eine Zahl j € M und ,,starte” den zugehérigen Zyklus

) e

oo Do
NS

jew(@) = ) e 7 G) =,
wir haben den Zyklus
G @) =G =G

der Lange k ,,herausgefiltert”. Der Zyklus endet mit der Zahl j, ohne dass zwischenzeitlich
eine der beteiligten Zahlen zweimal aufgetreten wére. (Warum?)

3. Wéhle aus M solange weitere Zahlen aus und konstruiere die zugehorigen Zyklen, bis
alle Zahlen aus M erfasst sind.

Zu (ii):

(Jrgz - Jk) = (G1Jg2) - (G2 gs) - (Ge—2dr—1) - (k-1 k)
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5.4 Das Signum einer Permutation

Definition:

Fiir eine Permutation 7 € S,, definieren wir das Signum (oder die Signatur) durch

om) = [ =m0,

| — 1
1<icj<n Y

Fiir jede zwei—elementige Teilmenge {7,5} C {1,...,n} tritt in dem Produkt ein Faktor

() =m(
P
Erweiterung mit —1 in dem Bruch bedeutet.

Beispiele:

e Fiir m = (123) ergibt sich

m(2) —n(1) 7(3)—7(1) 73)—m(2) 3-2 1-2 1-3

o(m) =

o Fiir m=(14) € S gilt

o(m) =

m(2) —7(1) 7@) —n(1) 7(4)—n(1) 7(3)—n(2)

m(4) —m(2)

). Die Reihenfolge von ¢ und j ist dabei unwesentlich, da eine Vertauschung eine

21 3-1 3-2 9-1'3-13-92_

2-1 3—1 4—1 3—2
2—4 3-4 1-4 3-2 1-2 1-3
2-1 3—-1 4—1 3—-2 4—2 4-—-3
-2 -1 -3 1 -1 -2

12 3 1 2 1

Satz 31 (P2 Eigenschaften des Signums)

(1) Es gilt fiir eine beliebige Permutation m:
o(m) € {—1,+1}.

(i1) Fir zwei Permutationen m,m € S, gilt
o(m - me) = o(m) - o(m).

(iii) Fir die identische Permutation gilt o((1)) = +1.

(iv) Fiir eine Permutation © und ihre Umkehr—Permutation =1 gilt
o(n) =o(x™h).

(v) Fiir eine Transposition (k{) gilt
o((k?)) =—-1.

4—-2
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Beweis (i) Betrachte die definierende Formel (k). Da 7 bijektiv ist, gibt es zu jedem
Paar (i,7) mit ¢ < j zwei Zahlen k,¢ € {1,...,n}, so dass 7(k) = ¢ und 7w(¢) = j. Also
gibt es zu jeder Nenner-Kombination j — ¢ die Z#hlerkombination 7(k) — 7(¢) = i — j
oder 7(¢) — m(k) = j — i. Diese Zuordnung ist umkehrbar eindeutig. Also kiirzen sich alle
Betréige ungleich 1 heraus. Es bleibt , nur das Vorzeichen” {ibrig.

(i) Es gilt:

ctromy @[] D)= mirs)
b mml)-mm) o mU) - m)
- A== 7=
U(‘;l) U(;;)

Dass auch die erste geschweifte Unterklammer stimmt, liegt daran, dass man statt {iber
alle Paare {i, j} zu multiplizieren, auch iiber alle Paare {my(7), m2(7)} multiplizieren kann.

(iii)

(iv) Es gilt
o) o) =o(r-71) =0((1)) = +1.

(v) Dies erfordert mehrere Schritte:
(1) Lésst eine Permutation m € S, die Zahl n fest, m(n) = n, so gilt

or) = ]I m(y) —m(i) _ I (j) —7(i) 1 7(j) — (i)

) — 1 ) — 1 ) — 1
1<i<j<n J 1<i<j<n J 1<i<j=n J
- n-—1 . n—1
1<i<j<n 1<i<n—1
NS g
Vv

=1

Das zweite Produkt ist gleich 1, da in den Z&hlern die gleichen Faktoren auftreten wie in
den Nennern. Dies zeigt also, dass man bei der Berechnung des Signums nur die Zahlen
1,...,n — 1 beriicksichtigen muss.

(2) Durch einen einfachen Induktionsschluss iiber n,n — 1,...,3 sieht man, dass fiir 7 =
(12) gilt
w(j) —m() 1-2
om= 11 i—i 21
1<i<5<2

(3) Fiir eine beliebige Transposition (k ¢) sei jetzt 7 eine Permutation mit 7(1) = &k und
7(2) = (. Dann gilt

7 (12) -7 = (k).
(4) Mit Eigenschaft (iv) des Satzes folgt:
o((k0)=cF-(12)- 7Y =0 -0((12)-o(7") =0((12)) = —1.
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Folgerung 32 (und Definition) FEine Permutation m heifit gerade, wenn eine der fol-
genden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(i) Esist o(m) = +1.
(i1) w laft sich als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen darstellen.

(11i) m lafit sich nicht als Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen darstellen.

Beweis (i) = (ii). Nach Satz P1 kann 7 als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden:

7T:191192’l9m
Dann folgt mit den Eigenschaften (iii) und (v):
+l=o(r)=0(h)- o) ...-0(dy,) =(-1)",

also ist m gerade. Den anderen Implikationen liegen #hnliche Uberlegungen zugrunde. ¢

Folgerung 33 Ein Zykel, dessen Linge {gemde 5t 1St {ungemde )

ungerade gerade
Folgerung 34 Die Menge der geraden Permutationen
A, = {m e S,|o(r) =+1}

bildet eine Untergruppe von S,,, d.h. das Produkt zweier Permutationen aus A, liegt wieder

in A,.
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6 Determinanten

6.1 Definition und Beispiele

Eine lineare Abbildung K* — K" kann mit einer quadratischen n x n —Matrix A identi-
fiziert werden.

Wir betrachten eine quadratische Matrix

a1; -+ Qin
A= (aj;) = : : e K.

Qp1 ** Qnpn

1. Wihle aus den n? Eintrigen a;, der Matrix eine n—Kombination aus, darunter
versteht man n Eintréige so, dass jede Zeile und jede Spalte genau einmal vorkommt.

Man kann auch sagen, dass zu jedem Zeilenindex j € {1,...,n} ein Spaltenindex k
— bijektiv — ausgewéhlt wird. Das bedeutet aber gerade dass die Auswahl durch
eine Permutation m € S, iiber k = 7(j) gegeben ist:

A1,w(1)s A2,70(2)5 - - - s An,(n)-

Mit gleicher Berechtigung kann man sagen, dass zu jedem Spaltenindex k ein Zei-
lenindex j durch die Permutation 7—! ausgew#hlt wird:

Ar=1(1),15 Ar=1(2),25 - - -y Ax=1(n)n-

2. Die Elemente der n-Kombination werden multipliziert und mit dem Vorzeichen o ()
versehen:

U(?T) “Q17(1) A2.m(2) * - - Apn(n) = O'(Tf'il) “Qr-1(1),1 * Qr=1(2),2 " - -+ * Qr=1(n)n-

(Vgl. Satz P2 (iv)).

3. Dann werden alle nach diesem Verfahren herstellbare Produkte aufaddiert. Das
heifit, man muss iiber alle moglichen Permutationen © € S,, addieren: Es ergibt
sich die Gesamtformel

det A = Z o(rm) - Ham(j) (Z)

TESH j=1

= Z o\ H ~1(5).
TeSy 7j=1

® Z o(r) - Haﬂ(j)jj (9)
TESy j=1

Da es einerlei ist, ob man iiber alle Permutationen oder iiber alle inversen Permu-
tationen aus S, addiert, ergibt sich die Umformung ().
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Definition: Es sei A eine quadratische Matrix. Die durch die Leibniz—Formel (Z) bzw. (S)
definierte Zahl heifit Determinante der Matrix A. Die zugehorige Abbildung

det : K" — K
heifit Determinantenfunktion.
Beispiele:
e Im Fall n =1 ist die Matrix A = (a) einfach eine Zahl. Es gilt

det A = a.

e Essein=2und A = ( @i > Dann gilt

Q21 A22

det A = Z o(m) - Hajm(j) = S—l—l) apaz + (—1)- 12021
j=1

mES: 71‘;?1) ﬂ:\(rl 2)

= Q11 Q22 — Q12 * Q21-

aix G2 13
en=3und A= | as agx a3 |.Die Gruppe &3 enthélt sechs Permutationen,

a31 dazz2 G33
namlich

S3={(1),(123),(132),(12)(13),(23)}.
Damit ergibt sich

det(A) = +aj1a22a33 + a12023031 + Q13032021

— Q12021033 — A13G4310A22 — (23032011 -

Diese Formel lésst sich graphisch durch die Regel von Sarrus représentieren:

+ + + - - -
ar1 G2 @r3 | 11 d12
~ N RS pe
Q21 Qg2 Q33 | g1 Q22

- - -
as” Qs Us3 | Us1 Us2
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6.2 [Eigenschaften
Satz 35 (D1 Eigenschaften) Die Determinantenfunktion hat folgende Eigenschaften:

(1) det ist linear in jeder einzelnen Zeile. Bezeichnen wir eine j—te Zeile mit a; =
(@j1,-..,a;), so gilt fir jedes £ € {1,...,n}:

aj ax a
A1 A1 A1
det | ay+aj = det | ay + det | aj
g4 Ap4+1 VAR
ap ap ap
a; ay
ay—1 ay—1
det | ao-ay = «-det ay
VAR | VAR
an an

(i1) Die Determinantenfunktion det ist alternierend in den Zeilen, d.h. sie wechselt bei
der Vertauschung zweier Zeilen das Vorzeichen:

a; ay

am Ay
det : = —det

ay Ay,

a, ap

(i11) det ist normiert, das heifft die Determinante der Einheitsmatriz I ist gleich 1

det I = 1.

(iv) Ohne Beweis: Umgekehrt legen diese drei Eigenschaften die Determinantenfunktion
eindeutig fest.

(v) Die gleichen Regeln gelten analog bzgl. der Spalten.
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Beweis FEine Multiplikation iiber alle Indices j € {1,...,n} aufler j = ¢ schreiben wir
mit dem Zeichen H
i#t
8]
A1
/ o /
det | ay+a; | = D o) (ame + anp) - | ] a0
agi TESK j#e
ap
_ /
= E C (e H @jn(j) + E Ay m(e) H @j,m(5)
TESK J#L TESK j#L
a ay
A1 a1
= det| a + det | a
Ar+1 Ar+1
an an
a
a1
det | a-a | = > o(m)-aamm - [[a.-m
Ay TESR J#L
ap
=
A1
= - E Qe 'Hajm(j) = « - det ay
an

(ii) Es sei ¥ = (k¢) und A’ die durch Vertauschung von k— und ¢—ter Zeile aus A hervor-
gehende Matrix, d.h.

I JR—
Ak = A9(5) k-

Dann gilt

det A’ = Z o(m) - H @ r (i) = Z o(r)- Haﬂ(j)ﬂr(j)
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= ) (—o(ro))- Hamoﬂ(j) == ofm) H@m(g‘) = —det(A4).

7T€Sn 7T€Sn

(iii) Es gibt nur eine n—-Kombination der Eintrége von I, bei der das zugehorige Produkt
ungleich Null ist. Dies ist das Produkt, das zur identischen Permutation gehort:

CLH'CLQQ'...'CLnn:L

alle anderen Produkte enthalten mindestens einen Eintrag a;, mit j # k, also aj; = 0.
Das bedeutet aber:

n n

det A = Z o(m) - Ham(j) = Z o(rm) - Hajv”(j) =1.

TES, j=1 m=(1) Jj=1

(v) Die Beweise erfolgen genau analog zu den Beweisen von (i) und (ii). Man verwendet
einfach die Leibniz—Formel (S) anstelle der Formel (Z). ¢

Folgerung 36 (D2 Weitere Eigenschaften) Die Determinantenfunktion hat die fol-
genden weiteren Eigenschaften:

(1) Fir jedes a € K gilt:
det(a- A) = ™ - det A.

(11) Ist eine Zeile oder Spalte von A gleich Null, so gilt:
det A = 0.

(11i) Hat A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleich Spalten, so gilt:
det A = 0.

(iv) Entsteht die Matriz A" aus der Matriz A dadurch, dass eine Zeile (Spalte) von A zu
einer anderen Zeile (Spalte) von A addiert wird, so gilt:

det A" = det A.
(Vgl. LALO1, Abschnitt 4.4, S. 63)

Beweis In der Ubung. ¢
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6.3 Der Multiplikationssatz

Satz 37 (D3: Multiplikation von Determinanten) Es seien A, B zwei n X n-
Matrizen. Dann gilt

det(A- B) = det A - det B.

Beispiel: Das Produkt zweier 2 x 2—Matrizen:
(2 —3)(0 3 >:(—3 12)
1 6 1 -2 6 -9
Entsprechend gilt fiir die Determinanten:
15-(—3) = —45.
Beweis Der Beweis dieser Beziehung fiir beliebige n ist mathematisch—elementar, leider

aber schreibtechnisch sehr aufwendig. Unter Benutzung der Spalten—Linearitdt und der
Alternierungseigenschaft rechnen wir nach:

det(AB) = det(Abl,Abg,...,Abn)

= ijhl'det(AGjl,Abg,...,Abn)

j1=1
= > bja- > bpa-det(Aey,, Aej,, ..., Ab,)
Ji=1 Jo=1

=  (Entwicklung nach den anderen Argumenten)

= Z bjl,l : Z bj272 et Z bjn,n : det(A ejl,AejQ, ce ,A@jn>
ji=1 j2=1 =1
= Z bjl,l'bj2,2'---'bjn,n'det<A€j17A€jga---7Aejn)

1<j1,925--n<n

(;) Z bﬂ'(l)J ’ b7r(2),2 RN bﬂ'(n)m . (_1)Sgn(7r) det A

7T€Sn

= det B -det A.

In der vorletzten Zeile bezeichnet € S,, die Permutation der Elemente von {1, ..., n}, fiir
die 7(i) = j; ist. In der dritt-letzten Zeile sind die Summanden, fiir die ein j; mit einem
Je, (k, 0 € {1,...,n}) tibereinstimmt, gleich Null, da die Matrix unter der Determinante
dann zwei gleiche Spalten enthélt. Daraus ergibt sich die Umformung (x). ¢



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (GS/HS/RS) — SS 2010 1 7

6.4 Die Entwicklung einer Determinante

Es sei A eine n x n—Matrix.

Fiir m, ¢ € {1,...,n} sei die Matrix A" die (n — 1) x (n — 1)-Matrix, die aus A durch
Streichung der m—ten Zeile und /-ten Spalte entsteht.

Satz 38 (D4: Entwicklung einer Determinante)

(1) Fir eine Zeilennummer m gilt:
det A = Z Ui - (—1)™F det AP,
k=1
1) Fiir eine Spaltennummer € gilt:
(it) /Z g

det A = Z ajo- (=1 det AUY.
=1

Beispiel: Wir entwickeln die Determinante einer 4 x 4-Matrix. Dabei benutzen wir eine
vereinfachende Schreibweise fiir Determinanten:

2_213_02 2 0 —2 2 —1 -2

= —2.14 0 -3|+3-]4 0 =3
400 -3 1 2 0 1 1 0
1 1 2 0
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Beweis Wir zeigen die Aussage (i) fiir m = n. Die allgemeine Aussage folgt dann mit

Satz D1 (ii).

n n n

det A = Z o(r) - Haj,ﬂ(j) = Z Z o(m) - Hajm(j)

TESH Jj=1 k=1 we8p,m(n)=k j=1

n n—1
=Y > om-aw- [[amo
j=1

k=1 we8,,r(n)=k

n n—1
= > aw- Y. o@-[[ann
k=1 TESy,m(n)=k Jj=1

Es bleibt zu zeigen, dass

n—1
> om) - [[ame) = (D)™ - det AP,
j=1

TESp,m(n)=k

Dazu sei ¢ die Permutation, die die Zahl £ an die letzte Stelle n ,,verschiebt”:

v=mn—-1)...(k+2k+1)(k+1k), o(¥) = (=1)"F = (=)
Dann sind die Eintriige von A" gegeben durch

a = @, 1<jl<n-1L
Es gilt dann:

n—1
Z o(m) - H Ajr(j) = (Transformation 7 = 9717 )
j=1

TESp,m(n)=k

n—1
> o) [[eom0) =
j=1

FESy, 017 (n)=k

n—1
(=1 Z o(7) - H aj9-17(j) =
TESH,T(n)=n j=1
n—1
n+k ~ (nk) _
D DGR | [
TESH,T(n)=n j=1
n—1
n ~ nk
(=1t > 0@ [[ k) =
TESH_1 7j=1

(=1)"** . det AP
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6.5 Einschub: Transposition einer Matrix

Definition: Es sei A eine m x n—Matrix. Vertauscht man die Rollen von Zeilen und Spalten,
so entsteht die n x m-Matrix AT =*A mit den Eintriigen

(AT)jk:akj, j=1,....n, k=1,...,m.

T

ay; Q12 - Aip 11 Aa21 -+ Aml
Q21 Q22 Aon Q12  A22 Am2
Am1 Qm2 - Amp A1n A2n - Amnp

Sie heifit die zu A transponierte Matrix.

Eine quadratische Matrix A heifit symmetrisch, wenn AT = A, sie heifit schiefsymmetrisch,
wenn AT = —A.

Satz 39 (Eigenschaften der Transposition)

Fiir das Produkt zweier Matrizen A € K™ und B € K™ gilt:
(A-B)Y' =B". AT

Fiir eine quadratische Matrix A gilt:
det AT = det A.

Beweis (i) Fiir die einzelnen Eintrdge von A - B gilt:

n n

(A-B)")je = (A By = Y _(Ai(B)i = > (B (AT )ix = (B" - AT) .

i=1 =1

det A" 2N o) [[(A ey = Y o) - [[(Ariry & det A

TeSy 7j=1 TES 7j=1
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6.6 Invertierbare Matrizen und Determinanten

Satz 40 Zu einer gegebenen quadratischen Matrix A sei die Matrix A° definiert durch
die Eintrdge

a5, = (—1)7* det AUP.

Ausgeschrieben ergibt sich die Matriz mit einer Vorzeichen—Schachbrettverteilung:

+ det AUV — det A ... ... (=1)F7det AUM
— det A1) + det A% ... . (=1)% " det ACY
4o — : . , :
(C1)" det APD (1) det ATD o 4 det AW

Dann gilt fiir das Produkt der Matrizen A und A°T

detA O P 0
0 det A :

A-AT = AT A —det AT = det A
: L 0

Beweis Wir rechnen einfach die Eintrdge des Matrixprodukts aus:

n n

(A- AT = > (A AT = aji- (1)} det AW

=1 =1

(Entwicklung der folgenden Determinante nach der k—ten Zeile)

all .. e aln
ak*l,l cee e ak*l,n
= det Qip o Qg ~— k—te Zeile
j j
a/k-i-l,l . e NP ak_"_l”n
anl PR . e ann

B det A, falls j =k,
B 0, falls j # k.

Die Matrix in der vorletzten Zeile entsteht aus der Matrix A dadurch, dass die k—te Zeile
von A durch die j—te Zeile von A ersetzt ist. Fiir 7 = k ist diese Matrix gleich der Matrix
A. Fiir 7 # k sind in dieser Matrix die Zeilen j und k identisch. Daraus folgt die letzte
Gleichung.

Die andere Eigenschaft A°T - A = det A - I folgt mit einer dualen Betrachtung, d.h. einer
Spaltenentwicklung. ¢
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Definition Eine quadratische Matrix A heifit invertierbar oder reguldr, wenn es eine
Matrix B gibt, so dass A - B = [ (Einheitsmatrix). Eine Matrix, die nicht regulér ist,
heifit auch singuldr.

Satz 41 (D5 Matrixgruppe) Die Menge der invertierbaren n x n—Matrizen iber K
bildet eine Gruppe. Sie wird mit GL(K,n) (General linear group) bezeichnet. Fir n > 2
st die Gruppe nicht kommutativ.

Beweis Er ist Thnen zur Ubung iiberlassen. ¢

Aus der Gruppentheorie ist bekannt, dass inverse Elemente einer Gruppe eindeutig be-
stimmt ist. Die zu einer gegebenen invertierbaren Matrix A inverse Matrix wird daher
mit A~! bezeichnet.

Folgerung 42 (D6 Matrixinversion) Hat eine quadratische Matriz A eine nicht—
verschwindende Determinante

det A # 0,

so ist sie invertierbar. Es gilt

-1 1 AoT

T det A’
Folgerung 43 (D7 Cramer’sche Regel) Ist die Matric A € K™*" in dem LGS
Az =b

wnvertierbar, so ist die Losung x gegeben durch

1 ayp o Q151 by A1,541 *° Qip
T = - det : : : 7=1,...,n
I det A ’ ’ ’
Ap1  * Apj—1 bn Qpj+1  °° Qnp
Beweis Es ist
1 aiy - G151 by arj+1 - Qin
. det . . .
det A
Ap1  +++ Qpj—1 bn Qpj+1 *°° Qpp

(Entwicklung nach der j—ten Spalte)

1 - o -
= Y b (—1)™ det A
det A —
1 - oT 1 oT —1
= detA.Z(A Jiibi = 72— (A7) = (A70); = ;.

i=1
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Satz 44 (D8 Charakterisierung regulirer Matrizen) Die folgenden Aussagen iiber
eine n X n—Matriz A sind dquivalent:

(i) Der Rang von A ist gleich n ( = Zeilenrang = Spaltenrang = Vollrang).
(ii) Das Gleichungssystem A -x = b hat fir jedes b € K" genau eine Lisung x € K".
(111) A ist invertierbar (= requldr = nicht—singuldr).

(iv) Es ist det A # 0.

Beweis Die Implikation (i) = (¢4) ist durch Satz LA 7 (Vorlesung LALO1) gegeben.

Zu (ii) = (iii): Existenz und Eindeutigkeit einer Losung ermoglichen die Definition
einer Abbildung

B{K — K
b — x.

Es gilt dann A- Bb = A-x = bund B - Avr = Bb = z, also ist die Abbildung B die
Umkehrabbildung zur Abbildung A. Die Abbildung ist linear:

B(Ozlbl + Oégbg) = a1r1 + a9,

da der Linearkombination zweier rechten Seiten eines LGS die entsprechende Linearkom-
bination der Losungen gehort. Also kann B durch eine Matrix représentiert werden, die
dann die Inverse zu A ist.

(14i) => (iv): Wenn A invertierbar ist, so gilt
det A-det(A ™) =det(A- A7) =det ] =1,

also kann nicht det A = 0 sein.

(iv) = (7): Wir nehmen an, dass A nicht Vollrang hat. Dann ist eine — sagen wir die k—te
— Spalte eine Linearkombination der anderen Spalten. Zieht man diese Linearkombination
von der k-ten Spalte ab, so entsteht eine Matrix A’ mit lauter Nullen in der k-ten Spalte.
Dann gilt aber mit Satz D2 (iv) und (i7)

det A=det A’ =0

im Widerspruch zu (iv). ¢
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6.7 Beispiel

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

5 2 -1
A = 0 1 —4
-3 4 2

[hre Determinante ist geméfl Regel von Sarrus
detA = 10+24+0-3+80—-0 = 111.

Die Matrizen A°, A°T und A~! sind dann

8 8 7

. 18 12 3 o 18 -8 -7 » 11721 —pr g
A= -8 7 =26 |, AT =12 7 2 |, At=1|&E 5 &
720 5 3 —26 5 3 2 5

11

—_
—
—
—
—
=

Es empfiehlt sich, dies drei Schritte trotz erhéhten Schreibaufwands tatséchlich durch-
zufithren. Eine Abkiirzung ist mit deutlich erhéhter Fehlergefahr verbunden.
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Die inverse Matrix A kann man auch mit Hilfe des Gaufi—Algorithmus auffinden. Dazu
schreibt man rechts neben die gegebene Matrix A die Einheitsmatrix gleicher Dimension
und fasst diese als eine Zusammenstellung von drei rechten Seiten eines inhomogenen
LGS auf. Der Gaufi—Algorithmus besteht nun darin, Zeilenumfomungen fiir die dreifach—
erweiterte Matrix (A|I) so auszufiihren, dass am Ende die Matrix (I|A™1) steht.

5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1

-3 4 2/ 0 0 1 +2 1
5 2 -1| 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
o 2% I3 0 1 5
5 2 —1| 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
02 7| 3 0 5| —2611
5 2 —1| 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
0 0 111 3 -26 5 o=
5 2 —1| 1 0 0 + LI
0 1 —4| 0 1 0 —+41I
0o 0 1|& -2 L
5 2 o 2 S0 2]l
0o 1 ol L =
0o 0 1|3 & 2
50 Ol5y —mr a3
0o 1 ol L 2
0o 0 1|3 -& =
1 0 0+ -5 -1

U T T

0o 0 1|3 -& =
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7 Euklidische Vektorriaume

7.1 Grundlegende Definitionen
Definition Es sei V ein reeller Vektorraum. Wir betrachten eine Abbildung

JVxV — R
<’>{ (v,w) — (v,w)

mit zwei Argumenten in V' und Werten in R. Es gibt auch andere Bezeichnungen anstelle
von (-, -):

(v,w) = (Wlw) = (vjlw) =v - w.

(Die letzte Version ist in der Schule tiblich, aber sehr ungiinstig, weil sie die Giiltigkeit
eines Assoziativgesetzes suggeriert: (v-w)-u = v - (w - u). Das ist aber Quatsch!)

(i) Die Abbildung (-,-) heiBt bilinear oder eine Bilinearform, wenn sie in jedem ein-
zelnen Argument linear ist, d.h. wenn fiir alle v, v, v, € V und ay,as € R gilt

(aqv + oo, v) = (v, v) + aa(vg, v)

(v,aqv1 + aguy) = a1{v,v1) + ag(v, va).

Anders ausgedriickt: Fiir festes v € V sind die Abbildungen
(-,v): V>R und (v,-):V =R

linear.

(ii) Die Abbildung (-,-) heiit symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V gilt:
(v, w) = (w,v).

(iii) (-,-) heiBt positiv definit, wenn fiir alle v € V' \ {0} gilt:
(v,v) > 0.

(iv) Die Abbildung (-,-) heifit ein Skalarprodukt oder ein Inneres Produkt, wenn sie
bilinear, symmetrisch und positiv definit ist.

(v) Ein endlich-dimensionaler reeller Vektorraum V', auf dem ein Skalarprodukt (-, -)
definiert ist, heif}t ein euklidischer oder Euklid’scher Vektorraum. Man schreibt auch

(Vo {oo)-

Beispiele: Wir betrachten den Vektorraum V' = R™ mit der Standardbasis {ej, es, . .., e, }.
Ein Vektor v € V kann eindeutig als v = vie; 4+ voes + ... + v,€, geschrieben werden.
Wir definieren das kanonische oder Standard-Skalarprodukt auf V' durch

) T
(v,w) = vjwy + Vowy + ... + VW, =V - W.

Probiere das fiir zwei Vektoren aus R* aus.
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Satz 45 (und Beispielklasse EU1)
Es sei B = (bji,) eine n x n-Matriz. Durch

n

(v,w)yg == v -B-w= Z v;bjpwy,

k=1
ist eine Bilinearform aufV' definiert. Ist umgekehrt eine Bilinearform (-, -) aufV gegeben,
so wird durch
bjk = <ej’ er)
eine Matriz B definiert.
Die so gegebene Korrespondenz zwischen Bilinearformen und Matrizen ist umkehrbar ein-

deutig.

Die in diesem Zusammenhang gegebene Matrix B heifit auch Gram’sche Matrix oder
Strukturmatrix.

Beispiele
1. Zum Standard-Skalarprodukt gehort im obigen Sinne die Einheitsmatrix B = I = ().
(Erinnern Sie sich an die Definition des Kronecker—Symbols in Abschnitt 4.3 LALO1.)

n n
(v,w); = g V6 jpwy = E vjw;.
joh=1 =1

2. (Staatsexamen F00 T2, A3a) Auf dem R? sei die Bilinearform

(,y) = 191 + 322y + 4a3ys + T1Y2 + Toyr + T1Y3 + T3y + Toys + Tayo

gegeben. Zeigen Sie, dass diese Bilinearform ein inneres Produkt auf dem R? definiert.

Bei einer Vertauschung von z und y gilt:
(y,2) = y171 + 3yawa + 4ysT3 + Y122 + YoT1 + Y173 + Y3T1 + Yo'z + Y312

Dieser Ausdruck ist offenbar mit dem obigen identisch.

Die Linearitét im ersten Argument ist einfach nachzurechnen:

(ax,y) =
az1y1 + 3axays + 4axsys + ariys + avoyr + aviys + awsyr + arays + arsys =
a(z,y)

(x4 z,y) =

(w1 + 20)y1 + 3(w2 + 22)y2 + 4(23 + 23)ys + (21 + 21)y2 + (v2 + 22)y1 +
(21 + 21)ys + (23 + 23)y1 + (T2 + 22)y3 + (23 + 23)y2 =

T1y1 + 21Y1 + 3%aY2 + 322Ya + 4x3ys + 423ys + T1y2 + z1y2 + Tayr + 2201 +
T1Y3 + 21Y3 + T3Y1 + 23Y1 + T2Ys + 22Y3 + T3Y2 + 23Y2 =

(z,y) + (2,9).
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Beziiglich der Linearitit im zweiten Argument geniigt es, auf die bereits bewiesene Sym-
metrie zu verweisen.

Zum Schluss muss die Positiv—Definitheit gezeigt werden:

(r,x) = x121 + 3xowe + 4373 + X122 + Toxy + T1T3 + T3T1 + ToTy + T3To
= (a:1+:c2+a:3)2+2x§+3x§.

Dieser Ausdruck ist niemals negativ. Ist er gleich Null, so kann man in der folgenden
Reihenfolge schlieflen:

To=0 und x23=0 — z1 = 0.

Satz 46

(i) Die Bilinearform ist symmetrisch genau dann, wenn die zugehorige Gram’sche Matrix
B symmetrisch ist: BT = B.

(1) (Ohne Beweis) Die Bilinearform ist positiv definit genau dann, wenn die n Bedingun-
gen

bll Tt blm

bml o bmm

erfillt sind.

Beweis Ist B symmetrisch, so gilt:
(w,wyg=2v" -B-w=0v"-B" w=(w" - B-v)  =w" B-v=(w,0)g.
Ist umgekehrt die Bilinearform (-, - )5 symmetrisch, so gilt:

bjr = (), ex) = (ex, €;) = by;.
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7.2 Norm und Orthogonalitat

Definition Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum.

(i) Die Abbildung

|| ||{ oo R
v o ol == 0]

heiflt (euklidische) Norm oder (euklidische) Linge auf (V,(-,-)).

(ii) Ein Vektor v € V heiit normiert oder Einheitsvektor, wenn er , Einheitslange” hat:
[oll = 1.

(iii) Zwei einzelne Vektoren u,w € V heiflen orthogonal, wenn (u,w) = 0.

1v) Zwel Teilmengen U, eiben orthogonal, wenn gilt:
iv) Zwei Teil U, W heif3 h l il
(u,w) =0 fir alle w e U,w € W.
v) Ist C V eine Teilmenge von V', so heifst die Menge
Ist W C V eine Teil % heif3t die M
W+ = {veV[{v,w) =0 fiir alle w € W}

das orthogonale Komplement von W.

(vi) Eine Teilmenge W C V heifit orthonormiert oder orthonormal, wenn die Vektoren
in W normiert und paarweise orthogonal sind:

|lw|]| =1 fiir alle w € W,

(wy,wy) =0  fiir alle wy,wy € W mit wy # ws.

(vii) Eine Basis W von V heifit Orthonormalbasis (ONB), wenn sie orthonormiert ist.
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Satz 47 (EU 2: Eigenschaften der euklidischen Norm) Fir v,w € V und o € R

sind die folgenden Figenschaften erfillt.

(i) |v]|=0 = wv=0.

(i) la-vll = lal- ol

(i)  [(v,w)| < ||| - ||lw||  (Ungleichung von Cauchy—Schwarz (CSU))

Dabei tritt Gleichheit genau dann ein, wenn v und w linear abhdngig sind.

(iv) lv+w| < o] + ||w] (Dreiecksungleichung)
vl = [lwl[| < flo —w]]

v+w

Bemerkungen

1. Eine Abbildung |- || auf einem beliebigen (evtl. nicht mit einem Skalarprodukt ver-
sehenen) Vektorraum heifit (allgemeine) Norm, wenn sie die Eigenschaften (i),(ii)

und (iv) hat.

2. GemiB CSU existiert fiir v,w € V' \ {0} eine Zahl ¢ € R mit |¢| < 1, so dass

(v, w) = [l - [lw]} - e

In der Analysis mit komplexen Zahlen kann man den Winkel v := <((v,w) zwischen
zwei Vektoren definieren. Es stellt sich dann heraus, dass die Zahl ¢ gleich dem

Cosinus des Zwischenwinkels ist:

(v, w) = [l - [lw]} - cos <(v, w).

Beweis
(i) folgt direkt aus der Positiv—Definitheit des Skalarprodukts.
(i) Es ist

loc- vl = Vo v,0-0) = Vo (v,a-0) = Va2 - (v,0) = |al - /{v,0) = |a] - ||v].
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(iii) Wir gehen in mehreren Schritten vor.
(1) Fiir w = 0 ist die Aussage des Satzes trivial.
(2) Fir beliebiges o € R gilt:

= (v,v) — 2a{v,w) + o*{w, w).

0 < (v—oaw,v—aw)={(v,v) — alv,w) — alw,v) + o*{w,w)

(3) Fiir w # 0 setzen wir in (2) a = <<U’w>>. Dann lautet die obige Ungleichung:

w,w

(v, w) (v, w

0 < (v,v) —2 )2<w,w>.

-(v,w)+<

(w,w) (w,w)

Die Multiplikation dieser Ungleichung mit (w,w) > 0 liefert
0< (v,0) - (w,w) — (v, w)°

und dann
(v, w)* < (v,0) - {w,w).

Zieht man daraus die Wurzel, so hat man die CSU.

(4) Gleichhheit gilt in der letzten Ungleichung genau dann, wenn Gleichheit in (2) gilt,
wenn also

(v, w)

6:v—aw:v—<w,w>

Das bedeutet aber gerade lineare Abhéngigkeit der Vektoren v und w.

(iv) Ein typischer Trick beim Umgang mit Ungleichungen bei Bilinearformen ist, zum
Quadrat iiberzugehen:

lv+w|? = (w+wv+w) = (v,v)+ (v,w) + {(w,v) + (w,w)

= Jl* + 2{v, w) + Jwlf?
< ol* +20vll - [lwll + [lwl* = (o[l + w])*.

Die andere Ungleichung wird in der Ubung bewiesen. ¢
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Satz 48 (EU 3: Orthonormale Mengen und Orthonormalbasen)

(1) Eine orthonormale Menge W = {wy,ws, ..., wy} ist linear unabhingig.
(i1) (Orthonormalisierungsverfahren von Erhard Schmidt) Ist W = {wy,ws, . .., wy,} linear
unabhingig, so kann man eine orthonormale Menge U = {uy,us, ..., uy,} finden, so dass

span U = span W.

(ii1) Jede orthonormale Teilmenge W = {wy,ws, ..., wy} eines euklidischen Vektorraums
kann durch eine Menge W' = {w,_mi1,-..,w,} von n —m Vektoren zu einer ONB von
V' erginzt werden. Es gilt dann (vgl. Definition in Abschnitt 3.5 LAL01):

(span W)+ = span W’ und span W + span W' = V.
(iv) Jeder euklidische Vektorraum hat eine ONB.

Beweis (i) Wir stellen den Nullvektor als Linearkombination von {wy,ws, ..., w,,} dar.
U1 + Qoo + .. F AUy = 0 (%)

Es sei jetzt j € {1,...,n} beliebig. Wir bilden auf beiden Seiten der Gleichung (*) das
Skalarprodukt mit v;.

a1(v1,v;) + ag(ve, v;) + ... + A (U, V) = (0, vj) = 0.
Da die Vektoren paarweise orthogonal sind, gilt (vi,v;) = 0 fiir alle k # j. Daraus folgt
aj(vj,v;)) =0 = «a; =0.

J war beliebig, es ist also a;; = 0 fiir alle j. Also ist W linear unabhéngig.
(ii) Der Fall m =1 ist einfach: Man setzt

w1
U = —.
P ]

Wir nehmen jetzt als Induktionsvoraussetzung an, dass bereits eine orthonormale Menge
{uy, ..., ug}, k < m, mit

span {uy,...,ur} = span {wy,...,w}
konstruiert ist. Wir setzen jetzt
/
U = Whi1 — (U1, W)Ut — .. — (Ug, Whep1) Uy
Damit ist fir £ =1,...,k

Uy ue) = (Wipr — (U1, Wegr)ur — oo — (Ugy W1 ) U, Uy)
= (Whey1, we) — (U1, Wp1) - (ur,we) — .o — (Up, Wey1) - (g, Ug)
= (W1, U) — (Ug, Wit1) = 0.
Es ist also ugy1 orthogonal zu {uy, ..., ux}. Setzen wir jetzt noch

Uj i
Uky1 —
" [y
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so ist {uq, ..., upy1} orthonormal. Nach (i) ist {ug,...,ux 1} linear unabhéngig und des-
halb:

span {uh B 7uk+1} = span {w17 s 7wk+1}'

(iii) Man ergénze zunéchst die Menge W zu einer Basis von V' (Basisergénzungssatz) und
wende dann das obige Verfahren auf diese Basis von V an.

(iv) ist in (iii) enthalten. ¢
Bei der konkreten Durchfithrung des Verfahrens geniigt es natiirlich, schrittweise die Vek-

toren uj, ., und dann w1, zu definieren. Die Orthonormalitét von {uy, ..., ug41} ist durch
den abstrakten Beweis sichergestellt.
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7.3 Das Vektorprodukt im euklidischen R3

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum V = R? mit der kanonischen Basis
{e1, €2, €3}, die beziiglich des kanonischen Skalarprodukts eine ONB ist.

Definition Wir definieren auf V' eine zweistellige Verkniipfung, das Vektorprodukt

JVxV =V
1l (v,w) = vxw

durch

VoW3z — V3Wa2
VXW = V3w — VW3
V1W2 — VW1

Anders als beim Skalarprodukt ist das Ergebnis wieder ein Vektor. Beachte, dass das
Vektorprodukt nicht assoziativ ist:

(e1 X e3) X eg = e3X ey =—e;

e1 X (62><€2) = €1X6:6
Satz 49 (EU 4: Eigenschaften des Vektorprodukts)
(i) Das Vektorprodukt ist bilinear, d.h. fir alle v,0,w,w € V und o, B € R gilt

(v 4 (0) xw = avxXw+ P X w

v X (w4 fw) = avxXw+ fuXw.
(i) Das Vektorprodukt ist schiefsymmetrisch, d.h. fir alle v,w € 'V gilt
wXv=—0vXuw.
(111) Firu,v,w €V gilt
(u X v,w) = det(u, v, w).
(iv) Firv,w eV gilt:
lo > w]]* = ol [lw]|* = (v, w)*.
(v) v und w sind linear abhingig genau dann, wenn v X w = 0.

Beweis (i) — (iv) sind einfach nachzurechnen. (v) zeigt man mit Hilfe von (iv) und der
Cauchy—-Schwarz-Ungleichung. ¢

Bemerkung Aus der Gleichung (v) und mit Hilfe der Bemerkung 2 im Anschluss an
Satz EU 2 folgt, dass

2
lo < wl* = ll* fw]* = (v, w)” = [[o]* [lw]|* - [ = cos® <(v,w)]

= JJol* lw]]* - sin® <(v, w),
und damit weiter
[v x wl[| = ||| Jw]| - |sin <(v, w)].

Aufgrund der Betragsstriche beim Sinus braucht man sich hier nicht um Probleme der
Orientierung bei der Definition des Winkels zu kiimmern.
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8 Diagonalisierbarkeit

Gegeben sei die Matrix

1610
— 3 3
=5 %)

Fragen:
e Kann man auf einfache Weise A%, A°> oder Polynome ausrechnen?
e Kann man aus A die (zweite, dritte, n—te) Wurzel ziehen? Wenn ja, wie lautet sie?

e Kann man die Matrix A in Potenzreihen (Exponentialfunktion, Sinusfunktion,...)
einsetzen und den Wert berechnen?

Diese Fragen kann man mit Hilfe der Diagonalisierung von Matrizen beantworten.
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8.1 Vektoren beim Basiswechsel

Essei V' ein n—dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K mit Basis B = {wy, ..., w,}.
Es kann eine bijektive lineare Abbildung

ng:V — K"

auf die folgende Weise definiert werden: Man entwickelt v € V' bzgl. der Basis
vV =qiwy + ...+ o,

und hat dann die bijektive Zuordnung

aq

Qp

Wir nennen vg = ng(v) die B—Entwicklung oder B—Darstellung (von v bzgl. der Basis
B).

Quintessenz: Alles, was man in V' oder mit V' machen kann, kann man stattdessen auch
in K" oder mit dem K" machen. Der Vorteil besteht darin, dass man im K", also mit
Zahlen, rechnen kann. Von Nachteil ist, dass diese Berechnungen immer von der gerade
gewdhlten Basis abhédngen.

Wir betrachten jetzt fiir einen fixierten Vektorraum V' zwei Basen B = {wy, ..., w,} und
B’ = {w},...,w!/} mit den zugehorigen Abbildungen ng und g
Kn ngl UB ngl
©p/p V Op/p v
K" Up

In ihnen ist die bijektive lineare Abbildung © g/ g definiert durch
@B/B = 773/ On;l . Kn — KTL

Sie kann als quadratische invertierbare Matrix aufgefasst werden. Sie heifit Ubergangsma-
triz (transition matriz) fir den Basiswechsel B’ <— B.
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Satz 50 (ED1, iiber Ubergangsmatrizen)

(i) Fiir zwei Basen B, B' sind die beiden Ubergangsmatrizen invers zueinander:
Opp-Opp =1.

(ii) Fir drei Basen B, B', B" gilt:
Op'p =Opip - Opp.

(111) Hat ein Vektor v € V' bzgl. zweier Basen B und B' die Entwicklungen vg bzw. vp,
so gilt

vpr = @B’B UB bzw. vB = @é/lB vpr.
(iv) In der j-ten Spalte von

Oy oo Oy oo O
@B/B: . . .

Opp oo Unj -+ O

stehen die Entwicklungskoeffizienten des B-Basisvektors w; bzgl. der Basis B’

/
n*

UJJ' = '191ij1 -+ - +19an

v) In der j-ten Spalte von ©R', stehen die Entwicklungskoeffizienten des B'—
B'B
Basisvektors w} bzgl. der Basis B, das heifst

’LU; = (65}3)1]'?1)1 +---+ (@E}B)njwn.

Beweis Die ersten beiden Aussagen ergeben sich aus der Definition der Ubergangsmatrix.
Fiir (iv) schauen wir uns das folgende Diagramm an:

n

Z(@B’B)k’jw;c B’ @B/B(ej) (_)1;/113 €; g wy.

k=1

Wegen @15,13 =ngo 775,1 ist die gesamte Abbildung die Identitét, es besteht also zwischen
den Ausdriicken ganz links und ganz rechts Gleichheit.
(v) ergibt sich entsprechend aus einem Diagramm. ¢
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8.2 Homomorphismen beim Basiswechsel, Aquivalenz von Ma-
trizen

Sind nun zwei Vektorrdume V und U mit dimV = n, dimU = m, und ein Homomor-
phismus (lineare Abbildung) f : V — U gegeben, so kann man das obige Spiel anwenden,
um eine Matrixdarstellung fiir f zu finden. Ist B = {wy,...,w,} eine Basis fiir V' und
C ={uy,...,uy} eine Basis fiir U, so gibt das folgende Diagramm die Abbildungssituation
wieder:

n 7,
Kn <__—B>....._ Vv f U (...—>.C_ Km
nB — 775 1

Die gesamte Abbildung
fep == noo fong K" 5 K"

ist linear, sie kann also durch eine m x n—Matrix fop € K™*" dargestellt werden.
Beachte, dass diese Matrizdarstellung von den Basen C' und B abhéngt.

In der j-ten Spalte von feop stehen die Entwicklungskoeffizienten von f(w;), w; € B,
beziiglich der Basis C'.

Zur Begriindung muss man diese Behauptung etwas abstrakter aufschreiben und die De-
finition von fop einsetzen:

(feB)j
: = fope; = noo fong'le;) = no(f(w)))
(foB)mj o

Es seien jetzt jeweils zwei Basen B, B’ fiir V und C,C" fiir U gegeben. Wir stellen die
Frage, was mit der Matrix fop bei einem Basiswechsel passiert. Die Situation ergibt sich
aus dem folgenden Diagramm:

fes
K" — — K™
%‘ "’lc/
f
Opip V —— U Ocrc
‘/B/ %
K" - Km
c'B’

Man kann ablesen, dass gilt:
ferp = Ocic - fop - Opp = Ocic - fop - Opip.

Es gibt also verschiedene Matrizen fiir die gleiche lineare Abbildung. Gehoren zwei Ma-
trizen zu der gleichen linearen Abbildung, so wollen wir dies mit einer Namensgebung
hervorheben:

Definition Zwei Matrizen F,F’ € K™ ™ heilen dquivalent zueinander, wenn es eine
regulére n x n-Matrix T und eine regulédre m x m-Matrix S gibt, so dass
F'=8-F-T"

Es stellt sich jetzt die Frage, ob man mit Hilfe einer geeigneten Wahl der Basen fiir V
und U erreichen kann, dass die Matrix fop eine moglichst einfache Gestalt annimmt.
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Satz 51 Zwei m x n—Matrizen F' und F' sind genau dann dquivalent, wenn sie den glei-
chen Rang haben. Insbesondere ist jede Matrix vom Rang r dquivalent zu der Matrix

( [r><r O'r><(n—'r) )

O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

mat vier Untermatrizen. Der Index gibt jeweils die Dimension der Einheitsmatriz I oder
der Nullmatriz O an.

Beweis Er besteht im wesentlichen im Gauf’schen Algorithmus, er wird nicht genau
ausgefiihrt. ¢

Definition Der Rang einer linearen Abbildung f : V' — W ist per definitionem gleich
dem Rang einer Matrix fge, die dieser linearen Abbildung durch Basen B von V bzw. C
von W zugeordnet ist.
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8.3 Beispiel: Orthogonale Polynome

Es sei V,, der (n + 1)-dimensionale R—Vektorraum der Polynome vom Grad < n. Wir
beschéftigen uns im folgenden mit Vs.

Wir wissen bereits, dass die Polynome

(z)
(x)
ex(z) =
(z)

8 &8 &8 =

Basen des Vektorraums V3 bilden.

Die folgenden Polynome sind Beispiele fiir orthogonale Polynome, die in weiten Teilen
der Analysis, numerischen Mathematik und mathematischen Physik eine wichtige Rolle
spielen.

Hermite—Polynome:

ho(x) = 1

hi(z) = 2z

ho(z) = 42* —2
hs(x) 82° — 12z

Jo(x) =

ji(z) = =z

. 3 1
jo(x) = 5902 5

. 5 3
Js(z) = 53:3 — 5%

60(.T) = 1
l(z) = —x+1
1
l(z) = 5(:172—455—{—2)
1
ls(x) = 6(—x3—|—9x2—18x—|—6)

Wir bezeichnen die Basen von V3, die aus diesen jeweils vier Polynomen gebildet werden,
mit £, H, J bzw. L.
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Berechnen Sie ng(y) fir B = E,H,J,Lundy = ...

p(r) = 4
glz) = z+2
r(r) = 2*—3x+2

Losung:
4
0
ne(p) = () = nsp) = nwlp) = |
0
2 2 2
1 : 1
ne(q) = o | @ =131 w@=/|,] m@=
0 0 0
2 5 7
-3 _2% _33
NEe (T‘) = 1 y  NH (T) = 1 y Mg (T) = 2 ) TIL(T)
4 3
0 0 0

Berechnen Sie die Ubergangsmatrizen OrH, Ops, O durch Entwicklung der Ba-
sisvektoren von H nach denen von E usw.

Losung:
10 -2 0
02 0 —12
O = 1 g0 4 o
00 0 8
01 ¢
@EJ = 2
00 2 0
00 0 2
1 1 1 1
0 -1 —2 -3
®EL -
oo 1 3
0o 0 0 -1
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Berechnen Sie die Ubergangsmatrizen Oue, Ok, O durch

— Entwicklung der Basisvektoren von E nach denen von H usw. oder

— durch Invertierung der Matrizen aus .

Losung:
SRS
Opp = Opy = 2 4
EH 00 % (1)
00 0 g
1030
010 2
O = 05 = 9 2
EJ 0 0 3 (2]
000 ¢
1 1 2 6
_ 0 -1 —4 -18
Oy = Opp = 0 0 2 18
0O 0 0 -6

@ Uberpriifen Sie die Gleichung 1p (y) = ©ppnp(y) fiir verschiedene Basen B, B’ =
E H, J, L und Polynome y aus .

Losungsbeispiel:

1 1 2 6 10 -1 0
0 -1 —4 —18 01 0 -3
O = Owp-Om =1 2 18 00 3 0
0 0 —6 00 0 3

11§ %

o ]lo0o -1 -6 %

= lo o 3 4

0 0 0 -15

Die Differentiation D kann als lineare Abbildung

, Vi = 13
| o+ o+ ar? + oz = o + 2007 + 3asz?
aufgefasst werden. Uberlegen Sie, dass beziiglich der kanonischen Basis F fiir V3
dann gilt
01 00
0020
Dee =190 0 3
0000
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Berechnen Sie Dgp oder Dp/p fiir andere Basen B, B’ = E, H, J, L.
Losung:

103 0 0100 10 -2 0
(o302 0020 02 0 -—12
oo ;o0 000 3 00 4 0

000 3 0000 00 0 8

0200
o040
~looo0e

0000

Testen Sie diese Matrix fiir die Polynome r und Dr =’ = 2z — 3.

Losung: Es gilt

Tatséchlich gilt
nu(r') = Dum - nu(r).

Die Multiplikation X mit einer Variablen kann als lineare Abbildung

- Vo = V3
1 a0+ T+ asr? = g + ax? + apr?
aufgefasst werden. Beziiglich der kanonischen Basen E’ fiir V5 und E fir V3 gilt
dann
0 00
1 00
Xep = | g 1
0 01

Berechnen Sie Xpgp fiir andere Basen B = H, J, L.
Losung:

Xyy = O;eXppOpy
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1
1010 000 Lo 1
o102 100 01
(o020 010 00 2
000 2 001 2

0

= lozo

33

00 2

Testen Sie diese Matrix fiir die Polynome r und Xr = 23 — 322 + 2z.

Losung: Es gilt

ny(r) =

wWro | Wl
w
e
=
(o
3
<
<
=
|
ot

Tatséchlich gilt

ns(Xr) = Xy -np(r).

43
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8.4 Endomorphismen beim Basiswechsel, Ahnlichkeit von Ma-
trizen

Es sei V ein n—dimensionaler Vektorraum mit zwei Basen B und B’. Wir betrachten
einen Endomorphismus (lineare Abbildung innerhalb eines Vektorraums) f : V —
V. Die obigen Uberlegungen wollen wir jetzt unter dem sinnvollen, aber einengenden,
Gesichtspunkt betrachten, dass die Basiswechsel im Definitionsraum und im Bildraum
gleich sind. Der letzte Satz kann also nicht angewandt werden.

Das obige Diagramm hat jetzt die Form:

fBB
n n
K - - K
% A”]Br/
P
Oprp V — V Opp
np’ nB’
K™ K™
ferB!

Bei vorgegebener Basis B = {wy, ..., w,} wird der Abbildung f die quadratische Matrix
fB = fpp dadurch (eineindeutig) zugeordnet, dass

n

Flwy) = (f5)jkws

k=1

gilt.
Bei einem durch die Matrix © /g vermittelten Basiswechsel von B nach B’ geht die Matrix
fBp in die Matrix F' iiber, wobei gilt:

f3=Ops-fs Opp = Ops - fr-Opy.

Dieser Verwandtschaft von zwei Matrizen wird wieder ein Namen gegeben:

Definition (und Satz) Zwei Matrizen A, A" € K"*" heiBen dhnlich oder konjugiert
zueinander, symbolisch A ~ A’, wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt
ist:

(1) Es gibt eine regulidre Matrix 7' € K"*" so dass
Al=T-A- T
(2) Es gibt eine regulidre Matrix 7' € K"*" so dass
Al=T" AT
(3) Ist f: V — V ein Endomorphismus eines n—dimensionalen Vektorraums und A =

fp die Matrixdarstellung von f beziiglich einer Basis B von V', so gibt es eine Basis
B’ von V', so dass A" = fp.
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Satz 52 (ED 2, Eigenschaften #hnlicher Matrizen, Teil 1)
(i) Jede Matrixz A ist zu sich selbst dhnlich (Reflexivitit).
(i) Gilt A~ A', so gilt auch A" ~ A (Symmetrie).
(i1i) Es gilt fir drei Matrizen A, A', A" die Transitivitit
WENN A~ A" UND A" ~ A", DANN A~ A”.
(iv) Zwei dhnliche Matrizen A und A" haben die gleiche Determinante:
A~ A = det A = det A’
(v) Zwei dhnliche Matrizen A und A" haben den gleichen Rang:
A~ A = Rang A = Rang A’

(vi) Ist eine Matriz dhnlich zu einem Vielfachen der Einheitsmatriz, so ist sie gleich
diesem Vielfachen der Finheitsmatriz.

A~a-1 == A=al.

(Wir schreiben das a—fache der Einheitsmatriz einfach als o, da die Wirkung auf
Vektoren bzw. andere Matrizen die gleiche ist.)

Beweis (i) und (ii) sind einfach.
Zu (iii) Es seien A ~ A" und A’ ~ A”| es existieren also reguldre Matrizen S, T mit

A'=S5A5" und A"=TAT
Dann gilt aber
A" =TAT ' =TSAS'T = (TS)A(TS) ™"
Zu (iv):
det A" = det(TAT ') =det T -det A-det T™! =detT - det A - (det T) ™" = det A.

(v): Die Multiplikation mit 7" von links verdndert nicht die Anzahl der linear unabhéngigen
Spaltenvektoren. Die Multiplikation mit 77! von rechts veréindert nicht die Anzahl der
linear unabhéngigen Zeilenvektoren.

(vi): Aus der Ahnlichkeit folgt so die Gleichheit
A=T(a)T ' =aTIT ' =al.

¢
Definition Ist f : V — V eine lineare Abbildung und fp ihre Matrixdarstellung
beziiglich einer Basis B, so heifit

det f = det fg

die Determinante der linearen Abbildung f (Beachte, dass wir bisher nur Determinanten
von Matrizen gekannt haben).
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Beispiel (Siehe Anfang des Kapitels) In einem zweidimensionalen Vektorraum V' sei eine
lineare Abbildung f : V' — V bzgl. einer Basis B = {w;, ws} durch

16 10
— 3 3
fB_<—5 —3)

gegeben. Gibt es eine lineare Abbildung g : V — V| fiir die ¢> = go g = f gilt?
Anders gefragt: Gibt es eine Matrix gg mit g% = f5?

Wiéhlen wir als andere (woher? spéter!) Basis B’ = {w, w}} von V mittels
wy = wy — Wy, wh = —2w; + 3wy,

so stellt sich bei Berechnung der Bilder heraus:

16 10
f(wi) = flw —wy) = (§w1 — Swy) — (gwl — 3ws) = 2w; — 2wy = 2w
16 10
f(w/2) = f(_2w1 + 3w2) = _2<§w1 - 5w2) + 3(311)1 — 3w2) =
1
= —§w1 + wo = g(—le —+ 3’(1)2) = g’U)é

Beziiglich der neuen Basis wird der Abbildung f also die Matrix

-(31)

zugeordnet. Der Basiswechsel B — B’ ist auch durch die Matrizen

- 1 -2 3 2
@B}B:(—1 3)’ @B’B:<1 1)

gegeben. Man kann testen, dass
fo = Opp- fn- 979/13-
Jetzt kann die Frage nach der Matrixwurzel beantwortet werden: Fiir die Matrix

-1 V2 0 _ 3\/_—13 2\/5—%
93293'3'< 0 L)'QB’B—(_gﬂ_‘_\(/g _2\/5_1_*(/3)

gilt:

2 0 2 0
g -gp = GE}B < \é— 1 ) .@B/B.@B}B.(\{)_ 1 > .@B,B

Der springende Punkt ist, dass die neue Matrix eine Diagonalmatrix ist. Diagonalmatri-
zen sind viel einfacher zu lesen, zu interpretieren, mit ihnen kann man wesentlich besser
rechnen. Beispielsweise kann man das der Abbildung f? zugeordnete Matrix-Quadrat f3,
oder die ,,Wurzel” einer Matrix viel leichter ausrechnen.

Wie kann man Basen finden, bzgl. derer eine gegebene lineare Abbildung Diagonalgestalt
annimmt?
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8.5 Exkurs: Polynome
Es sei K ein Kérper (wir denken vor allem an K = R oder K = C).
Definition

(1) Eine Abbildung p : K — K heiit Polynom (iber K), wenn es Zahlen
Dns Pn—1, - - -, P1,P0 € K gibt, so dass

p(z) = pud™ + ppa@™ T+ L+ prz+ o
(2) Ist p, # 0, so hat das Polynom, per Definition, den Grad n, symbolisch
gradp = n.

Der Grad des Null-Polynoms wird als —oo festgelegt.

(3) Die Menge der Polynome iiber K wird mit K[z] bezeichnet. (Das ist ein bisschen
seltsam, da der Buchstabe x eigentlich ohne Bedeutung ist.)

(4) Eine Zahl X € K heifit Nullstelle des Polynoms p, wenn p(\) = 0.

Die Polynome hochstens n—ten Grades bilden einen K—Vektorraum der Dimension n + 1.
Polynome kénnen multipliziert und nacheinander ausgefiithrt werden.

Satz 53 (P1 Nullstellen und Linearfaktoren) Die beiden folgenden Aussagen tiber
ein Polynom p € Klz] n—ten Grades und eine Zahl A € K sind dquivalent:

(i) A ist eine Nullstelle von p.

(ii) Es gibt ein Polynom q vom Grad n — 1, so dass
p(x) = (z = A) - q(z).

Man nennt x — X einen Linearfaktor von p. Man spricht hier auch von der Abspal-
tung eines Linearfaktors.

Beweis Die Richtung (ii) = (i) ist trivial. Fiir die Umkehrung machen wir eine
Voriiberlegung: Es gilt
(" = A") = [x” + "IN F TN P 93)\”_1]
— [x”*l)\ + 2" N AT T+ )\”}
= (=N (@ " +2" A+ AN

-

=: Qn—1(z,\)
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Jetzt konnen wir die Umkehrung zeigen:
plz) = plx) —p(A)
= (pnx” + Pp1x” T+ pia +p0> — (pnA" F PN T A po>
= pu(@" =N+ (=AY (=)
= (z—A)- (ann—1(957 A) + Pn1Qn—2(w,A) + ... +p1>
= (@ =X)-q(2).

Die fortgesetzte Abspaltung von Linearfaktoren fiihrt auf die

Folgerung 54 (P2) Zu einem Polynom p mit Nullstelle A gibt es eine eindeutig festge-
legte Zahl k € N und ein Polynom q vom Grad n — k, so dass

p(a) = (x = N)* - gq(2), wobei q(A) # 0.
Die Zahl k heifit die Vieltachheit der Nullstelle A im Polynom p.

Definition Man sagt, ein Polynom zerfdllt (iber K) in Linearfaktoren, wenn es in der
Form

pa) = pa - (x =A™ - (2= A) e (= An)™
mit Zahlen A\q,..., A\, € Kund ky, ...k, € N dargestellt werden kann.

Beispiele Das Polynom z? + 1 zerfiillt {iber R nicht in Linearfaktoren, iiber C schon:
2+ 1= (x—i) (v+1i).

Satz 55 (P3 Fundamentalsatz der Algebra)
Jedes Polynom iiber C besitzt eine Nullstelle in C.
Folgerung: Ein komplexes Polynom zerfdllt (iber C) in Linearfaktoren.

Beweis Er muss mit Mitteln der Analysis gefithrt werden. Er ist allerdings fiir den
Rahmen einer grundlegenden Vorlesung Analysis zu aufwéandig, mit Methoden der Funk-
tionentheorie geht es ganz schnell. Vielleicht haben Sie einmal die Moglichkeit, ihn in
einem Seminar kennenzulernen. ¢



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (GS/HS/RS) — SS 2010 49

8.6 Das charakteristische Polynom

Fiir eine Zahl a € K bezeichnen wir die lineare Abbildung o -idy : V — Vv — a - v,
einfach mit

o 0
0 «

a=o-idy =
: 00
0 -+ -+ 0 «

Sie wird ja bzgl. jeder Basis durch die a—fache Einheitsmatrix « - I,, dargestellt.

Satz 56 (ED 3, und Definition) Ist A eine quadratische Matriz, so ist der Ausdruck
xa(x) := det(A —x)

ein Polynom n—ten Grades in x. Es heifst das charakteristische Polynom der Matrix A.
Genauer gilt:

xa(@) = (=D)"z" + (=1)" Yay +amx + ...+ app)2™ 4+ ...+ det A

Die Summe der Diagonalelemente einer quadratischen Matrix A heifst die Spur der Matrix
A.

SpurA = a1+ ...+ Gup.

Beweis Wir schreiben die Determinante aus

aip — & ai2 Qin

21 Qg2 — T

det(A —x) =

an—l,n
Qn1 tr ot App—1 OQpp — T

und tiberlegen, wie die Variable x iiber die Leibniz—Formel in dem Ausdruck x4()\) Ein-
gang findet. Da in der Leibniz—Formel nur Summen und Produkte der Matrix—Eintrage
auftreten, ist es klar, dass es sich um ein Polynom handelt. Die Potenzen 2" und z"!
kéonnen nur in dem Produkt auftreten, das zu der Permutation 7 = id gehort. In den
Produkten, die zu den anderen Permutationen gehoren, kommen mindestens zwei Nicht—
Diagonalelemente der Matrix A — x, also hochstens n — 2 Diagonalelemente, vor. Das heifit
aber, dass x in diesen Produkten hochstens mit dem Exponenten n — 2 auftritt.

Es geniigt also, das zur identischen Permutation gehérende Produkt zu betrachten. Dafiir
gilt aber

(a1 —x) - (aze —x) - ... (apy — T) =
(—2)" + (ay; + agy + ...+ apn)(—2)" "t + Glieder niedrigerer Ordnung
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Das sind genau die ersten beiden Glieder im charakteristischen Polynom. Setzt man z = 0,
so sieht man, dass das konstante Glied im charakteristischen Polynom gerade die Deter-
minante von A ist. ¢

Definition Ist f:V — V eine lineare Abbildung und B eine Basis, so heifit

Xp(®) = Xpp(7)

das charakteristische Polynom der linearen Abbildung. Die Spur der linearen Abbildung
ist definitionsgemé&fl die Spur der Matrix fp:

Spur(f) = Spur f5.

Es besteht die Frage, ob diese Begriffe wohldefiniert sind und nicht von ,,irgendeiner
Zufalligkeit” (hier: der gerade gewihlten Basis) abhéingen. Die Antwort gibt der folgende

Satz 57 (ED 4: Eigenschaften &hnlicher Matrizen, Teil 2) Sind zwei Matrizen A
und A" dhnlich zueinander, so stimmen ihre charakteristischen Polynome tiberein:

Xa(z) = xa(2).

Es stimmen auch ihre Spuren tiberein:
Spur A = Spur A'.

Beweis Essei A’ = TAT!, dann gilt

xa(z) = det(A — ) =det(TAT ' — 2) = det(T(A — 2)T ")
= detT-det(A—x) det(T™ ") = det(A — )
= Xa(®).

Da die Spur in dem charakteristischen Polynom als ein Koeffizient auftritt, ist auch sie
fiir beide Matrizen gleich. ¢
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Eigenwerte und Eigenvektoren

In diesem Abschnitt sei V' ein n—dimensionaler K—Vektorraum, wobei K = R oder K = C.

Definition Es sei f eine lineare Abbildung V' — V.

(1)

Satz

Man nennt A € K einen Eigenwert von f, wenn es einen Vektor v € V' \ {0} gibt,
so dass

fw)=A-w
erfiillt ist.

Der Vektor v € V \ {0} heifit Eigenvektor von f (zum Eigenwert )\), wenn die
Beziehung f(v) = X - v gilt.

Die Menge der Vektoren
Eig(f,\) = {v € VIJ(v) = A- v}

heifit der Figenraum von f zum Eigenwert . Diese Menge besteht aus den Eigen-
vektoren zum Eigenwert A und dem Nullvektor.

Zeige: Der Eigenraum ist ein Unterraum.

Die Dimension des Eigenraums Eig(f, \)
N . LA14
dim Eig(f,\) = dimker(f — A) "="n — Rang(f — \)

(vgl. letzter Satz LA 14 in LALO1) heiit die geometrische Vielfachheit des Eigen-
wertes A.

58 (ED 5: Charakterisierung von Eigenwerten) FEs sei f:V — V ein Endo-

morphismus und B eine Basis von V. Die folgenden Aussagen tiber eine Zahl A € K sind
dquivalent:

(4)
(B)

(C)

(D)

Die Zahl X\ ist Figenwert von f.

Es gibt einen Vektor v € V \ {0}, so dass

(f =) =0,
d.h. v liegt im Kern von f — A.
Es gibt eine Losung vg € K™\ {0} des LGSs

(fB - )\)UB = 6

Die quadratische Matrixz fg — X\ ist nicht—invertierbar.
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(E) X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms:

xr(A) =0.

Definition Die Vielfachheit als Nullstelle in x () heifit die algebraische Vielfachheit des
Eigenwerts \.

Beweis Der Satz fasst nur bereits bekannte Aussagen zusammen. ¢

Bemerkung Im Falle eines Vektorraums V' iiber K = R kann es zu einem Endomor-
phismus f nach unserer Definition genau—genommen nur reelle Eigenwerte geben. Das
charakteristische Polynom x; von f kann aber komplexe Nullstellen haben.

Beispiel: Die Abbildung

’_>O—1_
v 1 o )V

im R? hat keine reellen Eigenwerte und damit auch keine Eigenvektoren. Das charakteri-
stische Polynom hat zwei komplexe Nullstellen A\; = +4¢ und \y = —1.

Diese Nullstellen heiflen die komplexen Eigenwerte des Endomorphismus im reellen Vek-
torraum V.

Hintergrund dieser Begriffsbildung ist, dass Endomorphismen in reellen Vektorrdumen
,,komplexifiziert” werden kéonnen. Der komplexifizierte Endomorphismus besitzt dann die
komplexen Eigenwerte im genauen Sinne der Definition.

In Bezug auf das obige Beispiel gilt:
0 -1\ (1) _ (—i)_ . (1
1 0 i)~ L1 )T
0 -1\ (1Y _ [(i)_. (1
1 0 —i ) = 1) 7"\ =
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Satz 59 (ED 6: Geometrische und algebraische Vielfachheit) FEs sei V' ein Vek-
torraum und f 'V — V eine lineare Abbildung. Fir einen Eigenwert X ist

geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit.

Beweis Es sei F = Eig(f, ) der Eigenraum zum Eigenwert A mit der Dimension m, die

ja gleich der geometrischen Vielfachheit ist. Wir wihlen eine Basis {wy,...,w,} von F
und ergénzen sie durch {wy,41,...,w,} zu einer Basis B von V. Dann hat f die Darstel-
lungsmatrix

A0 -0 % *

0 )

: 0

=110 - 0 A
0 -0

Das charakteristische Polynom ist dann aber

Xf(x) = xpp(x) =det(fp —2) = (A —2)™ - det( ,,Block rechts unten” — x)

-~

=:q()

= (=)™ (@ =" q(@).
Also ist m kleiner oder gleich dem Grad der Nullstelle A in x¢(z). ¢

Die Gleichung in (E) bietet eine Handhabe zum Auffinden der zunéchst unbekannten
Eigenwerte \. Ist ein Eigenwert A bekannt, so kann man durch Losen des LGS in (C)
Eigenvektoren finden.
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8.8 Diagonalisierbarkeit

Definition

(1) Eine quadratische Matrix A heifit Diagonalmatriz (sie hat Diagonalgestalt), wenn
ajr =0 fir j # k.

(2) Eine lineare Abbildung f : V' — V heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B gibt,
fiir die die zugeordnete Matrix fp Diagonalgestalt hat.

(3) Das Verfahren zum Auffinden einer Basis B, bzgl. der die Abbildung Diagonalgestalt
hat, heifit Diagonalisierung.

Satz 60 (ED T7: Diagonalisierbarkeit)
Die folgenden Aussagen tber eine lineare Abbildung f 'V — V' sind dquivalent:

(A) f kann als Diagonalmatriz mit den m verschiedenen Zahlen \; € K in der Diagonale
dargestellt werden. Dabei kommt die Zahl \; nj—mal in der Diagonale vor.

(B) Das charakteristische Polynom x¢(x) von f zerfillt iber K in Linearfaktoren

Xr(z) = (x—=A)™ .- (= A)™
und fir alle j = 1,...,m ist n; = dimEig(f, \;) (algebraische = geometrische
Vielfachheit).
(C) f besitzt die (paarweise verschiedenen) Figenwerte Ay, ..., Ay und es ist

dim Eig(f, A1) +... + dim Eig(f, \,n) = n.
~—— ~———

=N =Nm

(D) Der Vektorraum kann als Summe der Eigenrdume Eig(f, ;) mit dim Eig(f, \;) = n;
dargestellt werden:

V:Eig(f,)q)"‘ —i—Eig(fa)‘m)'

Zur Erinnerung: Der Begriff ,,Summe von Unterraumen” bedeutet, dass jeder Vektor
v € V eindeutig als Summe

V=v+ ...+ U,

mit v; € Eig(f, ;) dargestellt werden kann.
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Beweis (A) = (B) Fiir das charakteristische Polynom von f gilt

X5 (%) = Xpp(x) = det(fp —2) = (2 = A)™ - .- (2= Ap)™™,

es zerfallt also in Linearfaktoren. Auflerdem ist

Ieer = Aey,
: = dlm Elg(f7 A1) =Ny,
fB €ny - )\1 €nys )
N
fB €ni+1 = A2 €ni+1
: — dim Elg(f, /\2) = Ngo,
fB €ni+no = )\2 €ni+nas )
)
JBCnt tnm o+l = Am €yt ng i+l
: — dim Eig(f, A\n) = 1um,
fB €n = >\m€n )

woraus zu sehen ist, dass die geometrischen mit den algebraischen Vielfachheiten iiber-
einstimmen.

(B) = (C') Aufgrund von (ii) ist
dimEig(f, A1) + ... +dim Eig(f, \p,) = n1 + ... + ny = 0
(C) = (D) Wihle n Vektoren wy, ..., w, € V so aus, dass

{wy,...,w,, }  Basisist von  Eig(f, \1)
{Wny 41y, Wny4nyt  Basisist von  Eig(f, A2)

{Wnysodny 141, -, wpt  Basisist von  Eig(f, Ap).

Wir bezeichnen den zu w; gehorigen Eigenwert mit Xj. Es gilt also w; € Eig(f, Xj) fiir
alle y =1,...,n. Wir zeigen per Induktion iiber £k = 1,...,n, dass die Menge

Bk = {wl,...,wk}
linear unabhéngig ist.
Fiir k = 1 ist die Aussage trivial, da w; # 0 ist.

Wir nehmen dann als Induktionsvoraussetzung an, dass Bj linear unabhéngig ist, und
wollen zeigen, dass auch By, linear unabhéngig ist. Es sei also

w1 + ..+ apWE + Q1 Wh1 = 6 (*)
Wir wenden auf diese Gleichung die Abbildung f — Xk—&-l an. Es gilt dann:

041(}:1 - Xk+1)w1 + ...+ O‘k()‘vk - Xk+1)wk + ak—i—l(}‘vk—i-l — Xk+1) Wi = 0.

S

-~
=0
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Nach Induktionsvoraussetzung ist By linear unabhéngig, es folgt:
a0 = Net1) =0, oo (e — A1) =0, (%)

Es sei die Zahl ¢ € {1,...,k + 1} die kleinste Zahl, so dass
Ao = Aeg1,

das heifit, der Vektor wy ist der erste in By, der den gleichen Eigenwert wie wy,, hat.
Umgekehrt heifit das aber, dass

N # M fiiralle j=1,...,0—1.
Dann folgt aber mit (xx), dass

a; =0 firalle j=1,...,0—1,
Damit reduziert sich die Gleichung (x) auf

Wy + ...+ QpWE + Q1 Wy = 6

Die Vektoren w; in dieser Linearkombination gehoren aber alle zum Eigenraum

Eig(f, Xk—&-l) und sind geméafl der Auswahl am Anfang des Beweises linear unabhingig.
Es folgt also, dass

Oég:...:Oék:Oék+1:0.

(D) = (A) Wabhle in jedem Eigenraum eine Basis (aus Eigenvektoren). Die Menge aller
dieser Eigenvektoren bildet eine Basis fiir V. fp hat dann Diagonalgestalt. ¢

Folgerung 61 Besitzt eine lineare Abbildung f : V. — V in einem n—dimensionalen
Vektorraum n paarweise verschiedene Eigenwerte \; € K, so ist f diagonalisierbar.

Beweis Setze in dem vorhergehenden Satz m =n und n; =1 fiir j=1,...,m. ¢

8.8.1 Algorithmus zur Diagonalisierung

Satz 62 Vorgegeben sind:
e Fin R—Vektorraum V der Dimension n,
e cin R-Endomorphismus f .V —V,
o ciner der beiden Kiorper K =R oder K = C,
e cine Basis B von V.
Der folgende Algorithmus liefert . ..

e Die Entscheidung, ob es eine Basis B von V' gibt, so dass fp: eine Diagonalmatriz
mit Eintrdgen aus K ist.

e die Konstruktion dieser Basis B’,
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e die Berechnung der zugehdérigen Transformationsmatriz T' = Opip.

Berechne die Matrix fp. Sie ist durch die Gleichungen f(w;) =Y ,_ (f5)rjwr, J =
1,...,n festgelegt.

Berechne das charakteristische Polynom x¢(z) = x s, (2).

Ermittle die m verschiedenen Nullstellen \; € K. Folgende Méglichkeiten stehen zur
Verfiigung:
e Nullstellen erraten oder erspiiren,

e Losungsformel fiir die Nullstellen einer quadratischen Gleichung (Mitternachts-
formel),

e Satz von Vieta,
e Polynomdivision,
e Losung fiir biquadratische Gleichungen az* 4 bx? + ¢ = 0.

e Vielleicht kennt man Eigenwerte (Nullstellen) aufgrund spezieller Eigenschaf-
ten des Endomorphismus (Siehe néchste Kapitel: Endomorphismen in euklidi-
schen Vektorrdumen).

Ermittle fiir j = 1,...,m die algebraischen Vielfachheiten n; der Nullstellen A;.

[5a] my+...+n,<n 7 Falls JA:

Xy zerféllt nicht vollstdndig in Linearfaktoren iiber K, d.h.:
f ist nicht iiber K diagonalisierbar. ©

(Beachte, dass dies im fall K = C nicht passieren kann)

n+...+n,=n 7 Falls JA:
X ¢ zerfallt vollstédndig in Linearfaktoren iiber K:
Schreibe x als Produkt der Linearfaktoren:

Xr() = (x = A)™ - (= )™
@ Ermittle die geometrischen Vielfachheiten g; der Eigenwerte \;
g; = dimker(fg — \;) =n — Rang(fs — \)).
Beachte, dass 1 < g; < n; gelten muss.
Die Frage der Diagonalisierbarkeit kann jetzt entschieden werden:

Stimmen fiir eine Nullstelle die beiden Vielfachheiten n; und g¢; nicht iiberein,
so ist f nicht diagonalisierbar. ©

Stimmen fiir alle Nullstellen die beiden Vielfachheiten n; und g; iiberein, so ist
f diagonalisierbar. Es gibt eine Basis B’, bzgl. derer f die Darstellung

A1

for =
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hat. Dabei kommt der Eigenwert A\; genau n; = g;—mal vor.

Ermittle, wenn gewiinscht, die neue Basis B’ und die zugehorige Ubergangs-
matrix 7' = Op/ g gemil der folgenden Schritte.

Fiir jede Nullstelle A;: Bestimme n; linear unabhingige Vektoren z;, € K", ¢ =
1,...,n; durch Losen des Gleichungssystems (vielleicht schon in Schritt @ erledigt)

(fB —/\j)ZE = 6

(Beachte, dass diese Losungen nicht eindeutig sind).

@ Bilde die Matrix
T' =0y, =
—VYBp'B -— Ti1ye s Tingy X215+« + s L2ng5 - -+ s Tmng s+ + + 5y Tmngy,

Berechne die Matrix T". (Vermeide zu viele Briiche dadurch, dass die inverse Deter-
minante o als Vorfaktor stehen bleibt.)

Dann hat die Matrix
for=T fg-T7

beziiglich der Basis B' = {w/,...,w/,} mit

n

wi =Y (T~ )juwi

k=1

die Diagonalgestalt wie in Schritt angegeben.
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Beispiel 1

Wir betrachten das Beispiel vom Anfang des Kapitels. Es sei V' ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum und der Endomorphismus f : V' — V definiert durch
16 10

flwr) = T Swy, flws) = 3w 3ws.

[S—
=
I
VR
Jels
| ol
o
N——

1 _ g 10 16 10 2
—| 3 3 — (= _ _2_ (B — 2 =
2 =] 3T = (G a8 - S (5 =t — g
T4 /49 8 T45
3 9 3 7 L3 1
3. )\1’2: B :323, also )\1:2, /\225

4. Die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte sind ny = 1, ny = 1.
5b. Die Zerlegung in Linearfaktoren ist x(z) = (z — 2)(z — 3).

6. Es muss g =1, go = 1 gelten.
7b. Da die Vielfachheiten alle iibereinstimmen, ist f diagonalisierbar.

8. Wir l6sen das LGS fiir den ersten Eigenwert

$-2 ¥ 2 ¥ 0
(fB—/\1)$=( _5 _3_2>$=(_5 _5)1‘:(0).

Wir finden ganz leicht eine Losung

e (1).

Wir 16sen das LGS fiir den zweiten Eigenwert

B3 1 5 ¥ :
== (57 Lty )= (5 )= (5),

Wir sehen ganz leicht

= 3).

9. Jetzt kann die Matrix 7! zusammengestellt werden:

(12
ro (2.

(Sie unterscheidet sich von der Matrix O/ (Siehe Abschnitt 4.3/Beispiel) durch
einen Faktor —1 in der zweiten Spalte. Beachte, dass die Ubergangsmatrix 7" nicht
eindeutig bestimmt ist.)
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10. Die inverse Matrix ist

3 2
T- ( 32 )
11. Es gilt dann

2
. . 71:
T-fg-T (0

Wik O
N—

Beispiel 2

Es sei f eine lineare Abbildung in einem 3-dimensionalen reellen Vektorraum. Beziiglich
einer Basis habe sie die Matrixdarstellung

3 1 0
fB = 0 -1 ¢
0o 0 3

1. Dieser Schritt eriibrigt sich.

2. Das charakteristische Polynom ist wegen der Dreiecksgestalt leicht zu berechnen:

xp(@) =B -2)* (-1 -x).
3. Die beiden Eigenwerte sind \; = 3, Ay = —1.
4. Die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte sind n; = 2, ny = 1.

5. Die Zerlegung in Linearfaktoren liegt bereits (wegen der Dreiecksgestalt der Matrix

fB) vor.
6. Es ist
0 1 0
fB—=3=10 —4 ¢ |,
0O 0 0
also

3—2=1%#mn,, falls c#0,
glzn—Rang(fB—S):{3_1:27:&711 fallsci().

Weiter ist go = 1.

7. f ist genau dann diagonalisierbar (iiber R oder {iber C), wenn ¢ = 0. Wir fiithren
fiir diesen Fall die Diagonalisierung durch.
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8. Die Gleichung

0 0
(fs—M)z=|0 —4 0
0 0

Die Gleichung

410
(fB — )\2)$ = 0 00 T =
00 4

1 1 1
T7'=10 0 —4
1 -1 0
zusammengestellt.
10. Die inverse Matrix ist
1 —4 -1 —4
T=— - -4 -1 4
N 0O 2 0

11. Es gilt dann

o O

T -fg-T'=

S O W
S W o
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Beispiel 3

Es sei f eine lineare Abbildung in einem 3-dimensionalen Vektorraum. Beziiglich einer
Basis habe sie die Matrixdarstellung

20 1
fr=( 0 3 0
10 -2

Ist f iiber R oder iiber C diagonalisierbar? Wenn ja, fithre das Diagonalisierungsverfahren
durch.

1. Dieser Schritt eriibrigt sich.

2. Durch Entwicklung nach der zweiten Zeile erhélt man das charakteristische Poly-
nom:

Xr(@) =B —2) - [(-2-2) +1] = —(z = 3) - [(x +2)* + 1].

3. Der Fall K = R: Der zweite Faktor in xy ist positiv fiir alle z € R. Es gibt also nur
eine reelle Nullstelle A\; = 3. f ist nicht iiber R diagonalisierbar.

3. Der Fall K = C: Man kann das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerlegen:
xe(@)=—(@=3) [(a+2)+1]=—(&—=3) [o— (i-2)] [ — (i —2)].
Die Eigenwerte sind \y =3, Ao =1 —2, \g = —1 — 2.
4. Die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte sind ny = ny = ng = 1.

5. Bereits erledigt.

6. Die geometrischen Vielfachheiten miissen alle gleich 1 sein.
7. f ist iiber C diagonalisierbar.
8. Die Gleichung
5 0 1 0
(fe— M)z = 0 0 O z=10
-1 0 -5 0
hat die nicht—triviale Lésung
0
11 = 1
0
Die Gleichung
—i 0 1 0
(f— A)x = 0 5—¢ 0 Jz=10

-1 0 — 0
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9.

10.

11.
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hat die nicht—triviale Lésung

1

To1 =

Die Gleichung

SS 2010

+i 0 1
(f — A3)x = 0 5+4 0
-1 0 +
hat die nicht—triviale Lésung
1
T3] = 0
—1
Wir bilden die Matrix
01 1
T7'=110 0
0 7 —1
zusammengestellt.
Die inverse Matrix ist
1 -0 2¢ 0
! i 0 -1
Es gilt dann
3 0 0
T-fg-T'=10 i-2 0
0 0

—1— 2

63
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9 Abbildungen in euklidischen Vektorrdumen

9.1 Das Skalarprodukt beim Basiswechsel

Es sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und B = {wy, ..., w,} eine Orthonormalba-
sis. Wie bekannt, ist durch B eine Abbildung

Vv — R»

U1

B : .

n v o= v = : ’
Un

die Entwicklung nach den Basisvektoren, definiert.

Hinweis zur Notation: In diesem Kapitel sind fiir j = 1,...,n die Zahlen u;,v; € K
Komponenten von Vektoren u bzw. v und w; die Vektoren einer Orthonormalbasis.

Satz 63 Ist B eine Orthonormalbasis fir V', so gilt fir alle u,v € V
(u,v) = (up)’ -vp = wvy + ... + U,

Man kann auch sagen, dass das Skalarprodukt (-, -) von V bei der B—Darstellung in das
Standard-Skalarprodukt auf dem K™ dbergeht, also dort der Bilinearform B = I ent-
spricht.

Beweis Ist B = {wy,...,w,} die Orthonormalbasis, so gilt

(u,v) = (Wwy + ...+ UyWy, VW1 + ... + VW)

= (wwy,nwy) + ... + (UpWp, VaWy,) = UU] + . .. + UpUy.

9.2 Die adjungierte Abbildung

Definition Es sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und f : V' — V ein Endomor-
phismus. Eine weitere lineare Abbildung g : V' — V heifit adjungiert zu f, wenn fiir alle
u,v €V gilt:

(f(u),v) = (u, g(v)).
Satz 64

(i) Eine Abbildung g : V' — V ist genau dann adjungiert zu f :' V — V, wenn die Ma-
trixdarstellungen fp und gg beziiglich einer Orthonormalbasis B zueinander trans-
poniert sind:

98 = (f5)".

(i1) Zu jeder Abbildung f :V — V gibt es genau eine adjungierte Abbildung f*:V — V.
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Beweis (i) Es gilt fiir alle u,v € V'
(f(w),v) = ((f(w)p)" - vs = (f5-up)" -ve=up (f5)" - vp

(u,g(v)) = Ug (9(v)p = Ug (9B -vB) = Ug “gB " UB

Sind also die beiden Matrixdarstellungen transponiert zueinander, so folgt, dass f und g
adjungiert sind.

Gilt umgekehrt Gleichheit zwischen den beiden Ausdriicken links, so folgt, wenn man
u=-ej, v=oe¢;fur j,k € {l,...,n} einsetzt, dass

(98)k = ((fB)")jk-

(ii) Eigentlich folgen Existenz und Eindeutigkeit aus der Aussage (i). Die Matrixdarstel-
lungen der beiden Abbildungen miissen transponiert zueinander sein, die Transponierte
einer Matrix existiert, sie ist eindeutig.

Wir zeigen noch einmal die Eindeutigkeit, ohne Bezug auf eine Basis zu nehmen: Wir
nehmen an, es gebe zwei verschiedene zu f adjungierte Abbildungen g¢;, go. Dann gibt es
einen Vektor v € V, so dass ¢1(v) # ¢2(v). Daraus lasst sich aber wie folgt

0 # (g1(v) = g2(v), 91(v) — g2(v))
(91(v) = 92(v), 1 (v)) — {g1(v) — g2(v), g2(v))
= (f(91(v) = g2(v)),v) = (f(91(v) = g2(v)),v) = 0
ein Widerspruch herleiten. ¢

Definition Es sei V ein euklidischer Vektorraum. f sei ein Endomorphismus von V' und
fp die Matrixdarstellung beziiglich einer Orthonormalbasis B.

f:V =V heifit ... wenn gilt: ... || Das ist genau dann der Fall, wenn die
Matrix fp ...

selbstadjungiert, ff=f symmetrisch ist: (f5)" = f5

schief-selbstadjungiert, | f* = —f schiefsymmetrisch ist: (fg)T = —f5

orthogonal, fr=f1 orthogonal ist: (fB)T = (fB)_1
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9.3 Orthogonale Abbildungen

Satz 65 (Charakterisierung orthogonaler Abbildungen) Betrachte die folgenden
Aussagen tiber eine lineare Abbildung f :V — V in einem euklidischen Vektorraum:

(A) f ist orthogonal.
(B) Das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren u,v € V' wird durch f nicht verdndert:
{(f(w), f(v)) = (u,v).

(C) Die Linge (Norm) eines beliebigen Vektors v € V' wird durch f nicht verdndert:

lF@) =l fir alle veV.
(D) Der Cosinus des Zwischenwinkels von zwei beliebigen Vektoren wird durch f nicht
verdndert:
cos <t(f(u), f(v)) = cos <t(u,v) fiir alle u,v € V.

(E) Lasst man fir Winkelmafle nur das Intervall [0,7] (bzw. [0°,180°]) zu (das heifit
die Orientierung oder das Mehrfachdurchlaufen bleiben unberiicksichtigt), so wird
der Winkel durch f nicht verdndert.

Dann gelten die folgenden Implikationen:
(A) <= B) <= () = D) <<= (B

Es ist bemerkenswert, dass in (B) und (C) nicht gefordert wird, dass f linear ist. Dies
folgt dann aber aus der Aquivalenz (A) < (C).

Beweis (B) = (C) ist ganz einfach:

1)l = V{f (@), f(0)) = V(v,0) = ||l

Die Umkehrung (C') = (B) scheint anschaulich klar zu sein, der Beweis erfordert aber
— wieder einmal — den Quadrat—Trick. Es gilt

lu+o|> = (w+v,ut+v) = (u,u) + 2{u,v) + (v,0)
Jull® 4+ 2(u, v) + |Jv]|?

1f () + f@I* = (fu) + f(0), f(u) + f(v))
= (f(w), f(w)) +2(f(w), f(v)) + {f(v), f(v))
= @I +2(f(w), f(0) + £ @)
Aufgrund von (C) stimmen die Normquadrate in der oberen und unteren Gleichungs-

kette jeweils iiberein. Also miissen auch die Skalarprodukte in der oberen und unteren
Gleichungskette iibereinstimmen.
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Die Implikation (B) = (D) ist klar aufgrund der Beziehung zwischen Cosinus und
Skalarprodukt

{f (), f(v)) {u, v)

cos<(f(u), f(v)) = = = cos <(u, v).

V(). fw)V/(f (), fv)) (w, u)/ (v, v)

Die letzte Aquivalenz (D) <= (E) folgt daraus, dass die Kosinusfunktion auf dem
Intervall [0, 7] streng monoton fallend, also bijektiv, ist. Dies wird in der Analysis genauer
betrachtet. ¢

Satz 66 (Die orthogonale Gruppe O(V)) Die Menge der orthogonalen Abbildungen
in einem euklidischen Vektorraum V' bildet unter Hintereinanderausfiihrung eine Gruppe.

Sie wird mit O(V') bezeichnet.

Beweis
Mit zwei orthogonalen Abbildungen f, g ist auch die Hintereinanderausfithrung orthogo-
nal, da

(F(g()), F(g(v))) = (g(u), g(v)) = {u, v).

Die identische Abbildung ist ohne Zweifel orthogonal, sie ist das neutrale Element der
Gruppe. Es sei f(u) = 0. Dann gilt:

(f(u), f(u)) = (0,0) =0,

wegen der Positiv-Definitheit des Skalarprodukts folgt « = 0. Das aber bedeutet, dass die
Abbildung f injektiv ist. Eine injektive lineare Abbildung innerhalb eines Vektorraums V'
ist aber bijektiv. Es existiert also eine lineare Abbildung g : V' — V mit fog = go f = idy.
Diese ist ebenfalls orthogonal, da

(g(u), g(v)) = (f(g(w)), f(9(v))) = (u, v).

Satz 67 (Die spezielle orthogonale Gruppe SO(V))

(i) Die Determinante einer orthogonalen Abbildung ist +1.

(i1) Die Teilmenge von O(V') der orthogonalen Abbildungen mit Determinante +1 bildet
eine Untergruppe von O(V'). Sie wird mit SO(V') bezeichnet.

Beweis (i) Es sei B eine Orthonormalbasis, fp die Matrixdarstellung der orthogonalen
Abbildung. Dann gilt

(det )2 = (det f5)? = det f5 - det fL = det f - det f3' = 1.
(ii) Fiir zwei Abbildungen f,g € SO(V) gilt
det(fog) =det(fs-gp) =det fp-detgg=1-1=1,
also ist auch f o g in SO(V). ¢
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9.3.1 Orthogonale Abbildungen im euklidischen R?
Es sei
a b
=(00)
eine orthogonale Abbildung in dem mit dem Standard—Skalarprodukt versehenen Vektor-

raum V = R2.

Uberlegen Sei mittels Anschauung: Wie schaut eine lingen- und winkelerhaltende lineare
Abbildung im R? aus?

Wir iiberlegen gemeinsam mit Hilfe der Linearen Algebra:

(1) Die Orthogonalititsbedingung an die lineare Abbildung lédsst sich in den beiden For-
men

I=A" A und I=A-A"
darstellen. Ausgeschrieben lauten diese beiden Bedingungen
10\ _(ac) (ab) _ [ad+c abtcd
01/) \bd c d)  \ab+ecd bV*+d?
10 _f(ab) (ac\ _ [(d+b ac+bd
01) \cd b d)  \ac+bd 4+ d?
und damit auf die sechs Gleichungen
C+f=1 VP+dP=1 *+¥P=1 +d®=1 ab+cd=0 ac+bd=0.
(2) Daraus folgen die Gleichungen
a® = d? b =c?
und damit die vier Fille
a=+d b= +c.

(3) Die beiden Félle +/+4 und —/— widersprechen den Gleichungen mit den ,,gemischten”
Gliedern in (1). Es muss

a=dund b= —c oder a=—d und b=c.

gelten.
(4) Die Aussage in (3) bedeutet, dass die Matrix A die Form

A:<a—c) oder A:<a c):(l 0)(a—c)
c a c —a 0 -1 c a
—_—— ~

-~ -~

=:D =:

th
|
=i

mit a® 4+ ¢ = 1 hat.

(6) Man kann umgekehrt nachrechnen, dass Matrizen dieser Form orthogonal sind.
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Da det D = 41 und det S = —1 ist, kdnnen wir zusammenfassend feststellen:
SO(2) = SO(R?) = { ( LCZ —ac ) a’+ct= 1}

a2—|—c2:1}

oer = o) = {(¢ )2 %)

Wir untersuchen weiter die hier auftretenden Matrizen D und S.

Die Matrix S bildet den ersten Einheitsvektor e; auf sich selbst ab, der andere Eigenvektor

wird mit —1 multipliziert, also (an der durch e; definierten Geraden) gespiegelt. S ist eine
Spiegelungsmatrix.
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Wir fassen unsere Beobachtungen zusammen im

Satz 68 (Charakterisierung von Drehmatrizen) Die folgenden Aussagen iber einen
Endomorphismus (2 x 2-Matriz) D : R* — R? sind dquivalent:

(A) D € SO(R?), d.h. D ist orthogonal mit Determinante +1.
(B) FEs ist
D:(a _C) mit a,c € R und a*+c*=1.
(C) Es ezistiert ein ¢ € R, so dass
D ( cos ¢ —sinp )
sinp  cosgp

Diese Matriz dreht einen beliebigen Vektor um den Winkel ¢ (in Richtung es — e1),
das heifit D ist eine Drehmatrix.

(D) D hat zwei Eigenwerte und Eigenvektoren (iber C):
p(1)=n(i) () =x(4)
i i —i —i

)\1:)\_2 und |)\1|:|>\2|:1

wobei

gilt. (Insbesondere ist D dber C diagonalisierbar.)

(E) ,,Identifiziert” man die Ebene R? mit der komplexen Zahlenebene C mittels der
bijektiven Abbildung

R? - C, (g)r—mv—kiy,

so korrespondiert zu der Abbildung D im R? die Multiplikation in C mit einer kom-
plexen Zahl d vom Betrag |d| = 1.

Beweis (A) = (B): Das wurde in den dem Satz vorhergehenden Uberlegungen darge-
legt.

(B) = (A) ist leicht nachzurechnen.

(C): Das ist letztlich eine Aussage der Analysis.

(D): Setze A\ = a —ic und Ay = a + ic.

(E): Mit d := a+ic gilt

D(x) _ (ax—cy)
Y cr+ay

dle] - (x+iy) = (a+ic)- (x+iy)
= (ax—cy) +i(cx+ay).
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(D) = (A) Wir setzen D als reelle n x n—Matrix an:

p-(1 1)
z w
Mit Ay := a — ic, gilt dann:
r+w \ [Ty Ly _ . 1\ [ a-—ic
<z+iw>_<z w)(i)_(a ZC)<2’ “\c+ia )
Daraus folgt die Darstellung in (B). Es ist weiter a® + ¢ = [A\]? = 1. ¢

Reelle Diagonalisierbarkeit einer Matrix aus SO(R?) liegt genau dann vor, wenn
Al =N\ € {—1,+1}

In diesen Féllen ergibt sich:

10 -1 0
D—(O 1)—] bzw. D:( 0 _1):—1.

Die zweite Abbildung ist die Punktspiegelung mit 0 als Zentrum.
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9.4 Diagonalisierung in euklidischen Vektorraumen

Satz 69 Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und f :'V — V' ein Endomorphismus. Es
sei X € C ein beliebiger Figenwert von f.

(i) Ist f selbst-adjungiert, so ist X € R.
(ii) Ist f schief-selbst-adjungiert, so ist A € iR.
(111) Ist f orthogonal, so ist |\| = 1.

Beweis Vorarbeiten: Es sei fg € R™™" die Matrixdarstellung von f bzgl. einer Orthonor-
malbasis. A ist dann auch Eigenwert von fg. Es existiert also ein Eigenvektor v € C™\ {0},
so dass

fBuv=X-0.

Wir formen diese Gleichung etwas um (Der Konjugiert—Komplex—Operator wird jeweils
auf die Komponenten von fg bzw. v angewandt):

fev=X-v = fpi=XA-T = T -fi=X\-T.

Als weitere Vorbereitung bemerken wir noch fiir den Eigenvektor v = (vy,...,v,)T # 0,
dass

v =10 T = o P fu)? > 0.
(i) Ist f selbst—adjungiert, so folgt weiter:

X @ o) = () o=@ fh) =

ol (fprv) =0 - Av=X- (0" -0).
Division durch den Faktor (o7 - v) liefert das Resultat:
A=), also AeR.
(ii) Ist f schief-selbst-adjungiert, so folgt weiter:
A-@ - v)=N-00) o=@ - fF) v =

" (fp-v) =T A-v=—A- (@ -0),

Daraus folgt:
AP=X-A=1
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¢
Definition Es sei f : V — V ein Endomorphismus. Ein Unterraum U C V heifit

invariant (unter f) oder f-invariant, wenn
fu)ycu

gilt. Das heifit, die Abbildung f bildet einen beliebigen Vektor u € U wieder auf einen
Vektor aus U ab.

Beispiele:
e Die Unterriume {0} und V sind immer invariant.
e Bei einer Achsenspiegelung im R? ist die Drehachse invariant.
e Bei einer Drehung im R? ist die Drehachse invariant.

e Die Eigenrdume eines Endomorphismus f sind invariant.

Satz 70 (Invarianz von orthogonalen Komplementen)
Es sei V' ein euklidischer Vektorraum.
Ist f selbst—adjungiert, schief-selbst—adjungiert oder orthogonal, so gilt

U invariant —  U"' invariant.

Beweis Es sei U invariant und «' € U~ beliebig. Die Aussage f(Ut) C U+ ist jeweils
bewiesen, wenn wir

(f(u),u) =0 fiir alle u € U

zeigen konnen.

(1) Ist f selbst—adjungiert, so gilt fiir alle u € U:

(f(u'),uy = (', f(u)) = 0.
—~~

cU

(2) Wenn f schief-selbst—adjungiert ist, so geht das (fast) ganz genauso:

(f(u),u) = (u', = f(u)) = 0.
——
€U
(3) Es sei jetzt f orthogonal. Da f bijektiv ist, gilt allgemein dim f(U) = dimU

(Vgl. Satz 15/LALO1). Deswegen folgt aus f(U) C U sogar f(U) = U (Vgl. Satz
12/LALO1), damit gilt aber auch f~Y(U) =U.

Jetzt konnen wir schlieflen:

(f(u),u) = (', f*(u)) = (', ' (u)) = 0.
eU
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Beispiel
Im R? mit dem Standard-Skalarprodukt sind die beiden Unterréume

U = span(ey), Ut = span(e,)

orthogonale Komplemente zueinander. Die Matrix

(o)

lisst U = span(e;) invariant, nicht aber U+ = span(es).

Satz 71 Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Ist f .V — V selbstadjungiert, so exi-
stiert eine Orthonormalbasis B von V', bzgl. der die Matrixdarstellung fg eine reelle Dia-
gonalmatriz ist.

Beweis Wir zeigen per Induktion iiber £ = 0,...,n = dim V: Es gibt eine Menge B, C V'
mit k paarweise orthogonalen Eigenvektoren von f.

Fiir £ = 0 ist die Aussage trivial. Wihle die leere Menge.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir k£ gilt. Der Unterraum
Up := span By wird von Eigenvektoren von f aufgespannt, er ist deshalb f—invariant.
Entscheidend ist jetzt, dass nach dem vorhergehenden Satz U invariant ist.

F(Uy) € Uy
Das charakteristische Polynom x der auf diesen Unterraum eingeschrankten Abbildung
I Ut — Ut
u = f(u)

hat mindestens einen komplexe Nullstelle, also hat f einen Eigenwert Az, € C.
Der letzte Satz zeigt aber, dass \.,1 sogar reell sein muss. Es existiert dann ein reeller
Eigenvektor ugy1 € Eig(f, Agr1) C Ui, Man setze jetzt

Bk+1 = Bk U {uk+1}.

Die Menge {u1, ..., u, ux41} ist eine orthogonale Menge von Eigenvektoren, da ja wuiq
ein Eigenvektor aus dem orthogonalen Komplement von span Uy, ist.

Damit ist die Aussage auch fiir K = n = dimV gezeigt. Normiert man jetzt noch die
Eigenvektoren in U,, so hat man eine Orthonormalbasis. ¢

Bemerkung: Die Ubungsaufgabe ?? zeigt, dass die in dem zugehérigen Diagonalisierungs-
verfahren auftretende Transformationsmatrix 7" orthogonal ist.
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Satz 72 Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Ist f : 'V — V orthogonal, so existiert
eine Orthonormalbasis B von V', bzgl. der die Matrixdarstellung fp die folgende Form
hat:

D,

f5=

—1

mit r (echten) 2 x 2-Drehmatrizen D;, s Einsen und n — 2r — s Minus—FEinsen.

Dabei ist r die Zahl der Paare ()\j,)\_j) von Paaren aus echt-komplexen Figenwerten, so
dass die Figenrdume

Eig(f, A1), Eig(f, A1), . ... .. ,Eig(f, \r), Eig(f, Ar)

paarweise verschieden sind.

Beweis Es sei zunichst B” eine beliebige Orthonormalbasis und fp~ die zugehorige
Darstellung durch eine orthogonale Matrix.

Wir zeigen per Induktion iiber £ = 0,2,4,....2r,2r +1,...,n = dimV: Es gibt eine
Menge B, = {wi,...,w;} € V mit k paarweise orthogonalen Vektoren, so dass nach
einer Ergdnzung von By, zu einer Basis B;, von V' die Abbildung f eine Matrixdarstellung
der Form

o= (Mt 0

* |

hat. Dabei ist (fg)rxx der obere linke k& X k—Anteil der im Satz angegebenen Matrix fg.
Fiir k£ = 0 ist die Aussage trivial. Wihle als B, die leere Menge.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass die Aussage fiir k gilt.

Der Matrixdarstellung (%) kann man entnehmen, dass der Unterraum Uy, := span By
invariant ist. Also ist nach dem Satz iiber die Invarianz von orthogonalen Komplementen
auch U;" invariant.

f(Ur) C U

Falls k < 2r ist, existieren zwei echt-komplexe Eigenwerte A\ = a — ic, A = a + ic mit
Eigenvektoren w = u + iv und W = u — iv mit u,v € U, so dass:

fw)=Xw  f(w)=\w.
Zunéichst gilt:
N+ (w,w) = (v, ) = (f(w), f(w)) = {w, w).
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Da A? # 1 ist, muss (w,w) = 0 sein. (Dies ist kein Widerspruch zur Positiv-Definitheit
des Skalarprodukts, da w ein komplexer Vektor ist. ) Daraus folgt aber auch

(w,w) = (w,w) =0=0.

Jetzt sehen wir, dass Real- und Imaginérteil von w aufeinander senkrecht stehen, es gilt
namlich

4i (u,v) = (u+ 1w, u+ i) — (u —iv,u —iv) = (w,w) — (W, w) = 0.

AuBlerdem gilt:

fw) = S w+m) =5 - O+ )
= %[(a—ic)(u—kiv)+(a+ic)(u—iv)]zau—i-cv.
f0) = Sl (w—w) = 5. [~ a]
1

= ?[(a —ic)(u+w) — (a+ic)(u — )] = av — cu.
1
Der durch u, v aufgespannte Unterraum ist invariant, die Matrixdarstellung dieser Abbil-
dung innerhalb dieses Unterraums ist die Drehmatrix

Digs = ( @ ¢ ) .
2 C a
Setzen wir wyy; = m cuund Wiy = ﬁ - v, so ist die Aussage fiir k + 2 gezeigt.
Fiir k > 2r hat das charakteristische Polynom der auf U} eingeschrinkten Abbildung
f immer noch (komplexe) Nullstellen. Diese sind aber reell, nach dem Satz iiber die
Eigenwerte orthogonaler Abbildungen also gleich 1 oder gleich —1. Man wéhle als wyq
einen zugehorigen (reellen) normierten Eigenvektor aus U-. Dann ist die Aussage fiir k+1

gezeigt. ¢
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10 Elementare affine Geometrie

10.1 Affine Riume

Was sind freie Vektoren, Verschiebungsvektoren, Ortsvektoren, Punkte, Klassen parallel-
gleicher Pfeile,...?7

Definition Eine Menge P heifit (reeller) affiner Raum der Dimension n, wenn es einen
reellen Vektorraum V' der Dimension n gibt und eine Abbildung

JVxP = P
T (v,P) — 71,(P)=:P+w,

so dass die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

(1) Fiir jedes feste v € V ist 7, : P — P eine bijektive Abbildung,.
(2) Zu P,Q € P gibt es genau ein v € V, so dass
T(P) = Q.
Dieser Verbindungsvektor v wird dann mit Pﬁ bezeichnet.
(3) Fir v,w € V gilt:
To © Ty = Totaw-

Die Elemente von P heiflen die Punkte des affinen Raumes.

Die Abbildungen 7, heit Translation oder Verschiebung (in P) um den Vektor v. Deshalb
kann der Vektorraum V' auch als der Vektorraum der Translationen von P bezeichnet
werden.

Die Zuordnung
{ VvV — { Abbildungen P — P }

Vo= Ty

heifit auch (Translations—)Operation des Vektorraums V auf der Menge P.

Mit dieser Definition wird eine Unterscheidung von Punkten (den statischen Objekten)
und den Verschiebungen (den dynamischen Objekten) in der Geometrie moglich.

Die Schreibweise in der Definition von 7 macht bereits deutlich, dass man sich die Opera-
tion von V' auf P vorstellen kann als eine Art Anheften des Vektorpfeils v an einen Punkt
P € P. Das Bild () = P + v ist dann durch die Spitze des Pfeils festgelegt.

Dass sich ein affiner Raum von dem Vektorraum seiner Translationen nur wenig unter-
scheidet, wird in dem folgenden Satz deutlich:

Satz 73 Wird in P irgendein Punkt O (“Origin”) als Ursprung ausgezeichnet, so kommt
dadurch eine bijektive Abbildung

V- P
v = 7,(0)=0+v

P =V
P — OP

zustande. Die Raume sind ,,als Mengen gleich”. In diesem Zusammenhang heifst der Vek-
tor OP auch der Ortsvektor (beziiglich O) fiir den Punkt P.

mit Umkehrabbildung {
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Jeder affine Raum erbt also in gewisser Weise Strukturen von seinem Vektorraum V. Der
umgekehrte Sachverhalt kommt in dem folgenden Beispiel zum Ausdruck:

Beispiele Jeder (reelle) Vektorraum V' kann als affiner Raum P = V' (mit sich selbst als
Translationenvektorraum aufgefasst werden. Die zugehorige Abbildung ist einfach durch

VxV = V
’ (v,w) = T(w)=:w+w.

gegeben. Der kanonische Vektorraum R™ wird so zum kanonischen affinen Raum A™. Als
Ursprung wird hier oft der Punkt 0 gewéhlt.

Der wesentliche Unterschied von affinen Rdumen gegeniiber Vektorraumen besteht darin,
dass in ihnen kein Nullpunkt von vornherein (auf natiirliche Weise) ausgezeichnet ist.

Unsere ,,Anschauungsrdume” der Dimension 2 (Zeichenebene) oder der Dimension 3 (der
Raum, in dem wir leben) werden geeigneter als Affine Rdume denn als Vektorrdume
modelliert.

Erste Beobachtungen und Rechenregeln werden in dem folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 74
(i) Die Translationsoperation hat die folgenden Eigenschaften:

5 = ldp

-1
T, = Ty

(ii) Es seien P,Q, R € P. Fir Verbindungsvektoren gilt:

PP = 0
PO +Ok — PR
QP = —PQ

(11i) Es seien P,Q € P. Fir Ortsvektoren gilt:
PG = 0Q - OP.
Beweis (i) Es sei P ein beliebiger Punkt von P. Dann gilt:

3)
750 15(P) = 15,.5(P) = 75(P).

Da 75 geméf Eigenschaft (1) bijektiv ist, kénnen wir die Umkehrabbildung 5 L auf diese
Gleichung anwenden. Es folgt:

Ta(P) =P

Also ist 7 die identische Abbildung von P.

Die zweite Aussage ist jetzt ganz einfach zu zeigen: Es gilt namlich
T 0Ty =T5=1idp und 7,07, =7;=idp.

und das heifit, dass 73 die Umkehrabbildung von 7, ist.
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(ii) Der Vektor @ ist geméaf (2) durch die Eigenschaft

Trp(P) =@
eindeutig charakterisiert.

Dann folgt die erste Behauptung mit
Tpp(P) = P = 15(P).
Die zweite Behauptung sieht man so:
Trgrar(P) = TQ}{(TP@(P)) = TQfR(Q) = R = 1p3(R).

Die dritte Behauptung ergibt sich mit der ersten und zweiten so:

PG+QP=PP=0.
(iii) ist klar. ¢

10.2 Affine Unterridume

Definition Es sei P ein affiner Raum mit Translationsvektorraum V. Eine Teilmenge
Q C P heift affiner Unterraum von P der Dimension m, wenn es einen Unterraum U C V
mit dim U = m gibt, so dass

POecU firalle PQecQ.
Dieser Unterraum U ist eindeutig bestimmt.
Ein affiner Raum heifit
e (Gerade, wenn seine Dimension gleich 1 ist,
e Fbene, wenn seine Dimension gleich 2 ist,
e Hyperebene, wenn seine Dimension gleich n — 1 ist.

Eine Menge {P}, die genau einen Punkt von P enthilt, ist ein 0-dimensionaler affiner
Unterraum.

Beobachtung: Eine Teilmenge Q C P ist genau dann ein affiner Unterraum, wenn es einen
Punkt P € P und einen Unterraum U C V gibt, so dass

Q={rn(PluelU}=P+U

Bemerkung: Ist B = {w,...,w,} eine Basis des Unterraums U, so heifit der Ausdruck
unter der geschweiften Klammer in

Q:{\F)—i_,ulwl+~'+,U/mwm|lu’17~'7,umGR}‘

eine Parameterdarstellung des affinen Unterraums Q. Fiir jedes () € Q gibt es ein m—Tupel
(p1s - )T € R™ 50 dass

Q:P—i-,ulwl—i-...—i—,umwm.
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Zwei affine Unterrdume Q; und Qs heiflen parallel (zueinander), wenn fiir die zugehorigen
Unterrdume U; und U, gilt:

U CU, oder U, CU; (%)

Symbolisch schreibt man fiir Parallelitdt bzw. Nicht—Parallelitéit:
9 H Qs, 9 M Qs.

Bemerkung: Gilt dim Q; = dim Q, so ist die Bedingung (*) dquivalent zu
Uy = Us.

Zwei affine Unterrdume Q; und Qs heiflen windschief (zueinander), wenn
O1NQy =9 und Q9 J Q..

Fiir zwei affine Unterrdume Q1 und 9, mit dim Q; = dim Q» kann man dann die folgenden
Félle unterscheiden:

e Q= Oy,

e Q1 # Qmit Q1 NQ, #J.
o Q) # Qo mit Q || Qy,

e O, windschief zu Q,.

Betrachte als Beispiele Geraden und Ebenen im zwei— oder drei—dimensionalen Anschau-
ungsraum. Welche Félle konnen dann gar nicht auftreten?

Wir kénnen die Losungsmengen von LGSen geometrisch beschreiben (Siehe auch Satz LA
6 aus LALOL).

Satz 75 (LGS-Losungsmengen als affine Unterrdume) FEs sei
Ax =10
ein lineares Gleichungssystem mit einer reellen m x n—Matriz A und einem Vektor b € R™.

Dann ist die Losungsmenge L(A|b) genau dann nicht-leer, wenn

Rang(A|b) = Rang A.

Ist die Lisungsmenge nicht—leer, so bildet sie einen affinen Unterraum der Dimension

dim £L(A|b) = n — Rang A.

Die Gleichung Az = b heifit in diesem Zusammenhang auch einfach Die Gleichung des
affinen Unterraums.
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10.3 Euklidische affine Riume

Definition

(i) Ist auf dem Translationsvektorraum V eines affinen Vektorraums P ein Skalarpro-
dukt (-,-) gegeben, so spricht man von einem euklidischen affinen Raum.

(ii) Fiir zwei Punkte P, @ € P heifit die nicht-negative reelle Zahl

PQ = d(P.Q) = |PQ|| = \/(PQ,PQ)

der Abstand zwischen P und Q.
Beobachtung: Fiir alle P,Q, R € P gilt:

dP,Q) = 0 <«<— P=Q

d(P,Q) = d(@Q,P)

d(P,R) < d(P,Q)+d(Q,R).

Ganz allgemein heiit eine Funktion d : M x M — R{ auf einer Menge M eine Metrik,
wenn sie diese drei Eigenschaften erfiillt.

10.3.1 Der Abstand zwischen einem Punkt und einem affinen Unterraum

Satz 76 (Senkrechte Distanz ist minimale Distanz) FEs sei Q ein m—dimensionaler
affiner Unterraum von P und A € P. Die folgenden Aussagen tiber einen Punkt B € Q
sind dquivalent.

(i) Ist {w,...,wy} eine Orthonormalbasis des Translationsvektorraums U von Q, so
qilt

Cﬁ = (Cﬁ,wl)wl + ...+ (Cﬁl,wm)wm
fur alle Q € Q.
(ii) Es gilt </ﬁ7 Bﬁ> =0 fir alle Q € Q, d.h. AB steht senkrecht auf Q.

(i1i) Es ist H@H < H@H fir alle @ € Q\ {B}, d.h. B € Q ist niher an A als alle
anderen Punkte von Q,

(iv) Es gilt: Hzﬁ” < ||m|| fir alle Q € Q, d.h. bei B wird der Abstand der Punkte
Q € Q zu A minimal.
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Beweis (i) = (ii): Der Vektor Bﬁ hat die folgende Entwicklung bzgl. der ONB

m: <m,w1>w1+...+(3ﬁ,wn>wn,

was man leicht durch Skalarmultiplikation dieser Gleichung mit den Vektoren w; der
Orthonormalbasis nachweisen kann. Es gilt dann weiter:

(AB,BQ) = (AQ,BQ) — (AQ,w)(wy, BQ) — ... — (AQ, w,u) (w,, BO)
— (4G, BQ — (w1, BQ)w; — ... — (wn, BQ)w,,) = (A0, 0) = 0.

(11) = (i): Der Vektor @ ist in U enthalten, besitzt also eine Entwicklung bzgl. der
Orthonormalbasis:

Q?:)\lwl—i-...%—)\mwm.
Wir berechnen jetzt fiir Cﬁ = Cﬁ + AB die Skalarprodukte mit den Basisvektoren:
= (@B, w)) = (@A, w) + (AB,w) = (@A w).
Daraus folgt \; = —<m,wi>.
(it) = (4i1): Fiir Q € Q\ {B} gilt:
|AQI? - |AB|* = | AB+ B — | AB|?
— (AB + BQ,AB + BQ) — (AB, AB)
= 2(4B,BQ) + (BG,BO) = |BG|* > o.

Die Aussage (iii) impliziert, dass H@H < H@H fiir alle @ € Q. Das ist aber gerade die
Aussage (iv).

(iv) = (ii): Dies ist einfach dann, wenn man den Trick kennt: Es sei Q € P beliebig.
Dann ist auch der Punkt P, definiert durch

B (AB, BG)
AP = A8~ o5, PO

in Q enthalten. Daher gilt mit (iv)

0 < |[AP|P ~ | AB|P = | 4B - Eﬁ%% BAI -~ AB?

Y

_ABEY (5.5 (1. 50’
- 550 ey PP " B S

Daraus folgt aber </@, l@> =0 fir alle Q € Q. ¢

Mit Hilfe des in diesem Satz beschriebenen Punktes kann man den Abstand eines Punktes
zu einem affinen Unterraum Q definieren.

Definition Ist Q ein affiner Unterraum von P und A € P ein Punkt, so heift
d(A, Q) := min{d(A,Q)|Q € Q} = d(A, B) (B wie im Satz beschrieben )

der Abstand zwischen dem Unterraum O und dem Punkt A.
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10.3.2 Hyperebenen und Normalenvektoren

Es sei Q eine Hyperebene in P und U der zugehorige (n — 1)-dimensionale Unterraum
von V. Eine Orthonormalbasis B = {wy,...,w,_1} von U lésst sich durch einen Vektor
7 zu einer Orthonormalbasis von V' ergénzen. Er ist bis auf einen Faktor £1 eindeutig
bestimmt. Ein solcher Vektor 77 hat also die Lange 1 und steht senkrecht auf den Verbin-
dungsvektoren in Q, er heifit deshalb Normaleneinheitsvektor fiir Q.

Satz 77 Fiur den Abstand eines Punktes A € P von einer Hyperebene Q gilt Ist Q) ein
beliebiger Punk in der Hyperebene Q, so gilt fiir den

d(4, Q) = |(ii, AQ)|,

wobei Q) ein beliebiger Punkt von Q ist.

Beweis Ist ndmlich B € Q der abstandsminimierende Punkt fiir A (vgl. oben), so stehen
sowohl 7 als auch AB (geméB obigem Satz) auf der Hyperebene Q senkrecht. Damit sind
sie aber linear abhéngig. Mit Satz EU 2 (iii) (iiber die CSU) gilt dann

d(A,Q) = d(A,B)=|AB|| = ||| - |AB| = |(ii, AB)|
— (i, AB) + (i1, BQ)| = |(ii, AQ)|.

Ist P € Q ein fest gewahlter Punkt in einer Hyperebene, so gilt fiir alle Q) € Q
(7,00 — OP) = 0.

Fithrt man eine Orthonormalbasis in dem Translationsvektorraum V ein, so kann diese
Gleichung auch in Koordinatenform aufgeschrieben werden. Diese Gleichung heifit dann
die Hesse’sche Normalform der Hyperebene Q.
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10.3.3 Isometrien

Definition Eine Abbildung f : P — P in einem euklidischen affinen Raum heif3t eine
Isometrie oder Kongruenzabbildung, wenn

d(f(P), f(Q)) =d(P,Q) fir alle P,Q € P.
Satz 78 (Isometrien)

(i) Translationen sind Isometrien.

(ii) Es sei D € P, die beiden Abbildungen f : P — P und f*: V — V seien durch die
Beziehung

FH(DP) = Df(PS fir alle P € P
wechselseitig definiert.
Genau dann ist f eine Isometrie mit Fizpunkt D, wenn f* orthogonal ist.

(iii) Ist f eine Isometrie, so gibt es einen Vektor v und einen Punkt D € P, so dass

f = g 0 Ty,
wobei g eine Isometrie mit D als Fixpunkt ist.
Beweis (i)

d(r,(P),7(Q) = [m(P)n(@Q)] = [7(P)P + PG + 7(Q)Q)|
— || — v+ PQ+v| = |PQ|| = d(P,Q).

(i) Es sei f eine Isometrie mit Fixpunkt D. Dann gilt fiir beliebiges v € V, P := 7,(D):

|£()| = IF(DP)|| = | DFP|| = | FD)FPI|| = [ DP|| = |lv]

daraus folgt mit dem Satz tiber die Eigenschaften orthogonaler Abbildungen (Satz 36),
dass f* orthogonal ist.

Ist umgekehrt eine Abbildung f* mit der im Satz angegebenen Eigenschaft gegeben, so
gilt:

Df(D) = fA(DD) = f4(0) =0 = f(D)=D.
Auflerdem ist

d(F(P), £(Q) = IIF(P)F@S| = IF(P)D + DF@Q)|l = || - £ (DP) + f(DQ)|
— ||f4DQ — DP)| = |DQ — DP|| = ||PQ|| = d(P,Q).

(iii) Wahle als Vektor

v = f(D)D.
Dann gilt:
foru(D)=fof(D)=D.
Daraus folgt, dass g := f o7_, eine Isometrie mit Fixpunkt D ist.
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Anwendung:

Satz 79 (Schnittpunkte von Transversalen in einem Dreieck) Es sei ABC ein
Dreieck in der Zeichenebene (Euklidische affine Ebene).

(i) Die Hiohen des Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

(i1) Die Mittelsenkrechten des Dreiecks schneiden sich in einem Punkt.

Beweis

oL

>
>

@)

Wir wéhlen irgendeinen Punkt O als Ursprung und bezeichnen die Ortsvektoren von
A, B,C mit a, b c. Weiter bezeichnen wir mit Ea,fb,ﬁ Vektoren, die jeweils senkrecht
(Eotrecht) auf den Seiten des Dreiecks stehen. Thre Lénge ist ohne Belang.

Es gilt dann:

(0. BC) = (0, OA) = (7., AB) = 0. (*)
(i) Wir berechnen den Ortsvektor g, des Schnittpunkts der Hohen auf a und b durch den
Ansatz

hap = @ + ptaly = b + 11l
Wir bilden das Skalarprodukt mit BC und beachten dabei (%):

(@ BC) = (b, BC) + (£, BC)
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Daraus folgt:
Ly = {a - b B?> = <m’ Bﬁ) und weiter  hg, = b+ <ﬂ’ B?> 7,
(6,BC) (b, BC) ’ (6, BC)

Die genau gleiche Prozedur — mit den Rollen von €' und A vertauscht — liefert den

Ortsvektor hy des Hohenschnittpunkt H.:

Weiter gilt mit (x):

(0, BC) — (6, BA) = (£, AC) = 0

und damit ﬁab = ﬁcb.
ii) Wir berechnen den Ortsvektor 1, des Schnittpunkts der Mittelsenkrechten auf a und

b durch den folgenden Ansatz:
L b+a S d+c
Map = + Maga = T + ,ubéb'
Die Lote werden jetzt also von dem Mittelpunkt der Seiten aus gefillt. Wir bilden wieder

das Skalarprodukt mit BC und beachten dabei wieder (%):

(2 B) = (L BO) + iy, BO)

Daraus folgt:
(AB, BC) . . @+¢é 1 (AB,BC) -
und weiter M, = + = ly.
2 <€b7 B >

1
T2 G BO) 2

Die genau gleiche Prozedur — mit den Rollen von C' und A vertauscht — liefert den

Ortsvektor m,, des Hohenschnittpunkt H:

cb 9 9 <€—I;’Bﬁ> b-

Weiter gilt:

(0, BC) — (64, BA) = (£}, AC) = 0

und damit Mg, = Mep.



