S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1

Skript zur Vorlesung

Lineare Algebra 1 (BA/GYM)

(Wintersemester 2016/17)

Dieses Geheft enthélt in kompakter Form die wesentlichen Inhalte, wie sie in der Vorlesung
,,Lineare Algebra 1 (BA/GYM)” vorgestellt werden.

Es ist zum Gebrauch neben der Vorlesung gedacht und erhebt nicht den Anspruch, ,,in

sich selbst verstédndlich” oder vollstandig zu sein.
S. Hilger
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1 Aussagen, Mengen, Relationen und Abbildungen

Wir konnen uns hier nicht ausfiihrlich mit den feinen und tiefen mathematischen Einsich-
ten in zwei der grundlegenden Teilgebiete abgeben, die Aussagenlogik und Mengenlehre.
Nichtsdestoweniger miissen wir einige elementare Begriffe und Fakten bereitstellen.

1.1 Awussagen
1.1.1 Naive Beschreibung

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das — innerhalb eines vereinbarten
Kontexts — prinzipiell als wahr (w) oder falsch (f) erkannt werden kann.

Ist eine Aussage wahr, so sagt man auch sie gilt.

1.1.2 Nicht—Beispiele

e Bleib hier! (Grammatik)

e Wie geht es Dir? (Grammatik)

e Die Resteverwertung ist bunt. (Sinngehalt)

e  Rot” ist eine schone Farbe. (Wertung, Subjektivitét)
e Harald ist rothaarig. (Kontext)

e >0 (Kontext)

e  Der Satz, den Sie gerade lesen (horen), ist falsch”.

e Der dlteste Mann der Welt ist tot. (Schlagzeile im Eichstétter Kurier)

1.1.3 Beispiele
,,Gute” Beispiele erhélt man im allgemeinen dadurch, dass man als Kontext einfache klare
Sachverhalte wahlt (Quiz-Show) oder — eben — die ,,Mathematik”.

Ist beispielweise X = {1, 2,3}, so kann man von den folgenden Aussagen sofort sagen, ob
sie wahr oder falsch sind.

o 1cX. (w)
e 3¢ X. (f)
e 5 ¢ X.(f)

e 5 ist ungerade. (w)
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1.1.4 Andere berithmte Beispiele

e Fiir n > 3 hat die Gleichung 2" + y" = 2™ keine ganzzahlige nichttriviale Losung.
(trivial heifit ,fir jeden sofort zu sehen” oft ist es die Null-Losung). Seit 1992 ist

die Wahrheit dieser Aussage bewiesen.

e Es gibt unendlich viele Primzahlen (Bekannt seit 300 v. Chr., Euklid / Siehe Ab-

schnitt 1.3.6).

7. Februar 2017

e Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge (Bis heute nicht entschieden).

e Jede gerade Zahl grofer als 2 ist Summe zweier Primzahlen (Goldbach-Vermutung,

bis heute nicht entschieden).

1.2 Logische Operationen
1.2.1 Einstieg — Uberblick

Aussagen konnen zu neuen verkniipft werden. Der Wahrheitswert der neuen Aussage
bestimmt sich aus denen der vorgegebenen Aussagen nach bestimmten Regeln, den ,,for-

malen Gesetzen der Logik”.

Auf der linken Seite der folgenden Tabelle sind Operationen mit Aussagen aufgelistet, die
wir in den folgenden Abschnitten noch genauer besprechen. Auf der rechten Seite ist die

Zuordnung der Wahrheitswerte angegeben.

Name: Sprechweise: Symbol:

Eine Aussage vorgegeben: A w

Negation NICHT A -A f w

Zwei Aussagen vorgegeben: A, B (w,w) | (w, f) | (f,w) | (f, f)
Konjunktion A UND (ZUGLEICH) B | AAB w f f
Disjunktion A ODER B AV B w w w f
Disjunktion (ausschl. ) ENTWEDER 4 ODER B w w f
Implikation A IMPLIZIERT B A=EB w w w
Bijunktion A AQUIVALENT B AsB ||w f w
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1.2.2 Die Negation

Name: Sprechweise: Symbol:
Eine Aussage vorgegeben: A w
Negation NICHT A -A f w

Auf sprachlicher Ebene wird die Negation einer Aussage meist durch das Woértchen NICHT
beschrieben. Auch die Vorsilben UN, IN bzw. IR oder die wechselweise Ersetzung von EIN
durch KEIN sind iiblich. Manchmal gibt es auch Begriffspaare, die gegenteilig zueinander
sind.

Die Negation kehrt den Wahrheitswert einer Aussage um.

Beispiele:

A | A |
Jedes LGS ldsst sich durch Zeilen- | Nicht jedes LGS lésst sich durch Zeilen-
Aquivalenzumformungen in Dreiecks- | Aquivalenzumformungen in Dreiecks-
form {iberfiihren. form {iberfiihren.

Es gibt endlich viele Primzahlzwillinge. | Es gibt unendlich viele
Primzahlzwillinge.
V/2 ist eine rationale Zahl. V/2 ist eine irrationale Zahl.

1.2.3 Die Konjunktion

Name: Sprechweise: Symbol:
Zwei Aussagen vorgegeben: A, B (w,w) | (w, f) | (fyw) | (f, 1)
Konjunktion A UND (ZUGLEICH) B ANB w f f f

Auf sprachlicher Ebene wird die Konjunktion zweier Aussagen meist durch das zwischen-
gestellte Wortchen UND, manchmal UND ZUGLEICH beschrieben. Auf symbolischer Ebene
bedeutet auch oft das zwischengestellte Komma ein UND. Der sprachliche Hinweis auf
UND wird oft ganz weggelassen.

Beispiele:

e In einem achsensymmetrischen Viereck sind zwei Seiten gleich lang UND zwei Winkel
gleich gro8.

e Die Symmetrieachse halbiert senkrecht die Verbindungsstrecke von Punkt und Bild-

punkt (Das Schliisselwort UND ist implizit enthalten.)
e Bei dem Girokonto sind Adalbert UND Adelheid zeichnungsberechtigt.

Die Aussage A A —A ist falsch fiir alle Aussagen A.
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1.2.4 Die Disjunktion

Name: Sprechweise: Symbol:
Zwei Aussagen vorgegeben: A, B (w,w) | (w, f) | (f,w) | (f, f)
Disjunktion A ODER B AV B w w w f

Sprachlich wird die Disjunktion durch das zwischengestellte ODER ausgedriickt.

Im mathematischen Kontext beinhaltet die Giiltigkeit einer durch ODER hergestellten
Verkniipfung zweier Aussagen immer auch die Giiltigkeit beider Teilaussagen. Im Alltags-
sprachgebrauch ist dies nicht genau geklart, oft wird das ODER ausschlieend aufgefasst.

Beispiele:

e Zwei Geraden sind parallel ODER sie schneiden sich.

(wahr im R?, falsch im R™, n > 3. Kann beides wahr sein?)

e ..Geld ODER Leben” sagte der Raubmorder noch vorher.

e Der Mathematiklehrer sagt zur Klasse: Ihr diirft bei der heute gestellten Hausauf-
gabe die Aufgabe 3 ODER die Aufgabe 5 weglassen.

e Bei dem Girokonto ist Edelbert ODER Edeltraut zeichnungsberechtigt.

Die Aussage AV —A ist wahr fiir alle Aussagen A. Das Zusammenspiel dieser Aussage
mit der oben angegebenen dualen Aussage kommt in dem klassischen philosophischen
Grundsatz ,,Tertium non datur” zum Ausdruck.

1.2.5 Die ausschlieflende Disjunktion

Name: Sprechweise: Symbol:
Zwei Aussagen vorgegeben: A, B (w,w) | (w, f) | (f,w) | (f,[f)
Disjunktion (ausschl. ) ENTWEDER .4 ODER B f w w f

Sprachlich wird die ausschlieBende Disjunktion durch die Paarung eines vorangestellten
ENTWEDER und eines zwischengestellten ODER ausgedriickt.

Beispiele:

e Fiir zwei verschiedene natiirliche Zahlen m,n gilt ENTWEDER m < n ODER n < m.

(wahr)
e Fiir zwei verschiedene natiirliche Zahlen m,n gilt ENTWEDER m|n ODER n|m. (aise)

e Die Lateinlehrerin sagt zur Klasse: Thr diirft bei der heute gestellten Hausaufgabe
ENTWEDER die Aufgabe 3 ODER die Aufgabe 5 weglassen.
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1.2.6 Die Implikation

Name: Sprechweise: Symbol:
Zwei Aussagen vorgegeben: A, B (w,w) | (w, f) | (f,w) | (f, f)
Implikation A IMPLIZIERT B A=B w f w w

Anstelle von ,, A IMPLIZIERT B” spricht man auch:

e Aus A folgt B.

Wenn A, dann B.

B, wenn A.

A ist hinreichend fiir B.
B ist notwendig fiir A.
(Engl.) If A, then B.

Beispiele:

e WENN heute Montag ist, DANN beginnt der Werktagsname von morgen mit D.

(An jedem Wochentag wahr.)

e WENN Du im Abitur 3,5 schaffst, bekommst Du ein Auto.

(Diese Aussage ist nur dann falsch, wenn das Versprechen nicht eingelést wird. Sie ist insbesondere wahr, wenn ,,trotz Scheiterns”

ein Auto geschenkt wird.)

[ V\/ ENN 3 ‘I‘ 4 - 8, DANN 5 - O (wahr. Diese Aussage kann auch arithmetisch bewiesen werden: Zieht man auf

beiden Seiten der ersten Gleichung 7 ab, so stellt sich heraus: 0 = 1. Beide Seiten dieser Gleichung werden dann mit 5 multipliziert.

Solche Spitzfindigkeiten werden nicht Ihr mathematischer Alltag sein.)

e WENN eine natiirliche Zahl mit gerader Stellenzahl (im 10er System) eine Spiegel-
zahl ist, DANN ist sie ohne Rest durch 11 teilbar.

1.2.7 Die Bijunktion

Name: Sprechweise: Symbol:
Zwei Aussagen vorgegeben: A, B (w,w) | (w, f) | (fyw) | (f, 1)
Bijunktion A AQUIVALENT B Ae B ||w f f w

Anstelle von ,,,A AQUIVALENT B” sagt man auch:

e A ist hinreichend und notwendig fiir B.
e A genau dann, wenn B.
e (Engl.) A, if and only if B, in Kurzform oft mit dem Kunstwort: A iff 5.

Beispiele

e Ein Kreis mit [AB] als Durchmesser geht genau dann durch C, wenn der Innenwinkel
des Dreiecks ABC bei C das Mafl 90° hat (Satz von Thales).
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e Eine natiirliche Zahl ist genau dann eine Quadratzahl, wenn die Zahl ihrer Teiler
ungerade ist.

e Eine natiirliche Zahl ist genau dann durch 3 teilbar, wenn ihre Quersumme durch 3
teilbar ist.

Ein Vergleich der Wahrheitswerte zeigt, dass
UsB) o <(A:>B)/\(B:>A)>.

Das bedeutet, dass der Beweis einer Aquivalenz durch Beweis der beiden Implikationen
A = B und B = A bewerkstelligt werden kann.

1.2.8 Aussagenalgebra Die Gesetze der Operationen —, A,V und der aus ihnen ab-
geleiteten Operationen wie =- < innerhalb eines Systems von Aussagen lassen sich in
einem ,,Axiomensystem” zusammenfassen, das die Struktur eines ,,BOOLE’schen Verban-
des” tragt. Alle ,,Rechenregeln” fiir Aussagen lassen sich aus diesem Axiomen herleiten.
Wir werden einige Boole’sche Rechenregeln in den Ubungen behandeln. Hier nur ein Bei-
spiel:

ANBVC) <<= (AAB)V(AAC) (A-Distributivgesetz)
Zur Veranschaulichung ein Beispiel:

A :  Ich kaufe Papier
B : Ich kaufe einen Bleistift

C : Ich kaufe einen Kugelschreiber

Beweis durch Wahrheitswerttabelle: Fiir alle acht Kombinationen der Wahrheitswerte von
A, B, C wird nachgepriift, dass die Wahrheitswerte von AA (BVC) und (AAB)V (AAC)

ubereinstimmen.

Alw|w|w|w f f

Bllw|w flwlw f

Clw| flw|flw]flw]f
ANBVC) ||w w|w| f|f|f|If|f
(AAB)V(ANC) |w w|w| flfIfIf]f
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1.3 Mathematik als Aussagennetz im Kontext der Mengenlehre

1.3.1 Axiome Sehr stark vereinfacht kann das Programm der wissenschaftlichen Ma-
thematik so in einem Diagramm dargestellt werden:

e

S Satze der Mathematik

Axiome der Mathematik

Ausgangspunkt ist eine Sammlung von einigen grundlegenden Aussagen im Kontext der
Mengenlehre, die nicht auf andere Aussagen zuriickgefithrt werden kénnen. Man nennt
diese grundlegenden Aussagen die Axiome. Sie werden als wahr gesetzt.

Ausgehend davon werden weitere wahre Aussagen abgeleitet, die in diesem Zusammen-
hang dann Sdtze (oder Theoreme, Korollare, Folgerungen, Prépositionen, Hilfssétze, Lem-
mata,. .. ) heiflen.

Die zeitlose Aktivitéit eines Mathematikers oder einer Mathematikerin besteht darin, das
System der Sétze zu erlernen, sich darin zu bewegen und — vor allem — neue Sétze zu
erschliefen und zu beweisen. Dieses Programm unterliegt einerseits einem historischen
Ablauf und andererseits der individuellen Entwicklung.

1.3.2 Mathematische Sitze bestehen letztlich aus Aussagen der Form
V — B

Voraussetzung Behauptung.

Die Voraussetzung V wird dabei dem System der bereits abgeleiteten Sétze entnommen.
die Behauptung B ist die aktuell zu beweisende neue Aussage.

Bei Formulierungen von Sétzen ist es meist so, dass die Voraussetzung V nur die aktuell
wesentliche Information enthélt. Viele weitere Anteile der Voraussetzung beinhalten un-
ausgesprochen bisher behandelte Axiome oder Sétze oder den gerade aktuellen Kontext
des Satzes.

Beispiel eines Satzes:
Zwei Geraden sind parallel oder sie schneiden sich.

Der unausgesprochene Kontext besteht in der ,,Geometrie der Zeichenebene”, die die Be-
griffsbildungen ,,Gerade, parallel, sich schneiden” bereitstellt. Ein guter Beweis erfordert
weiter die Kldrung, welche Siatze und Axiome aus der ebenen Geometrie als Voraussetzung
vorgegeben sind.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1 1

1.3.3 Beweisen Der Beweis eines mathematischen Satzes besteht also darin, die Impli-
kation V = B als wahr zu erweisen. Dies geschieht dadurch, dass man die Voraussetzung
V als wahr betrachtet und dann in kleinen ,allgemein nachvollziehbaren” Schritten die
Behauptung B herleitet. Was dabei ,,allgemein nachvollziehbar” heifit, entzieht sich einer
genaueren mathematischen Definition, die mathematische Praxis weltweit zeigt aber, dass
dariiber i.a. Ubereinkunft erzielt werden kann.

1.3.4 Widerspruchsbeweis
Mithilfe einer Wahrheitswerttabelle tiberlegen wir zunéchst, dass fiir zwei gegebene Aus-
sagen V und B die vier Aussagen

V=258 -B= -V -V VDB (VA -B)

aquivalent sind. Das geschieht dadurch, dass fiir alle vier Kombinationen der Wahrheits-
werte von V, B getestet wird, ob die Wahrheitswerte der vier Aussagen {ibereinstimmen:

Viw|w]|f|/f
Blwl|flw|/f
VIflflwlw

Bl flw| flw
V=B|lw|f|lw|w
B=-V|w|flw|w
“VA-B)|w| f|lw|w
“VVB|w|flw|w

Das bedeutet, dass man den Beweis der Implikation V = B durch den Beweis jeder der
anderen dquivalenten Aussagen aus den letzten drei Zeilen ersetzen kann.

Sprachlich lassen sich die drei Spielarten so beschreiben:

Man nimmt an, dass die Behauptung B falsch ist und schlieflt daraus
(unter strenger Anwendung der Logik), dass die Voraussetzung V falsch ist. Man
spricht hier vom Beweisen durch Annahme der gegenteiligen Behauptung.

(VA -B)| Nehme die Aussage V und die Aussage =B als wahr an und leite
daraus irgendeine falsche Aussage F (einen WIDERSPRUCH) her. Man hat also V A
B = F bewiesen. Die Wahrheitswertzuordnung durch = zeigt dann, dass V A =B
falsch ist und somit —=(VA—B) wahr. Diese Methode heifit Beweisen durch Herstellen
eines Widerspruchs, kurz Widerspruchsbewers.

Man beweist (unabhéngig vom Wahrheitswert fiir V), dass die Behaup-
tung B stimmt oder die Voraussetzung V falsch ist.

Ein Widerspruchsbeweis wird typischerweise verwendet als Beweis dafiir, dass etwas nicht
existiert. Beispiele dafiir sind die folgenden beiden ,,Séatzchen”, deren Beweise fast schon
fiir Schiiler/innen erreichbar sind:
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1.3.5 Sétzchen Ist s eine rationale Zahl, so ist s* # 2.

Um dies zu beweisen, isolieren wir Voraussetzung und Behauptung aus diesem Satz:
YV : s ist eine rationale Zahl.
B : Esist s? #2.

Wir nehmen V und das Gegenteil von B als wahr an.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit (O.B.d.A) kénnen wir annehmen, dass s positiv
ist.

Aufgrund von V hat s die Form s = ** mit m,n € N. Der Bruch kann gekiirzt werden, so
dass s = § mit p, ¢ € N, teilerfremd.

Aufgrund von —B gilt dann weiter

2 ist Primteiler von p.
4 teilt p?

. 2
2 tellt q (Dieser Schluss griindet sich auch auf p2 = 2q2 drei Zeilen weiter oben.)

Fereel

2 ist Primteiler von gq.

Wir haben bewiesen, dass 2 sowohl ein Teiler von p als auch ein Teiler von ¢ ist. Das stellt
einen WIDERSPRUCH dazu dar, dass p und ¢ teilerfremd sind.

1.3.6 Sdtzchen Es gibt unendlich viele Primzahlen (Euklid).

Voraussetzung und Behauptung kénnen hier wie folgt dargestellt weden:
YV : | Teilbarkeitslehre” inkl. Satz iiber die eindeutige Primfaktorzerlegung
B : Es gibt unendlich viele Primzahlen

Wir nehmen V und das Gegenteil von B als wahr an.

Aufgrund von =B koénnen wir das Produkt aller Primzahlen hinschreiben:

m + 1 ist keine Primzahl, besitzt also aufgrund des Satzes von der Primzahlzerlegung
einen Primteiler p.

Da die Primzahl p ein Teiler von m und von m + 1 ist, teilt sie auch die Differenz = 1.
WIDERSPRUCH.
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1.4 Mengen
1.4.1 Cantor’sche Auffassung iiber Mengen, Naive Mengenlehre

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimm-
ten wohlunterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens,
welche die Elemente von M genannt werden, zu einem Ganzen.

[Gesammelte Abhandlungen, ed E. Zermelo, Berlin 1932]

Georg Cantor (1845 — 1918, Begriinder der Mengenlehre)

1.4.2 Elemente von Mengen
Zentral wichtig, letztlich aber undefiniert, ist die Beobachtung, dass zwischen zwei ma-
thematischen Objekten a und M die Beziehung

a ist Element der Menge M, symbolisch: a € M

bestehen kann.

Innerhalb der Mathematik, wie wir sie kennenlernen werden, ist es fiir zwei Objekte i.a.
prinzipiell klar entscheidbar, ob

ae M oder a¢ M.

1.4.3 Schreibweise Eine Menge wird — zunéchst — durch Aufzédhlung aller ihrer Ele-
mente beschrieben. Beispiele

M = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}:{0,1,2,...,9},
oder
M - {$7y7 2797€7b7a}‘
Beachte dabei:

e In der wissenschaftlichen Mathematik werden zur Trennung Kommata gesetzt, in
der Schule Strichpunkte.

e Eine bestimmte Reihenfolge ist mathematisch ohne Belang, manchmal ist sie
zweckméaflig. Bei Vorliegen einer ,,bekannten, selbstverstandlichen” Reihenfolge kann
man eine langere Liste durch Punkte abkiirzen.
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e Mehrfachnennungen sind moglich:

{1,4, 12,20} - {12,4,20,1}:{1,12,4,20,1,12,20}.

e Auch Mengen konnen Elemente sein.
M = {1,2,3,{1,2}}, Beachte dabei 2 # {2}.
e Mit Hilfe von Punkten kann man auch bestimmte unendliche Mengen kennzeichnen:

{1,3,5,...}, {2,3,5,7,11,...}, {...,—4,—2,0,+2,+4,...}

1.4.4 Die leere Menge
Die Menge, die kein Element enthélt, wird leere Menge genannt.

Als Symbol wird weltweit das & oder () verwendet. In der Schule ist das bildsprachliche
{ } iiblich.
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1.5 Operieren mit Mengen

1.5.1 Gleichheit Zwei Mengen sind (per definitionem, Cantor) gleich, wenn sie in ihren
Elementen iibereinstimmen:

X =Y <= (aeX < acY).

1.5.2 Teilmenge Es seien zwei Mengen X, Y gegeben.

Venn-Diagramm

X

e Y heifit Teilmenge von X,
Y C X,
wenn gilt: Aus x € Y folgt x € X.

e Y heifit echte Teilmenge von X, wenn zusétzlich Y # X gilt. Symbolisch kann dies
mit Y & X zum Ausdruck gebracht werden.

e Die Verwendung von Y C X als Zeichen fiir eine der obigen Beziehungen ist wegen
der Missverstandlichkeit nicht so giinstig.

Folgerungen:

1. Fiir jede Menge X gilt:

hCX.

2. Fiir zwei Mengen X und Y sind die beiden Aussagen

X =Y, (X CY) und (Y C X)

aquivalent. Der Beweis der Gleichheit zweier Mengen geschieht oft durch den Nachweis
dieser wechselweisen Teilmengenbeziechung.

1.5.3 Aussagen definieren Teilmengen Es sei X eine Menge. Fiir jedes x € X sei
eine Aussage A(z) vorgegeben'. Dann kann die Teilmenge

Y = {zeX|Alz)ist wahr} “=" {z € X | A(z)}
gebildet werden. Der senkrechte Strich ist als ,,mit der Eigenschaft, dass” zu lesen.

Beispiel: {n € N‘n ist eine Quadratzahl} = {1, 4,9,16, 25,36, ... }

IMan nennt dies auch eine Aussageform.
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1.5.4 Differenzmenge und Komplement
Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y heifit

X\Y := {xGX‘x¢Y}

die Differenzmenge. (Der Doppelpunkt steht auf der Seite des zu definierenden Objekts.)

Venn-Diagramm

Beispiel:
X = {0,1,4,7,9} Y = {0,2,3,4,5} X\Y = {1,7,9}

Wir haben dabei nicht vorausgesetzt, dass Y eine Teilmenge von X ist. Falls dies der Fall
ist, so heiit die Differenzmenge X \ Y auch das Komplement oder Komplementirmenge
von Y in X. Beispiel:

X = {0,1,4,7,9} Y = {0,7,9} {1,4} ist das Komplement von Y in X
Ist die Obermenge X durch den Kontext fixiert, so schreibt man symbolisch einfach
Ye = X\Y
1.5.5 Vereinigungsmenge Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y heifit
XUY = {z|z€ X oder z€ Y}

die Vereinigung(-smenge) von X und Y.

Venn-Diagramm

Beispiel:
X = {0,1,4,7,9} Y = {0,2,3,4,5} XUuY = {0,1,2,3,4,5,7,9}
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1.5.6 Schnittmenge Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y heif3t
XNY = {z]z€ X und z €Y}

die Schnittmenge oder der Durchschnitt von X und Y.

Venn-Diagramm

Beispiel:
X = {0,1,4,7,9} Y = {0,2,3,4,5} XnYy = {0,4}

Zwei Mengen X und Y, fir die X NY = I gilt, heilen disjunkt.

1.5.7 Potenzmenge Ist eine Menge X gegeben, so heifit die Menge aller Teilmengen
von X die Potenzmenge von X. Sie wird mit P(X) bezeichnet. Beispiele:

P({1,2,3}) = {@,{1},{2},{3},{1,2},{2,3},{1,3},{1,2,3}}, (dann:)
{1,3} € {1,2,3} dquivalent: {1,3} € P({1,2,3}).

Die Menge aller Teilmengen von N ist P(N). Sie ldsst sich nicht in aufzéhlender Form
darstellen.

{1} e P(N)

(2,34,93821, 39237} € P(N)
{gerade Zahlen} € P(N)
{Primzahlen} € P(N)
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1.5.8 Mengenalgebra Die Gesetze der Operationen \,N,U und der aus ihnen abge-
leiteten Operationen wie C innerhalb eines Systems von Mengen lassen sich ebenfalls in
einem ,,Axiomensystem” zusammenfassen, das die Struktur eines BOOLE’schen Verbandes
tragt.

Ein Beispiel:
XNYuz) = (XNnY)u(Xn2) (N-Distributivgesetz)

Beweis (Variante 1): Ubertragung in eine Wahrheitstabelle. Betrachte ein Element a bzgl.
X, Y, Z.

X|elelele|¢d|¢|¢|¢

Yiele|¢d|¢|e|le|d|¢

Z\|e|d|e|d|e|d|e|d

XNYUuz)|elele|¢|¢|¢|¢]|¢
¢

(XNY)u(XnZ)|e|e|e ¢ ¢|¢

Das bedeutet, dass ein beliebiges Element a genau dann in X N (Y U Z) enthalten ist,
wenn es in (X NY)U (X NZ) enthalten ist.

Beweis (Variante 2): Wir zeigen zunéchst, dass XN (YU Z) C (X NY)U (X NZ):

Esseiae XN(YUZ)
= a€ X und (a €Y oder a € 2)
— (a€Xunda€eY)oder (a € X und a € 7)
— ac(XNY)U(XN2Z)

Dann muss noch die umgekehrte Richtung gezeigt werden:

Esseiae (XNY)U(XNZ)
— (a€Xunda€eY)oder (a € X und a € 7)
= a€Xund (a €Y odera € 2)
— acXNYUZ)

Beweis (Variante 3): Es sei a € X UY U Z. Wir betrachten die drei Aussagen:
A:a€ X, B:a€ey, C:a€Z.

Dann gilt

aceXNYUZ) << AANBVC)
28 (AABV(AANC) <= ae(XNY)U(XNZ)
Die in diesem Beweis zum Ausdruck kommende Entsprechung zwischen Aussagenalgebra

und Mengenalgebra kann man innerhalb der ,,Verbandstheorie” genauer untersuchen. Wir
kénnen und wollen uns damit hier nicht aufhalten.
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1.5.9 Aussageformen Es gibt noch ein anderes Wechselspiel zwischen einer gegebenen
Menge (Grundmenge) M und Aussagen.

Man spricht von einer Aussageform, wenn die Elemente x der Menge M als Variable
innerhalb einer Aussage A(z) auftreten. Beispiele

e n € N, n ist eine Quadratzahl.
e n € N, n besitzt eine eindeutige Primzahlzerlegung.
e ¢ € Q, q besitzt eine Quadratwurzel.

e 7 CcR 32> -5x+7=0

Je nach dem, welches Element aus der Grundmenge eingesetzt wird, ergibt sich eine wahre
oder falsche Aussage.

1.5.10 Quantoren

Aus einer Aussageform lassen sich durch besondere Quantoren Aussagen herstellen:

e All-Quantor: ,FUR ALLE x € M gilt A(z)”.

Symbolisch: v A(z) oder Ve e M A(x)

zeM

e Existenz—Quantor: ES GIBT (MINDESTENS) EIN z € M, fiir das A(z) gilt.

Symbolisch: 3 A(x) oder dJre M A(x)

zeM

e ES GIBT GENAU EIN z € M, fir das A(x) gilt.

Symbolisch: 3]{4 A(x) oder NrxeM Alx)
Te
1.5.11 Satz: Dualitidt von All- und Existenzquantor unter Negation

Es gelten die beiden Aquivalenzen

(v oAw) = 3 (-Aw)

zeM reM

(3 A@) = v (AW

zeM zeM

Die obere Zeile bedeutet, dass eine All-Aussage genau dann falsch ist, wenn sie fiir ir-
gendein Beispiel (,,Gegenbeispiel”) falsch ist.

In der unteren Zeile steht, dass es kein einziges x mit der Eigenschaft ,, A(x) wahr” gibt
genau dann, wenn fiir alle  die Aussage A(x) falsch ist.
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1.5.12 Beispiel
Betrachte die Aussage

Wenn p eine Primzahl ist, so ist auch 27 — 1 eine Primzahl.

Zum Beweis, dass der Satz falsch ist, geniigt die Angabe eines einzigen Gegenbeispiels:
211 — 1 = 2047 = 23 - 89.

1.5.13 Mengenalgebra mit unendlich vielen Mengen wird durch Verwendung von
Quantoren moglich.

Sind X; unendlich viele Mengen, die durch einen Index i (aus einer Indexmenge I) ge-
kennzeichnet sind, so definiert man

(X: := {alaeXfiralleicI}

i€l

UXi := {ala € X; fir (mindestens) ein i € I}
i€l

Sind zum Beispiel die Mengen X; reelle Intervalle
so ergibt sich

X = [-L+1
Uxi = R
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1.6 Relationen

1.6.1 Definition: Geordnetes Paar
Fiir zwei vorgegebene Mengen X, Y und Elemente z € X, y € Y heif}t

(@y) = {{zy}{e}}

das durch z und y gebildete (geordnete) Paar oder 2—Tupel. x und y heiflen in diesem
Zusammenhang die erste bzw. zweite Koordinate des Paares.

1.6.2 Satz: Gleichheit von Paaren
Sind X, Y zwei Mengen mit zq, 2, € X und y1,92 € Y so gilt:

(z1,91) = (2,2) <= 21 = raundy;1 = .
Dieser Satz wéire mit Mengen anstelle geordneter Paare falsch.

Ist der Satz 1.6.2 akzeptiert, so kann die zugrundeliegende ,,umsténdliche” Definition 1.6.1
wieder in den Hintergrund treten.

1.6.3 Beweis Die eine Richtung < ist trivial. Die andere Richtung = muss bewiesen
werden.

(1, 91) = (2,92)
= {{enn fond | = {{m2 0} o) |
—

({z1} = {z2} und {1,191} = {z2,92}) oder
({21} = {2, 42} und {za} = {z1,41}).

Wir betrachten diese zwei Falle:

1. Fall:
{fl} = {352} und {1'1,?41} = {$2,y2}
— r1 =z und y; € {Z2, 92} und o € {21, 41}
— x1 =29 und (y; = 29 = x1 oder y; = y2) und (yo = x1 = x5 oder Yy = 1)
— r1 =29 und y; = Ys.
2. Fall:

{71} = {z2, 92} und {z2} = {21, 11}
- 1 =T2 = Y2 = Y1.

1.6.4 Das kartesische Produkt Das Kartesische Produkt (René Descartes, fr, 1596 —
1650) der Mengen X und Y ist die Menge der durch die Elemente von X und die Elemente
von Y gebildeten geordneten Paare:

X xY := {(x,y))xEX,yEY}.
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1.6.5 Relationen FEine Relation R zwischen X und Y ist eine beliebige Teilmenge von
X xY.

Gut kann man das mit Hilfe eines Liniendiagramms oder Pfeildiagramms veranschauli-
chen:

Zwischen einem Element x € X und einem Element y € Y wird genau dann eine Linie
gezogen, wenn (x,y) € R.

1.6.6 Spiegelrelation
Ist R eine Relation, so heif3t

R = {0 | (@y) € R

die zu R gespiegelte Relation oder Spiegelrelation.
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1.6.7 Definition: Eigenschaften einer Relation
Eine Relation zwischen X und Y heifit

(&) links—total, x € X mindestens ein y € Y
(M) rechts—eindeutig, x € X hochstens ein y € Y
(V) rechts—total, y € Y mindestens ein z € X
(&) links—eindeutig, y € Y hochstens ein x € X

wenn fiir jedes

existiert, so dass (x,y) € R. Im Diagramm veranschaulicht heifit dies:

x € X startet mindestens
In z € X startet hochstens oin Pfeil
y € Y endet mindestens '

y € Y endet hochstens
(Sie missen diese Begriffe nicht auswendig lernen.)

1.6.8 Diagramm: Bedingungen verletzt

N

() ist verletzt (M) ist verletzt

\

(V) ist verletzt (&) ist verletzt
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1.7 Abbildungen

1.7.1 Definition: Abbildung
Eine Relation zwischen X und Y heifit Abbildung von X nach Y, wenn sie links—total (é)
und rechts—eindeutig (#) ist.

1

1.7.2 Erlauterungen

e Eine Relation R C X x Y ist also genau dann eine Abbildung, wenn es zu jedem
x € X genau ein y € Y gibt, so dass (x,y) € R. Im Venn-Diagramm veranschaulicht
heifit das, dass bei jedem Element x € X auf der linken Seite genau ein Pfeil nach
rechts startet.

e Die beiden Begriffe ,,Abbildung” und Funktion sind synonym. In der Linearen Al-
gebra ist der erste gebrauchlich.

e In diesem Zusammenhang heifit X Definitionsmenge und Y Wertemenge der Abbil-
dung.

e Abbildungen werden oft mit kleinen Buchstaben bezeichnet: f, g, h, ...

1.7.3 Veranschaulichende Fassung des Abbildungsbegriffs

Die soeben gegebene Definition des Begriffs ,,Abbildung” ist mathematisch befriedigend,
fiir das praktische Arbeiten aber zu abstrakt, umsténdlich und zu statisch. Oft ist daher
eine andere Beschreibung des Begriffs Abbildung anzutreffen, die nicht in der Mengenlehre
verankert ist. Sie unterstreicht den eher dynamischen Charakter dieses Begriffs:

Es seien zwei Mengen X und Y gegeben. Eine Funktion von X nach Y ist eine Vorschrift,
die jedem x € X genau ein y € Y zuordnet. Dies wird auch in einer géanzlich verédnderten
Notation deutlich:

fﬁ{):i:}/m

f(z) ist dabei ein irgendwie gearteter mathematisch sinnvoller Ausdruck (Term, Textde-
finition, auch per Fallunterscheidung,. .. ), der das ,,genau ein” sicherstellen muss.

1.7.4 Graph einer Abbildung
Geht man von der veranschaulichenden Beschreibung von ,,Abbildung” aus, so wird die
zugehorige Relation oft als Graph G der Abbildung bezeichnet:

Gy = {(m,y)GXxY‘y:f(x)}.
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1.7.5 Zuordnung von Teilmengen Auch Teilmengen X’ C X bzw. Y’ C Y werden
durch eine Funktion f : X — Y zugeordnet:

f(Xh = {yGY’ Esex. z € X' mit f(x):y}

iy = {xeX‘f(x)eY’}

Die Menge f(X) heifit Bild(-menge) der Funktion f. Unterscheide Bild- und Wertemenge!

1.7.6 Beispiel Ist

{f:R%RQ

r = X

die Quadratfunktion, so ist

f([_275]> = [0725]
LT = VT, -1 U [LVT)

1.7.7 Identische Abbildung Ist X eine Menge, so heifit die Abbildung (Begriindung)
idy = {(m,x)eXxX’xeX}

die identische Abbildung oder Identitit auf X. Innerhalb der Zuordnungsauffassung
schreibt man oft kurz x — .

1.7.8 Komposition von Abbildungen Sind f: X — Y und g : Y — Z Abbildungen,
so heifit die Abbildung (Begriindung)

gof = {(x,z)EXXZ Esex. y € Y mit f(x) =y und g(y):z}

die Hintereinanderausfiihrung oder Komposition der Abbildungen f und g. Da f eine
Abbildung ist, ist das y in der Definition eindeutig bestimmt.

Innerhalb der Zuordnungsauffassung schreibt man x — (g o f)(x) = g(f(z)). Im Pfeil-
Diagramm kann dies so veranschaulicht werden:

gof

X —s 'y —s z
T s f(z) — g(f(2))

Ohne Beweis halten wir fest, dass fiir die Komposition von Abbildungen das Assozia-
tivgesetz gilt. Sind f : X - Y, g :Y — Z und h : Z — W drei Abbildungen, so
gilt

(fog)oh = fo(goh) : X—->W
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1.7.9 Beispiel Bei Komposition der beiden Funktionen

f_R—>R J R —- R
B A IV 2z = 241

entstehen die beiden Funktionen

of: R = R fog: R - R
911 = = 22+1, Il 2 — (x +1)2

1.7.10 Definition und Satz: Injektive Abbildungen

Fiir eine Abbildung f : X — Y sind die folgenden Aussagen dquivalent:
A) (Def) Die Abbildung heiit injektiv.
B) Als Relation ist f links-eindeutig.

D

(A)

(B)

(C) Zu jedem y € Y gibt es hochstens ein z € X mit f(x) = y.

(D) Im Venn-Diagramm: Bei jedem y € Y endet hochstens ein Pfeil.
(E)

E) Es existiert eine Abbildung g : Y — X, so dass g o f = idx (Links-Inverse).

X Y

1.7.11 Beweis Die Aussagen (B) — (D) sind nur Umformulierungen des jeweils gleichen
Sachverhalts.

Wir beweisen die Implikation (C) = (F): Fixiere dazu ein a € X und definiere die
Funktion g durch

() = x, falls  (dann wegen (C) eindeutig) existiert, so dass f(x) =y,
9N = a, sonst.

Fiir alle z € X gilt dann g(f(x)) = x.

Wir beweisen die Implikation (E£) = (C): Es seien x1, 29 € X beliebig mit f(x1) = f(x2).
Dann gilt aufgrund der Eigenschaft (E):

x1 = g(f(x1)) = g(f(x2)) = 22.
Also ist f injektiv.
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1.7.12 Definition und Satz: Surjektive Abbildungen
Fiir eine Abbildung f : X — Y sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(A) (Def) Die Abbildung heifit surjektiv.

B) Als Relation ist f rechts-total.

D

)
)
C) Zu jedem y € Y gibt es mindestens ein x € X mit f(z) = y.
) Im Venn-Diagramm: Bei jedem y € Y endet mindestens ein Pfeil.
)

(
(
(
(

E) Es existiert eine Abbildung ¢ : Y — X, so dass f o g = idy (Rechts-Inverse).

[\
X Y
1.7.13 Beweis Die Aussagen (B) — (D) sind nur Umformulierungen des jeweils gleichen
Sachverhalts.

Wir beweisen die Implikation (C') = (E):

Zu jedem y € Y wihle ein z € X, so dass f(z) = y. Es gibt mindestens ein solches x, da
f surjektiv. Definiere g durch g(y) = x. Dann gilt fiir alle y € Y f(g(y)) = f(z) = v.

Wir beweisen die Implikation (E) = (C): Sei y € Y. Dann existiert zu jedem y € Y ein
x, ndmlich = ¢(y), so dass

f@) = [flg(y) =v.
Also ist f surjektiv.

1.7.14 Definition und Satz: Bijektive Abbildungen
Fiir eine Abbildung f : X — Y sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) (Def) Die Abbildung heifit bijektiv (oder invertierbar oder umkehrbar).
(B
(C
(D

Die Abbildung ist injektiv und surjektiv.

Als Relation ist f links-eindeutig und rechts-total.

Zu jedem y € Y gibt es genau ein x € X mit f(z) =y.
E

Im Venn-Diagramm: Bei jedem y € Y endet genau ein Pfeil.

)
)
)
)
)
F)

(
(

Es existiert eine Abbildung ¢ : Y — X, so dass fog=idy und go f =idy.
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1.7.15 Beweis Die Aussagen (A) bis (F) fassen nur die entsprechenden Aussagen iiber
injektive bzw. surjektive Abbildungen zusammen.

1.7.16 Definition: Umkehrabbildung Die in (£) angegebene Abbildung ist durch
die im Satz angegebenen Eigenschaften eindeutig bestimmt, sie heif3t die Umkehrabbildung
und wird mit dem Symbol f~! angegeben. Als Relation ist f~! die Spiegelrelation zu f.

Zusammengefasst haben wir also die beiden Abbildungen

f‘{X—>Y fl.{Y—>X
oz o= fl2) Ly =

die durch die Eigenschaften
flof = idyx fof ' =idy

aufeinander bezogen sind.

1.7.17 Beispiel Abhingig von Definitions- und Wertemenge weist die aus der Schule
bekannte Quadratfunktion z — 22 die folgenden Eigenschaften auf:

|

surjektiv | injektiv | bijektiv
R - R — — —
R — ]Rar Vv — —
RS_ — R — Vv —
Rf— R | v v v

Im Fall der letzten Zeile sind Funktion und Umkehrfunktion gegeben durch:

PSS S
' r o 2’ ' T = AT

1.7.18 Bemerkungen

1. Die Aquivalenzen (A) < (B) < (F) zeigen, dass man die Umkehrbarkeit einer
Abbildung dadurch beweisen kann, dass man Injektivitdat und Surjektivitéit zeigt.
Die Umkehrabbildung muss nicht angegeben werden.

2. Die Aussage (F) zeigt, dass die Umkehrabbildung f~! einer umkehrbaren Abbildung
bei beidseitiger Komposition mit der Originalabbildung f die Identitét hervorbringt.
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1.8 Relationen auf einer Menge

1.8.1 Definition Eine Relation auf etner Menge X ist eine Relation zwischen X und
X, also eine beliebige Teilmenge von X x X.

1.8.2 Veranschaulichung

Eine Relation auf einer endlichen Menge X kann dadurch veranschaulicht werden, dass
die Menge als Venn-Diagramm gezeichnet wird,

und die Tatsache (z,y) € R durch einen Pfeil von = nach y dargestellt wird. Beachte,
dass Linien in diesem Fall nicht ausreichen, da dann eine Unterscheidung (z,y) € R oder
(y,z) € R nicht moglich wire.
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1.8.3 Eigenschaften von Relationen auf einer Menge

Wir listen mogliche Eigenschaften von solchen Relationen auf:

Die Relation heifit | wenn ... Diagramm-Beschreibung
reflexiv fiir alle z € X gilt: Von jedem Punkt fiihrt ein Pfeil zu
(z,7) € R sich selbst.
transitiv fiir alle z,y, z € X gilt: Wenn eine Pfeilkette von z iiber y
h z fiihrt, dann gibt es einen di-
,y)€Rund (y,2) € R= (z,2) e R | " )
(z,4) und (g, 2) (z,2) rekten Pfeil von x nach z
symmetrisch fir alle z,y € X gilt: Wenn ein Pfeil von x nach y fiihrt,
(z,y) € R= (y,2) € R dann fithrt auch ein Pfeil von y nach
9 ) T.
antisymmetrisch | fir alle x,y € X mit z # y gilt: Wenn ein Pfeil von = nach y # x
fiihrt, dann fithrt kein Pfeil von y
z,y) € R= (y,x) ¢ R ’
(z,y) (v, 7) ¢ nach 2.
total fiir alle z,y € X mit x # y gilt: Zwischen x und y # x muss minde-
(2,y) € R oder (y,7) € R stens ein Pfeil existieren
Aquivalenzrelati- | sie reflexiv, transitiv und symmetrisch
on ist
Halbordnung sie reflexiv, transitiv und antisymme-
trisch ist
lineare (= totale) | sie eine Halbordnung und total ist
Ordnung

Ist R eine Halbordnung, so benutzt man die viel suggestiveren Schreibweisen

(z,y) € R
(r,y) € R und = # vy

—
<~

T =y
T <Yy

—
<~

yzx
Yy~

Je nach Konkretisierung treten &hnliche andere Zeichen (<, C C, <, ...) auf. Die Aus-
schlieBung der Gleichheit, wie sie in der zweiten Zeile angegeben ist, wird durch Worter
wie ,,echt”, | streng” oder ,,strikt” umschrieben.
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1.8.4 Beispiele

B ={(2,9) €QxQ|z <y}

Ry = {(x,y) EQX@‘x<y}

Ry = {(m,y) € N x N‘x|y} (ist Teiler von)
{

(x,y) EZXZ‘x:ymodk},

Dabei ist k eine fest gewihlte Zahl in N. x = y mod k bedeutet:
2 und y haben bei der Division durch k£ den gleichen Rest.

Ry = {(x,y) € H x H| z ist nicht jlinger als y },

(x,y) € Hx H| x =y oder x ist ein Ahne von y

(x,y) € Hx H| zist ,Elter” von y },

(X,Y) e P(M)xP(M) ’X - Y}, (M ist eine beliebige Menge)

(z,y) € X x X |x parallel zu y}, X = {Geraden in der Zeichenebene},

(r,y) € Hx H| x =y oder z ist mit y verheiratet },

3

Ry = {(x, y) € H x H| x und y haben Vater und Mutter gemeinsam

(x,y) € Hx H| z und y haben Vater oder Mutter gemeinsam

Riy| Ry | Rs | Ry | Rs | Re | R | Rg | Ry | Rio | R

R12

re | +/

<
<
<
<
<

tr

<
<
<
SRS RN
<
<
<
<
<
SRS

Sy

as

<
<
<
<
<
<
<

to

<
<
<

AR vi |v| |v v

HO

<
<
<
<
<

LO

<
<

31

(H ist die Menge der Giste auf einer Hochzeit),
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1.9 Peano-Axiome und vollstindige Induktion

1.9.1 Peano-Axiome Die Peano—Axiome legen die Eigenschaften der natiirlichen Zah-
len — ebenfalls in der Sprache und in dem System der Mengenlehre — beschreibend fest.
Die Frage der Existenz einer solchen Menge bleibt dabei hier unbeantwortet. Tatsachlich
lassen sich die Peano-Axiome aus tiefer liegenden Axiomen der Mengenlehre herleiten.

1.9.2 Definition: Die Menge der natiirlichen Zahlen

Eine Menge N heifit Menge der natirlichen Zahlen, wenn eine Abbildung v : N — N
(Nachfolger—Abbildung) existiert mit folgenden Eigenschaften:

P1 Es existiert genau eine Zahl in N, die nicht im Bild von v enthalten ist.
P2 Die Abbildung v ist injektiv.

P3 Gilt fiir eine Teilmenge A C N
1€ A und <x€A = V(:L')GA),

so gilt A =N.

Die eigentliche Bedeutung dieser drei Peano-Axiome offenbart sich in dem folgenden

1.9.3 Satz: Beweis-Prinzip der vollstéindigen Induktion

Es sei A(n) fiir jedes n € N eine Aussage. Dann gilt das folgende Prinzip der vollstindigen
Induktion:

WENN A(1) wahr ist
UND fiir alle n € N die Implikation A(n) = A(n + 1) gilt,

DANN ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Die Aussage A(1) in der ersten Zeile heifit in diesem Zusammenhang auch Induktions-
anfang. Die Aussage A(n) in der zweiten Zeile heifit Induktionsvoraussetzung oder In-
duktionsannahme. Die Implikation in der zweiten Zeile wird als Induktionsschritt oder
Induktionsschluss bezeichnet.

Entscheidend an diesem Prinzip ist die Tatsache, dass unendlich viele Aussagen durch
zwei Aussagen ,mathematisch dingfest” gemacht sind.

1.9.4 Beweis Wende einfach die Peano—Eigenschaft P3 auf die Teilmenge
A = {neN]|A(n) ist wahr }

all.
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1.9.5 Beispiel: Summe ungerader Zahlen

Wir zeigen mit Hilfe der vollstdndigen Induktion, dass fiir alle n € N
A(n) 1434+5+--+(2n—1) = n”.
Induktionsanfang: Die Aussage ist wahr fiir n = 1, da
1 = 1%

Induktionsschluss: Wir nehmen jetzt an, dass die Aussage fiir ein (fixiertes) n € N wahr
ist und wollen daraus folgern, dass sie auch fiir n + 1 wahr ist. Das geht so:

I1+3+5+--+2(n+1)-1)

(Abspaltung des letzten Summanden) — ]_ + 3 + 5 + ct + (2n - 1) + (2n + 1)
(Induktionsvoraussetzung) — n2 + (2n + 1)
(Binomische Plus-Formel) =— (n _|_ 1)2

Das ist genau die Aussage A(n + 1).
Weitere hunderte Beispiele folgen — in Threr Mathematik-Ausbildung.

1.9.6 Prinzip der Rekursiven Definition
Mathematische Objekte M,, konnen fiir alle n € N dadurch definiert werden, dass

1. das Objekt M; definiert wird und

2. fiir jedes n € N angegeben wird, wie das Objekt M,,.; bei bekanntem M,, definiert
ist.

Eine ,,Begriindung” besteht darin, dass man das Axiom P3 auf die Teilmenge
A" = {n e N|M, ist definiert }
anwendet.

Immer, wenn in mathematischen Formeln die ominésen Dreipiinktchen auftauchen, steckt
eigentlich eine rekursive Definition dahinter.

1.9.7 Bemerkung Die beiden Prinzipien 1.9.3 und 1.9.6 kénnen — entsprechend mo-
difiziert — auch bei Zugrundelegung anderer Teilmengen von Z angewandt werden.

Beispiele zur vollstandigen Induktion sind

Ny Der Induktionsanfang erfolgt bei n = 0 anstatt bei n = 1.

N> x Der Induktionsanfang erfolgt bei einer fixierten natiirlichen Zahl N anstatt bei n =
1.

N<y Der Induktionsanfang erfolgt bei einer fixierten natiirlichen Zahl N anstatt bei
n = 1. Es wird dann der Induktionsschritt in Gegenrichtung A(n) = A(n — 1)
durchgefiihrt.

2N Um Aussagen A(n) fiir alle geraden Zahlen inkl. Null zu beweisen, wird der Induk-
tionsanfang A(0) und dann der Induktionsschritt A(n) = A(n + 2) gezeigt.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 34

1.10 Beispiele

1.10.1 Definition: n-Tupel Wir definieren rekursiv hohere n—Tupel. Es sei fiir jedes
n € N eine Menge X,, und ein Element z,, € X,, gegeben. Definiere rekursiv

(r1) = x4
(xlyx%”'axnaxn—&-l) = (($1,$2,...,$n),$n+1).
Die Menge aller n-Tupel wird dann mit X; x ... x X,, bezeichnet.

Wenn alle Mengen iibereinstimmen,

so schreibt man kiirzer

X" = \X><X><...><XJ

n Faktoren im kartesischen Produkt

1.10.2 Summenschreibweise Es sei fiir jedes k € {1,...,n} eine Zahl a; gegeben.
Dann sind durch

S1 = ay, Sk+1 = Sk + A

die abschnittsweisen Summen definiert. Um den Aufwand in der Definition geringer zu
halten, schreibt man kiirzer und suggestiver:

S, = ap+ay+---+a, oder S, = Zak.
k=1

1.10.3 Gaul3’sche Summenformel Wir definieren
so =0, Spy1 = (K + 1) + s

fiir k € Ny, das heif3t also
sp=n+n-1)+-+1=) k

Wir zeigen durch Induktion:

n-(n+1)
Sn—T.

Induktionsanfang: so =0 = %

Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir n > 2 gezeigt ist. Dann gilt:

Si1 = (A1) 45, 2 (n41) 4 oD
2(n+1)+n-(n+1) _ (n+2)-(n+1) _ (n+1)-(n+2)
2 2 2 ’

Also gilt die Behauptung auch fiir n + 1.
Nach dem Induktionsprinzip ist die Aussage fiir alle n € Ny richtig.
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1.10.4 Geometrische Summe Fiir ein beliebiges ¢ € Q \ {1} gilt:

n+1

n
ddb = gt = 5
k=0

Beweis durch Induktion iiber n:

Induktionsanfang:

0
041

qu - qo = 1= 11qfq

k=0

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n gezeigt ist.

n+1 n

k . k n+1 Irﬁv 1_qn+1 n+l 1iqn+1+(1iq)qn+1 . 1_qn+2
Zq o Zq T4 o 1—q T4 o 1—q T 1-q
k=0 k=0

1.10.5 Beispiel Wir beweisen durch Induktion, dass die Summe der ersten n Quadrat-
zahlen gegeben ist durch

2 _ n(n+l)(2n+1)
S - e
k=1

Induktionsanfang:

0

2 _ 02 _ _0(04+1)(2-041)
SR = 02 = 0 = UoHeo,
k=0

Induktionsschritt: Wir nehmen an, dass die Aussage fiir n gezeigt ist. Dann folgt:

n+1 n
STk = Y R (n+1)? S nmbentl g )2
k=0 k=0
2 1 1 2n?
— 1) (n+2)((32n+3) _ (n+1)(n—|—2)6(2(n+1)—|—1).

Die gesamte Gleichungskette zeigt auf, dass die Aussage fiir n + 1 gezeigt ist.

1.10.6 Definition: Potenzfunktion
Fiir festes n € Z und a # 0 ist die Potenzfunktion
_)
4 { Q Q

a — a”
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(in beide Richtungen) rekursiv definiert. Mit Hilfe der Piinktchen kann man diese Defini-
tion auch suggestiver schreiben als

a=a-a-...-a, néeN, "= ———#— ne-—-N
—_—— a-a-...-a

n Faktoren

Es gilt dann fiir m,n € Z:

1.10.7 Produktschreibweise Es sei fiir jedes k € {1,...,n} eine Zahl a; gegeben.
Dann sind durch

P = a, Piiw = ape1- By
die abschnittsweisen Produkte rekursiv definiert.

Ahnlich wie bei Summen gibt es die Schreibweise
Hak = a;-ag-...-0a.
k=1

1.10.8 Definition: Fakultats-Funktion

Die Fakultit einer natiirlichen Zahl ist als Funktion definiert

Ng — N
n +— n!
so rekursiv definiert:
0 = 1, (n+1)!=(m+1)-n! firallen>1.
Suggestiver:
nl = n-(n-1)-...-1 = k.
k=1

1.10.9 Definition: Binomialkoeffizienten

Wir definieren fiir zwei Zahlen n € Ny, k € Z, den Binomialkoeffizienten

n L #Lk),, falls 0 < k < n,
k T 0, fallsk>mn oder k<O0.

1.10.10 Satz: Eigenschaften der Binomialkoeffizienten
Wir notieren gleich zwei wichtige Eigenschaften: Fiir n € Ny und k € Z gilt

(Z> = (n ﬁ k) (Symmetrie bzgl. k = %)

n+1 n n
= P |-Bezieh
< i > (k;) + (k B 1) (Pascal-Beziehung)
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1.10.11 Beweis Da fiir k£ ¢ {0,...,n} die erste Beziehung trivial ist, braucht sie nur
noch fiir den anderen Fall 0 < k < n iiberpriift zu werden:

<Z) - k!(nni DI (n—k)![nni n—K] <nﬁk)

Fiir 1 <k <n — 1 rechnen wir die zweite Beziechung so nach:

<Z) * (kﬁl) - k;!(nni I (k—1)!(zl—k+1)!

_ oy n—k+D)+k _ (n+ 1) (n+1)
B Klin—k+1)!  kln+1-Fk)! k)

Die Falle £k = 0 und &£ = n sind leicht zu testen:

(0) (1) = rro=1=("0")
() () == (1)

In den anderen Félle £ < 0 oder k£ > n sind alle in der Beziehung auftretenden Ausdriicke
gleich 0.

1.10.12 Bemerkung: Pascalsches Dreieck Man kann die Binomialkoeffizienten im
sogenannten Pascal’schen Dreieck anordnen. Die zweite Beziehung des Satzes besagt, dass
sich ein Binomialkoeffizient als Summe der beiden iiber ihm stehenden ergibt.
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1.11 Maéichtigkeit von Mengen
1.11.1 Definitionen

e Zwei Mengen X,Y heilen gleichmdchtig, wenn eine bijektive Abbildung X — Y
existiert.

e Es sei n € N. Besteht zwischen einer Menge X und der Menge {1,2,3,...,n} eine
bijektive Abbildung, so sagt man: Die Menge X ...

— hat die Mdchtigkeit n  oder
— die Anzahl der Elemente ist n  oder

— ist eine n—Menge.
Es sind verschiedene Symbole dafiir im Gebrauch: #(X) = card(X) = | X| = n.
e Die leere Menge hat die Mdachtigkeit 0.
e Eine Menge der Miachtigkeit n, n € Ny, heifit endlich.
e Eine Menge, die nicht endlich ist, heilt unendlich.

e Besteht zwischen einer Menge X und der Menge N eine bijektive Abbildung, so sagt
man, dass die Menge X abzdhlbar unendlich ist.

e Eine Menge heifit (hdchstens) abzihlbar, wenn sie endlich oder abzéhlbar unendlich
ist.

e Eine Menge, die nicht abzahlbar ist, heif3t diberabzdhlbar.

1.11.2 Satz: Arithmetik mit endlichen Mengen Wenn X und Y endlich sind, gelten
die elementaren Beziehungen

IXUuY| = [X|+ Y], falls X NY =

IX\Y| = |X|-|Y|, falls Y C X,
IXUY|+|XNnY| = |X[+]Y]

(X xY] = |X]-[Y]

1.11.3 Beweis Zum Beweis der ersten Beziechung miissen wir genau die Definition einer
endlichen Méchtigkeit als Bijektion zu einem endlichen Anfangsintervall der natiirlichen
Zahlen heranziehen. Im Fall | X| = n, |Y| = m bestehen die bijektive Abbildungen

X « {1,...,n},
Y < {l,....m} & {n+1,...,n+m},

die sich zu einer bijektiven Abbildung

XUY < {l,....n,n+1,...,n+m}
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zusammensetzen lassen. Die zweite Beziehung ist eine ,,Umdeutung” der ersten:
(XA\Y[+]Y] = [(X\Y)UY] = |X].
Weiter ist
IXUY| = [(X\Y)UY\X)Uu(XnNnY)|
= ((XI=XnY)+(Y[-[XnY])+|XNY]|
= X+ Y- [XnY]
Zum Beweis der letzten Beziehung nehmen wir an, dass
X = {xy,..., 2.}, Y| =m.
Dann konnen wir wie folgt eine disjunkte Vereinigung aufschreiben:
XxY = AlwylreX,yeV}={(r,ylye Y} - U{(z.,yly €Y}
Deshalb
IXxY| = m+---+m=n-m.

n Summanden

Die letzte Gleichheit miissten wir eigentlich auch noch genauer unter die Lupe nehmen.
Wir wollen uns aber nicht zu sehr in diese Feinheiten verlieren und beschrénken uns auf
den Hinweis, dass das Distributivgesetz diese Beziehung absichert.

1.11.4 Satz: Méichtigkeit der Potenzmenge

Es sei X eine Menge mit n Elementen, n € N.

(i) Essei 0 <k < n. Die Anzahl der k-Teilmengen von X ist gleich (}).

HYEP(X)’|Y| — k}’ — (Z)

(ii) Die Anzahl aller Teilmengen von X ist gleich 2™:
PX)| = 2~

1.11.5 Beweis Wir fixieren k£ € Nj und fithren eine Induktion iiber n > k durch.

Induktionsanfang: Fiir n = 0 ist die Behauptung klar: Eine k—elementige Menge X (es ist
dann die leere Menge) besitzt genau eine k—Teilmenge Y, ndmlich sich selbst:

Y = X=09

und es ist ja in diesem Fall: 1 = (Z)

Induktionsschluss: Es sei X eine Menge mit n + 1 Elementen. Wir diirfen die Aussage des

Satzes fiir n als bewiesen voraussetzen. Wir wahlen ein Element z aus X und schreiben
X als

X = {xy,29,..., 2,2}

Wie viele k—Teilmengen besitzt X7
1. Fall: Fiir £ = n + 1 ist die Frage leicht zu beantworten: 1 = ("+1).

n+1

2. Fall: Es sei also 0 < k < n. Wit zdhlen getrennt die k—Teilmengen Y von X, ...
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e die z enthalten: Diese haben genau die Form
Y = X'u{z},

wobei X’ eine (k — 1)-Teilmenge von X ist. Davon gibt es gemif Induktionsvoraus-
setzung (kfl) Stiick.

e und die, die z nicht enthalten: Das sind genau die k—Teilmengen von {z1,...,x,}.
Nach Induktionsvoraussetzung sind dies (Z) Stiick.

Die Anzahl aller k—Teilmengen von X ist also gemé&fl der Pascal-Beziehung, vgl. Satz
1.10.10

(2 () = ()

Die Aussage (ii) ist Gegenstand der Ubung. Sie folgt aber auch direkt aus dem so genann-
ten Binomischen Lehrsatz.
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2 Matrizen

2.1 Die Matrix-Menge K™*"

Es sei K ein Korper, beispielsweise der Korper Q der rationalen Zahlen oder der Korper
R der reellen Zahlen. Was ein Korper ist, werden wir noch sehr genau kennenlernen.

2.1.1 Definition Ist ein rechteckiges Schema von Zahlen aus K mit m Zeilen (erster
Index) und n Spalten (zweiter Index) gegeben, so sprechen wir von einer m x n—Matriz
A. Man schreibt

all a12 DT DT aln

Q21 QG2 - o d2p
A =

a’ml CLmQ DR DR amn

Der Eintrag an der j—ten Zeile und der k—ten Spalte einer Matrix A wird mit
ajpg = ajr = (A)k
bezeichnet.

Wir bezeichnen die Menge der m x n—Matrizen mit K"*",

Genauer mathematisch ist eine Matrix eine Abbildung

AL, omyxA{L,...,n} —» K
A‘{ ’ (4,7) = ay

2.1.2 Beispiele
Hier eine 3 x 2 Matrix und eine 2 x 5 Matrix:

2 2 0 23
5 ) 2x5
3v2 -3 1 13)ER

3 -2
% \/g c R3X2 (

-1 2

= QO

2.1.3 Spalten- und Zeilenvektoren

Eine Matrix mit einer Spalte und m Zeilen heifit auch m-Spaltenvektor.
Eine Matrix mit einer Zeile und n Spalten heifit auch n-Zeilenvektor.

2
4 | eR¥! (2 4 =3)eRY
-3
Die Menge der m-Spaltenvektoren wird kiirzer geschrieben als K™ := K™,

Eine 1 x 1 Matrix wird einfach als Zahl aufgefasst:

(7) =71
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2.2 Addition und skalare Multiplikation von Matrizen

2.2.1 Addition von Matrizen Man kann zwei Matrizen des gleichen Typs addieren,
indem man einfach ihre Eintriage addiert:

@11 Q2 -+ Qin biy bz - by
Q21 Q22 - Q2p bay  bag - by
+ . =
Am1 Am2 - Amn bml bm2 e bmn
ay +bnn aipg+big -0 a, +biy
ag) +boy  age +bay - agy + by
Am1 + bml Am?2 + bm2 e Amn + bmn

Als Beispiel

4 -1 0 6 1 0 -6 -3 5 -1 -6 3
-3 7 -1 |+ -7 -2 =7 0 = -5 -5 0 -1
1 2 -6 0 2 1 4 0 3 3 -2 0

2.2.2 Skalare Multiplikation von Matrizen Man kann Matrizen mit einem Skalar,
das heif3t einer Zahl aus K, multiplizieren, indem man einfach alle ihre Eintrdge mit dieser
Zahl multipliziert:

aix Q2 - Qip a-a1; «-ap2 0 Q- Qip

Q21 Q22 -+ QA2p Q-1 Q-G - Q- Q2
- =

Am1 Am2 - Amn & - Amr O Am - A A

Als Beispiel

1 0 -6 -3 3 0 —-18 -9
3-| -7 =2 =7 0 = -21 -6 =21 O
2 1 4 0 6 3 12 0
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2.3 Multiplikation von Matrizen
2.3.1 Fehl-Idee

Man konnte natiirlich auch zwei Matrizen gleichen Typs miteinander multiplizieren, indem
man jeweils die Eintrdge der gleichen Position multipliziert. Die Mathematik/er/innen
haben aber festgestellt, dass diese Idee kaum verwertbar ist, in der linearen Algebra spielt
sie keine Rolle. Nichtsdestoweniger gibt es eine andere Art, Matrizen zu multiplizieren,
die fundamental fiir die ganze lineare Algebra ist.

2.3.2 Definition: Matrix-Multiplikation

Sind zwei Matrizen A € K™ und B € K™ " gegeben, so ist ihr Matrixprodukt definiert
als die Matrix C' € K™ mit den folgenden Eintrigen

m
Cjp = E ajibiy = ajbig + ajoboy + - + a@jmbimi
i=1

Diese Definition mutet einem Neuling unheimlich an. Man kann sie aber mit Hilfe des
folgenden Diagramms (Hakentrick) anschaulicher machen.

byy oo o0 by o0 by
bt 0 o0 bmk o bom

al]. [N PN e alm C].l PN PN “ e C].TL

ajl o .. o .. o .. ajm : % C]k‘

a@l DY DR .. aem Cgl DR DR ... DR Cen

Der Eintrag cj; in der Produktmatrix C'= A - B ergibt sich, indem man
den ersten, zweiten, ..., m—ten Eintrag der j—ten Zeile von A jeweils mit
dem ersten, zweiten, ..., m—ten Eintrag der k—ten Spalte von B
multipliziert und dann alle Produkte aufaddiert.
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2.3.3 Beispiele

<3—2 5)_ ;1:;) 2 _61 N (13 13 —44 20)
1 -3 2 L 2 6 o 0 12 =39 9
7
(51 2)-( =2 = 39
3
7 3. 7 14
-2 |-(512) = | —-10 —20 —40
3 15 3 6

2.3.4 Nullmatrix

Die n x m-Matrix, die nur Nullen als Eintrage hat, heiflt Nullmatriz. Es ist normalerweise
kein Problem, sie einfach mit

(0) oder 0

zu bezeichnen.

2.3.5 Einheitsmatrix

Die Matrix in K™*", die in der Hauptdiagonale als Eintrédge 1 hat und sonst nur Nullen,
heifit Einheitsmatriz. Sie wird meist mit I bezeichnet

1 0 - v o 0
0 1

I = 1, =
: . 0
0 -+ v v 0 1

Gleichbedeutend ist die Bedingung an die Eintrége der Matrix, dass an der Position (j, k)
die Zahl

_ _ 1, falls j =k,
(D = o = {0, falls j # k.

hat. Das so definierte Symbol d;; heifit das Kronecker—Delta—Symbol.
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2.4 Eigenschaften der Matrixmultiplikation
2.4.1 Satz: Eigenschaften der Matrixmultiplikation

(i) Fiir eine beliebige Matrix A € K™ ™ gilt

I,-A = A und A-I,=A.

(ii) Die Matrixmultiplikation ist assoziativ, d.h. fiir drei Matrizen A € K"™*" B €
K<, O e REP gilt:

(A-B)-C = A-(B-C).

Deshalb kann dieses Matrixprodukt auch ohne Klammern als A - B - C' angegeben
werden.

(iii) Die Matrixmultiplikation ist linear: Fiir ,,passende” Matrizen A, B, C' und Skalare
a, 8,7 € K gilt:

(0A+pB)-C = aA-C+pB-C
A-(BB+1C) = BA-B+~vyA-C

Fiir = § = v = 1 sind hier die so genannten Distributivgesetze enthalten.

(iv) Bei der Matrixmultiplikation gibt es Nullteiler, d.h. es existieren ,,passende” Matri-
zen

A#£0, B#0 mit A-B = 0.

(v) Besteht eine Matrix B = (B;|Bs,) aus zwei vertikal abgetrennten Teilmatrizen, so
gilt

A-(Bi[By) = (A-Bi|A- By)

Insbesondere konnen die Spaltenvektoren von B einzeln von links mit A multipliziert
werden.

(vi) Besteht eine Matrix A = ( Al ) aus zwei horizontal abgetrennten Teilmatrizen, so
2

Ay B A -B
(5)7 - (aw)
Insbesondere konnen die Zeilenvektoren von A einzeln von rechts mit B multipliziert
werden.

gilt
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2.4.2 Beweis
Zu (i),(iii), (v) und (vi): Nachrechnen.

Zu (ii): Es seien drei Matrizen
AeK™n  BeK™, (CeK>

gegeben. Wir fixieren jetzt eine Position (j,k), j = 1,...,pund k = 1,...,m, und be-
trachten den Eintrag in der Matrix (A - B) - C' an dieser Position.

[(A-B) - Clj
(Definition der Multiplikation (AB) - C)
l
= E (A B)jicir
=1
(Definition der Multiplikation A - B)
L n
= E E ajhbhi Cik
i=1 h=1
—  (Distributivgesetz: ¢;j wird in die Summe hineinmultipliziert)
l n
= E E @jhbhiCik
i=1 h=1
—  (Kommutativgesetz der Addition: Vertauschung der Summanden)
n 14
= E ajhbhicik
h=1 i=1

—  (Distributivgesetz: Ausklammern von aj)

n )4
= E Qjh E bricCik
h=1 i=1

(Definition der Multiplikation B - C)
n

= E ajh(B : O)hk
h=1
(Definition der Multiplikation A - (BC))

= [4-(B-O)n

Fiir jedes (7, k) stimmen also die Eintrége der Matrizen (A-B)-C und A- (B - C) iiberein.
Das bedeutet, dass die Matrizen iibereinstimmen.

Zu (iv) geben wir einfach ein Beispiel an:

(a0) Coa)=(0n)
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2.5 Anwendung von Matrizen

2.5.1 Lineare Gleichungssysteme Unter einem [linearen Gleichungssystem mit m
Gleichungen und n Unbekannten versteht man eine Zusammenstellung von Gleichungen
wie folgt:

any + aprs + -0 +apT, = b
(911 + QA99Ty + -+ + A9, Ty = b2
Am1T1 + 2T+ - + QGmpTp = bm

Die Koeffizienten a;; und b; der Rechten Seite entstammen einem fest gegebenem Korper
(spéter!). Die gesuchten Zahlen x; sollen ebenfalls diesem Koérper angehoren.

2.5.2 Umwandlung in Matrix-Schreibweise

Man kann nun die einzelnen Zahlen in dem Gleichungssystem geeignet zu Matrizen bzw.
Spaltenvektoren zusammenfassen:

a1x Qa2 - Q1p € by

Q21 Q22 -+ Q2p X2 by
A = . . . , r = A b =

Am1 Am2 Amn Tp bm

und dann das Gleichungssystem in kompakter Form als Matrixgleichung schreiben:
A-x = b

Bei gegebener m x n-Matrix A und gegebenem m-Spaltenvektor b ist der n-Spaltenvektor
x gesucht.

Bei der Matrixumschreibung eines linearen Gleichungssystems handelt sich nicht um grof3-
artige Mathematik, nichtsdestoweniger erleichtert die neue abstraktere Schreibweise die
rechnerische und theoretische Aufarbeitung der Theorie der Linearen Gleichungssysteme.

2.5.3 Geometrische Abbildung Betrachten Sie die Zeichenebene mit einem recht-
winkligen Koordinatensystem. Die Projektion entlang der NW-SO-Richtung auf die Ge-

rade
fL‘l —l
{($2>’$2_2$1}

lésst sich mit Hilfe einer Matrix beschreiben. Ein beliebiger Punkt ( P1 ) wird so abge-

Ty ()

[SU NN
WI—WIN
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2.5.4 Pausenverkauf

Eine Béckerei verkauft an m Tagen aus einem Sortiment von n Waren. Bezeichnet man
die Stiickzahl der am Tag j verkauften Waren von Typ k& mit s, so lésst sich der Ge-
samtverkauf in einer Matrix

S11 S12 * Sin

S91 S22 Sop
S =

Sm1 Sm2 "¢ Smn

zusammenfassen. Die Preise py fiir die einzelnen Warentypen k lassen sich in einem Spal-
tenvektor

P

Pn
anordnen. Der Vektor der Tageseinnahmen

ty

tm,
ergibt sich dann zu
t = S-p.

Am Tag j werden (wegen Jubildumsrabatt, Preiserhohung o.4.) alle Preise mit einem
Faktor f; multipliziert. Schreibt man diese Faktoren in den Zeilenvektor

o= (R L),

so ergeben sich die Gesamteinnahmen iiber die Verkaufsperiode hinweg zu

g = f-t=17[-5p
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2.6 Transponierung einer Matrix

2.6.1 Definition: Transponierung Es sei A eine m x n—Matrix. Vertauscht man die
Rollen von Zeilen und Spalten, so entsteht die n x m~Matrix AT = ?A mit den Eintrigen

(Ao = aw,  j=1,....on k=1 m.

T
11 Q12 -+ Qin @11 A21 -+ Aml
Q21 Q22 Q2p, Q12 A22 Am2
Am1 Am2 - Amn A1p Ao2n - Amn

Sie heifit die zu A transponierte Matrix. Beachte, dass auf der rechten Seite die Merkregel
,,linker Index ~ Zeilennummer / rechter Index ~ Spaltennummer” nicht mehr gilt.

2.6.2 Beispiel

. T 5 8 6
5 2 4 -2 5 1y s
8 —12 0,5 7 = 2
A 4 05 0
2 7 1

2.6.3 Satz: Transponierung bei Matrixoperationen

Es seien A, B zwei Matrizen mit jeweils zueinander passenden Zeilen- und Spaltenzahlen.
Es gilt

(A+B)" = AT+ BT
()l = aA”
(A-B)" BT . AT

2.6.4 Beweis der dritten Aussage: Fiir den Eintrag an der Position (4, k) von (A - B)T
gilt:

n n

(A-B))jk = (A- By = > (Awi(B)i; = > _(B)js(A )i = (BT - AT)jp.

i=1 i=1
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2.7 Quadratische Matrizen
2.7.1 Definition: Quadratische Matrizen
Eine Matrix, bei der Zeilenzahl m und Spaltenzahl n iibereinstimmen, heiflt quadratisch.

Wie gehabt wird die Menge der n x n-Matrizen mit K"*" bezeichnet.

2.7.2 Matrixmultiplikation nicht-kommutativ

Fiir n > 2 ist innerhalb von K™*" die Matrixmultiplikation nicht kommutativ. Dies sieht
man am Beispiel

EGD-CD GDeD-()

2.7.3 Definition: Symmetrische und schiefsymmetrische Matrizen

Eine quadratische Matrix heif3t symmetrisch, wenn
AT = A

Eine quadratische Matrix heif3t schiefsymmetrisch, wenn

Insbesondere sind alle Diagonaleintrége einer schiefsymmetrischen Matrix Null.

Beispiele sind:

bzw. -3
3

-1

2.7.4 Definition: Invertierbarkeit einer quadratischen Matrix

Eine Matrix A € K"™*™ heifit invertierbar, wenn es eine andere Matrix B € K"*" gibt, so
dass

A-B =1 und B-A=1. ()

Durch diese beiden Gleichungen ist bei gegebenem A die Matrix B eindeutig bestimmt.
Wire namlich B eine weitere Matrix, die (x) erfiillt, so wiirde gelten:

B =1-B=DB-A-B=DB-1=B.

Deshalb wird im Falle der Invertierbarkeit von A die Matrix B mit A~! bezeichnet. Sie
heifit die zu A inverse Matrix. Es gilt dann also

A-A7Y = T und Al A = I

Wir werden spéter (Abschnitt 4.2.7) sehen, dass eine der beiden Gleichungen in () bereits
die andere impliziert.
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2.7.5 Beispiele invertierbarer Matrizen

G - (57

-1

4 0 3 2 -6 -3
-1 1 0 = 2 =7 =3
5 =2 2 -3 8 4

2.7.6 Definition: Diagonalmatrix

Eine n x n-Matrix, deren Eintrage auflerhalb der Diagonale Null sind, d.h.
ajr = 0, fallsj#k,

heilt Diagonalmatriz. Sie hat die Gestalt und Schreibweise

a; 0 oo oo 0
0 ) )
: = diag(ai1, ..., ann)-
: .0
0 - o 0 a,
Man mache sich folgendes klar:

e Wird eine Matrix A € K"™*" von links mit der Diagonalmatrix diag(a1, . .., Gmm) €
K™*™ multipliziert, so wird fiir alle 7 = 1,...,m die j-te Zeile von A mit a;;
multipliziert.

e Wird eine Matrix A € K™*™ von rechts mit der Diagonalmatrix diag(ai1, . .., Gnn) €
K™*™ multipliziert, so wird fiir alle & = 1,...,n die k-te Spalte von A mit ag
multipliziert.

o Esist diag(aiq,. .., any) - diag(biy, . .., bny) = diag(aiibiy, - . ., Gupbpn).

e Eine Diagonalmatrix ist genau dann invertierbar, wenn alle Diagonaleintrige un-
gleich Null sind. Es ist dann

diag(ais, - - - ,a,m)_1 = diag(aﬁl, . ,a:”i).

2.7.7 Definition: Dreiecksmatrizen

Eine n x n-Matrix, deren Eintrdge unterhalb der Diagonale Null sind, d.h.
ajr = 0, fallsj >k,

heifit obere Dreiecksmatriz.

Dual dazu heifit eine n x n-Matrix, deren Eintrédge oberhalb der Diagonale Null sind, d.h.

a;r; = 0, fallsj <k,
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eine untere Dreiecksmatriz. Sie haben die Gestalt

bzw
: T : 0

Es ist iiblich, mit Hilfe des Sterns anzudeuten, dass da ,,irgendeine” Zahl (ungleich Null
oder gleich Null) aus dem Korper steht.

Enthalt zuséatzlich die Diagonale ausschliellich Nullen, so spricht man von strengen oberen
bzw. unteren Dreiecksmatrizen

bzw.
* :
0 0 * * 0

2.7.8 Definition: Einzel-Diagonalmatrix

Zur spéteren Verwendung legen wir noch eine Bezeichnung fest.

1

o . o Die Zahl a steht an der Position (g, 7).
Q]la - dlag(17 Tt 1’ o, 17 Tt ]') _ ¢ 1 Alle nicht vorhandenen Eintrige sind Null.
Man mache sich folgendes klar:

e Wird eine Matrix A € K™*" von links mit Q);, € K™*™ multipliziert, so wird die
j-te Zeile von A mit « multipliziert.

e Wird eine Matrix A € K™*" von rechts mit @;, € K™ multipliziert, so wird die
j-te Spalte von A mit o multipliziert.

e Esist diag(aiy,...,anm) = Qifaas * - - - Rnlann-
e Wenn a # 0, dann ist Q) invertierbar mit (Qjo) ™" = Q1.

2.7.9 Definition: Vertauschungsmatrix

Eine quadratische Matrix der Form

Die Nullen stehen an den Positionen (j, j) und (k, k).
Ek = Lo . Die beiden extra Einsen stehen an den Positionen (j, k) und (k, 7).
’ 1 ' Alle nicht vorhandenen Eintridge sind Null.
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mit k # j heifit Vertauschungsmatrix.

Beachte, dass T}, eine ganze Matrix bezeichnet und nicht etwa den Eintrag (7');; einer
Matrix T'.

Man mache sich folgendes klar:

e Wird eine Matrix A € K™ von links mit der Vertauschungsmatrix 7}, € K™*™
multipliziert, so werden dabei die j-te und k-te Zeile von A vertauscht.

e Wird eine Matrix A € K™*" von rechts mit der Vertauschungsmatrix Tj, € K"*"
multipliziert, so werden dabei die j-te und k-te Spalte von A vertauscht.

e T ist invertierbar mit (Tj;) ™ = Tj.

2.7.10 Definition: Addierer-Matrix

Zur spéteren Verwendung fithren wir fiir 57 # k die folgende Matrix ein:

1

R L Die zusétzliche 1 steht an der Position (7, k).
gk :

Alle nicht vorhandenen Eintrdge sind Null.
A 1
Man mache sich folgendes klar:

e Wird eine Matrix A € K™*" von links mit der Matrix Rj;, € K™ multipliziert, so
wird die j-te Zeile in A durch die Summe der j-ten und k-ten Zeile ersetzt.

Kiirzer: Die k-te Zeile wird zur j-ten addiert.

e Wird eine Matrix A € K™*™ von rechts mit der Matrix R;;, € K™ multipliziert,
so wird die k-te Spalte in A durch die Summe der k-ten und j-ten Spalte ersetzt.

Kiirzer: Die j-te Spalte wird zur k-ten addiert.



S. Hilger Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 54

2.7.11 Definition: a-Addierer-Matrix
Fiir j # k definieren wir noch die Matrix

1

R L Die Zahl a steht an der Position (j, k).
jk|o '

Alle nicht vorhandenen Eintréige sind Null.
' 1
Man mache sich folgendes klar:

e Wird eine Matrix A € K™*" von links mit der Matrix R, € K™ multipliziert,
so wird die j-te Zeile in A durch die Summe aus j-ter und ver-a-fachter k-ter Zeile
ersetzt.

Kiirzer: Das a-fache der k-ten Zeile wird zur j-ten addiert.

e Wird eine Matrix A € K™*" von rechts mit der Matrix R, € K™*" multipliziert,
so wird die k-te Spalte in A durch die Summe aus k-ter und ver-a-fachter j-ter
Spalte ersetzt.

Kiirzer:Das a-fache der j-ten Spalte wird zur k-ten addiert.
e Die Matrizen Rji, und R, _, sind invertierbar mit (Rjk‘a)_l = Rjk—a-

e Die Matrix Rj, kann wie folgt als Produkt der vorherigen Matrizen geschrieben
werden:

Rjkja = Qjla—1 - Rjk - Qjja
= Qk\a : Rjk : Qk\a—l-

Wir werden spéter noch sehen, dass sich alle quadratischen Matrizen als Produkte
von Matrizen der Form @)}, Tj; und Rj). darstellen lassen.
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3 Lineare Gleichungssysteme

3.1 Einfiihrung
Wir betrachten ein LGS

a11T1 + appxy + -+ apr, = by
a91T1 + 99T + -+ Aonly, — bg
A1 T1+ a2+ -+ ATy = by,

das in Matrixform so geschrieben werden kann:
A-x = b
INPUT: Gegeben sind dabei die m x n—Matrix A und der m-Spaltenvektor b. Es ist

gelegentlich giinstig bzw. fiir Programmierzwecke sehr zweckméfig, diese Daten in der
m x (n+ 1)-Matrix

app - am | b
Alb =
m1 - Gmn bm
zusammenzufassen. Sie heifit die erweiterte Matriz zum LGS.
OUTPUT: Gesucht ist der n-Spaltenvektor z. Wir bezeichnen die Menge aller n-
Spaltenvektor z, die das obige LGS 16sen, mit £(A|b). Formal:

L(AD) = {xeK” Ax:b}

3.1.1 Beispiele
Wir wollen an Beispielen aufzeigen, dass dann die folgenden Félle auftreten kénnen:

e Die Losungsmenge ist leer:

0.z = 3 (ig)(i;):(g)

e Die Losungsmenge enthélt genau ein Element:

() -()

e Die Losungsmenge enthélt unendlich viele Elemente:

(0 (2) - ()
(00 ()= (9)

Dabei gibt es unterschiedliche Qualitéiten von ,,Unendlich”.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 56

3.2 Aquivalenzumformungen
3.2.1 Definition: Aquivalenz/Umformung

Zwei Lineare Gleichungssysteme A|b und A |E heiflen dquivalent, wenn ihre Losungsmengen
iibereinstimmen.

Eine Umformung, die ein gegebenes LGS A[b in ein anderes &quivalentes LGS jﬂg
iiberfiithrt, heifit Aquivalenzumformung.

3.2.2 Zeilenumformung: Invertierbare Matrix von links

Wird ein gegebenes LGS von links mit einer invertierbaren m x m-Matrix T" multipliziert,
so geht es in ein dquivalentes LGS iiber. Fiir ein x € K™ gilt ndmlich (ganz ausfiihrlich)

Ar = b bzw. x € L(A|b)
T von links T -Ax =T-0b bzw. x € L(TA|TY)
T*lglinks Ar = b bzw. x € £(A|b),

also ist € L(A|b) genau dann, wenn x € L(TA|Tb) = L(T(A|b)).

Wir nennen eine solche Aquivalenzumformung einfach Zeilenumformung.

3.2.3 Elementare Zeilenumformungen

Insbesondere gibt es die folgenden elementaren Zeilenumformungen:
e Linksmultiplikation mit @)}, o # 0: Die j-te Zeile des LGS wird mit o multipliziert.
e Linksmultiplikation mit T};: Die j-te und k-te Zeile des LGS werden getauscht.

e Linksmultiplikation mit R;;: Die k-te Zeile des LGS wird zur j-ten Zeile addiert.

3.2.4 Zusiatzliche Beobachtung
Man mache sich folgendes klar:

Stehen in den beteiligten (ein oder zwei) Zeilen von A|b in der gleichen Spalte Nullen, so
ist dies auch nach einer elementaren Zeilenumformung der Fall.

Fiir eine beliebige Spaltennummer ¢ € {1,...,n + 1} gilt:

(Alb)je = 0 = (A = (A)y = 0 = (A

3.2.5 Kombinierte Zeilenumformung

Wie wir in Abschnitt 2.7.11 gesehen haben, konnen diese elementaren Zeilenumformungen
zu einer weiteren Zeilenumformung kombiniert werden:

e Linksmultiplikation mit Rjj,: Die ver-a-fachte k-te Zeile des LGS wird zur j-ten
Zeile addiert.
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3.2.6 Eintriage zu Null machen

Ist bei einer gegebenen erweiterten Matrix A|b ein Diagonalelement ay, ungleich Null,
so lassen sich alle anderen Eintrédge in der Spalte ¢ durch Zeilenumformungen ,,zu Null
machen”.

Steht dabei an der Position (¢, k) (gleiche Zeile wie ag, andere Spalte k) eine Null, so
bleiben dabei alle Eintrége dieser Spalte unveréindert.

* * * 0
o
0 agyp 0 apyp

* * * * * * * * * * * * * * 0 * * *

Wie geht das? Fiihre fiir alle Zeilen j = 1,...,m, j # ¢ die folgende Operation aus:

Multipliziere von links mit der m x m Matrix Rj g%t
Qg

Gleichbedeutend damit ist, dass von der j-ten Zeile das Z—Z -fache der Zeile ¢ sub-
trahiert wird.

Es ist dann

Ter = . — 4t =
Qjp = Qjy are Aoy = 0.

3.2.7 Beispiel

-2 4 5 —3|-=2 -2 0 3 -15|-16
0 2 1 617 s 0 2 1 6 |7
7 -15 3|9 7 0 55 6 |123

Es ist ass # 0. Also lassen sich alle Eintrage der Spalte 2 zu Null machen.
Weiter ist as; = 0. Deshalb bleibt Spalte 1 unverédndert.
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Ein LGS A|b heifit in oberer Dreiecksform, wenn alle Eintrage von A unterhalb der Dia-

gonale gleich Null sind:

Es hat also die Gestalt

je nach dem die Zeilenzahl grofler, gleich oder kleiner ist als die Spaltenzahl.

3.3.2 Satz: Aquivalenzumformung eines LGS in obere Dreiecksform

all

0

0

Aj = Oa

aln

ann

0

0

ail

0

falls j > k.

aln

0 Ann

all

0

0

Amm

Aln

Amn

Durch eine Abfolge geeigneter Zeilenumformungen kann man ein gegebenes LGS Alb in

ein anderes dquivalentes LGS A ]Z umformen,. ..

(i) das in oberer Dreiecksform ist,

(ii) dessen Diagonaleintrige ay, gleich Null oder Eins sind,

(iii) und, falls ein Diagonaleintrag ax, = 1 ist, auch alle Eintréige oberhalb dieses Eintrags
gleich Null sind.

Das bedeutet, dass die k-te Spalte der Matrix A genau eine der beiden Formen

hat.

0

O =

oder

*

o

< Zeile k
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3.3.3 Begriindung

Fiihre fiir jede Spalte k = 1,2,...,min{m,n} (von links nach rechts) des gegebenen LGS
die folgenden Schritte durch:

e Erreiche durch Vertauschung mit einer Zeile unterhalb, dass moglichst an der
Diagonal-Position (k, k) ein Eintrag ungleich Null steht!

e Falls der Eintrag an der Diagonalposition (k, k) ungleich Null ist, multipliziere die
Zeile k mit ﬁ !

e Mache alle Eintrédge unterhalb (und wenn moglich und gewiinscht: oberhalb) von

(k,k) zu Null!
e Dabei bleiben alle Spalten 1,...,k — 1 unverandert.

e Gehe zur néchsten Spalte k + 1.
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3.3.4 Beispiel 1 Wir betrachten das LGS

201 + 3x9y — 223 = =3
5ty — x9 + 323 = K
Ty + X9 + x3 = 5
—31‘1 + 412 — 4%3 = 2

in dem ein Parameter K € R auftritt. Es soll in Abhéngigkeit von K die Losungsmenge
L(Albg) bestimmt werden.

Die Zeilenumformungen laufen nun beispielsweise wie folgt ab. Es ist giinstig zunéchst die
Zeilen so zu ordnen, dass Einsen weiter oben auftauchen und der Parameter ganz unten.

2 3 =2 -3
5 —1 3 K
1 1 1 5
-3 4 -4 2
1 1 1 5
2 3 =2 -3 —21
-3 4 -4 2 +3 1
5 —1 3 K -5 1
1 1 1 D —11I
0o 1 -4 —13
0o 7 -1 17 -7 11
0 -6 -2 K-25 +6 11
1 0 ) 18
0O 1 -4 —13
0 0 27 108 27
0 0 —26|K—103
1 0 ) 18 —5 III
0o 1 -4 —-13 +4 III
0 0 1 4
0 0 —26|K—-103| +26 III
1 0 0 -2
0 1 0 3
0 O 1 4
0 0 0 K +1

fir K # —1 ist die Losungsmenge leer. Fiir K = —1 ergibt sich die eindeutige Losung

T —2
) = 3
T3 4
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3.3.5 Beispiel 2 Wir betrachten das LGS

6.’13'1 + 433'2 — 4.1'3 + 2{134 = 12
—x; + 229 — 223 + 324 = —5
3I1 — T9 — X3 — T4 = 0

Die Zeilenumformungen laufen nun beispielsweise wie folgt ab.

6 4 —4 2] 12 2= 1II

-1 2 -2 3| 5| «(-1)—= 1
3 -1 -1 —1| 0
1 -2 2 =3] 5
3 2 -2 1| 6 -3 1
3 -1 -1 —1| o0 -3 1
1 -2 2 =3|] 5
0 8 -8 10| -9 '8
0 5 -7 8|-15
1 2 2 =3] 5 +2 11
0 1 -1 2] -2
0 5 -7 8|-15 —5 11
1 1T
1 0 0 —3| %
0 1 -1 3] -2
0 0 -2 - (~2)
1 0 0 —3| %
0o 1 -1 2| -2 + I
7 75
1 0 0 —5] &
3 7
o 1 o0 & =
7 7
o 0 1 -I| B

Damit ergibt sich als allgemeine Losung

1 1
4 2
57 _3
16 8
z(A) = = |t A -
16 8
0 1
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4 Gruppen und Korper

4.1 Verkniipfungen
4.1.1 Definition Es sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung

U‘{XXX - X
' (a,b) — w(a,b)

heifit Verknipfung auf X. Um die ,,Binaritdt” der Verkniipfung zu betonen, schreibt man
meist

v(a,b) = axb.

Anstelle des Zeichens * werden vielfdltige Symbole benutzt.

4.1.2 Beispiele
e Auf der Menge X = N:

— Addition (a,b) — a + b,

— Multiplikation (a,b) — a - b = ab,

— Potenz (a,b) — a®,

— Grofiter gemeinsamer Teiler (a,b) — aMb = ggT(a,b),

— Kleinstes gemeinsames Vielfaches (a,b) — a LUb = kgV(a,b),

a, falls a <D,

— Minimum  min : (a,b) — { b, falls a > b,

Auf der Menge X = Q:

— Addition, Subtraktion, Multiplikation, Minimum,
— Arithmetisches Mittel (a,b) —a L b := 2.

Auf der Menge X = Rt = {z € R|z > 0}

— Addition, Multiplikation, Potenz,
— geometrisches Mittel (a,b) — Va - b.

Auf der Menge X = P(Y'), wobei Y eine Menge:

— Vereinigung, Durchschnitt, Differenz, Symmetrische Differenz

Auf der Menge X = R"*"

— Addition, Subtraktion, Multiplikation

Auf der Menge X = F(Y,Y) der Abbildungen Y — Y innerhalb einer Menge Y

— Komposition (f,g) — go f
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4.2 Gruppen

4.2.1 Definition Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung x heifit Gruppe,
symbolisch (G, *), wenn folgende ,,Gesetze” erfiillt sind:

(Assoziativgesetz) Fiir beliebige a,b, c € G gilt:

(axb)xc = ax(bxc)

(Existenz und Eindeutigkeit des neutralen Elements)
Es existiert genau ein Element e € G, so dass fiir alle a € G gilt

axe = a und exa = a

(Existenz und Eindeutigkeit der inversen Elemente)
Zu jedem a € G existiert genau ein Element b € GG, so dass fiir alle a € G

bxa = e und axb = e.

4.2.2 Beispiele Was ist jeweils das neutrale Element? Welches ist das inverse Element
zu einem gegebenen Element?

e (Z,+), (Q,+), (R,+)
(K™ +)
@\ {0},-), (R\ {0},-)

e Die Menge der quadratischen Diagonalmatrizen mit Eintrdgen ungleich Null auf der
Diagonalen

nXn| ajr =0, fallsj#k
{AEK | ajp #0, fallsj=k

mit der Matrixmultiplikation als Verkniipfung.
o (P(X),A).
e Definiere auf der Menge {g,u} die Verkniipfung

52
Q
N

u
9

)
U

SIS

Es handelt sich um eine Gruppe mit zwei Elementen, sie wird meist mit Zs bezeich-
net.

e Die sogenannte triviale Gruppe besteht aus einem einzigen Element: G = {e}.
e Die Menge der invertierbaren Matrizen
GL(n,K) := {A € K" "|A invertierbar}
ist bzgl. der Matrixmultiplikation eine Gruppe.

e Die Menge X = F" (YY) der bijektiven Abbildungen ¥ — Y ist mit der Kompo-
sition als Verkniipfung eine Gruppe.
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4.2.3 Abschwichung der Gruppenaxiome

Betrachte fiir eine Verkniipfung = auf einer Menge X die folgenden beiden Eigenschaften

NE/IE"*| Es gibt ein Element e € X, so dass die beiden folgenden Aussagen gelten:

e Fiir alle a € X gilt: e x a = a. Man sagt dazu, e sei links-neutral.

e Zu jedem a € X existiert ein Element b € X, so dass b*xa = e. Man sagt, b ist zu a
links-invers bzgl. e.

NE/IE="=| Es gibt ein Element e € X, so dass die beiden folgenden Aussagen gelten:

e Fir alle a € X gilt: a x e = a Man sagt dazu, e sei rechts-neutral.

e Zu jedem a € X gibt es ein Element b € X, so dass a x b = e. Man sagt, b ist zu a
rechts-invers bzgl. e.

4.2.4 Satz: Schwache Gruppenaxiome — Starke Gruppenaxiome

Es sei * eine Verkniipfung auf einer Menge X, die erfiillt. Dann sind die folgenden
drei Aussagen dquivalent:

(A) Es gelten die Gesetze und [IE], d.h. (X, %) ist eine Gruppe.

(B) Es gilt [NE/IE"™= |

(C) Es gilt |[NE/IE™"*|.

4.2.5 Beweis
Die Implikationen (A) = (B) und (A) = (C) sind trivial.
Fir (B) = (A) braucht man mehrere Schritte. Es sei also das Axiom NE/IE"* gegeben.

Wir nennen ein Element e, das den Aussagen NE/IE"™ bzw. NE /TE*"* geniigt, innerhalb
dieses Beweises stark links-neutral bzw. stark rechts-neutral.

1. Es sei e stark links-neutral und a € X beliebig. Wir zeigen, dass ein zu a bzgl. e
links-inverses Element b auch rechts-invers bzgl. e ist. Dazu sei ¢ € X links—invers
zu b bzgl. e. Jetzt gilt:

a*b
(e ist links-neutral) — € % (a * b)
(c ist links-invers zu b bzgl. ¢) — (C * b) * (a * b)
(Assoziativ-Gesetz) — (C * (b * a)) *xb
(b ist links-invers zu a bzgl. e) — (C * 6) *xb
(Assoziativ-Gesetz) — C% (6 * b)
(e ist links-neutral) = C %X b

(c ist links-invers zu b bzgl. e) — €
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2. Es sei e stark links-neutral. Wir zeigen, dass e rechts—neutral ist. Dazu sei a € GG
beliebig und b zu a links-invers bzgl. e. Dann gilt:

axe
(b ist links-invers zu a bzgl. ¢) — (A % (b * CL)
(Assoziativ-Gesetz) — (a * b) *x a
(GemiB Schritt 1 ist b rechts-invers zu a bzgl. e) = exa
(e ist links-neutral) — @

3. Angenommen, es gibt zwei stark links-neutrale Elemente e und é. Dann gilt

€
(Nach Schritt 2 ist e rechts-neutral) — € % €
(€ ist links-neutral) = €.

4. Angenommen, es gibt zu einem a € X zwei links-inverse Elemente b und b (bzgl.
des einzigen stark links-neutralen Elements e). Dann ist

b
(e ist links-neutral) — €% E
(b ist links-invers zu a) — (b * CI,) * B
(Assoziativ-Gesetz) — b * (CL * B)
(Nach Schritt 1 ist b rechts-invers zu a) = b *x €
(Nach Schritt 2 ist e rechts-neutral) = b

Also ist das links-inverse Element eindeutig.

Die andere Implikation (C) = (A) wird vollig analog gezeigt.

4.2.6 Bezeichnung: Inverses Element

Da das inverse Element zu einem beliebiges a € G eindeutig ist, kann es symbolisch auf
a bezogen werden: Man schreibt — je nach verwendetem — Verkniipfungssymbol:

P —a, oa.

4.2.7 Beispiel: Inverse Matrix Die Aquivalenzen des letzten Satzes zeigen, dass zur

Definition der Invertierbarkeit einer Matrix bereits eine der beiden Gleichungen in 2.7.4
(%) ausreicht. Die eine Gleichung impliziert die andere.
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4.2.8 Satz Existenz und Eindeutigkeit der Losung
Es seien (G, ) eine Gruppe und a,b € G.
(i) Die Gleichung ax x = b hat genau eine Losung z = a~! x b.

(ii) Die Gleichung z % a = b hat genau eine Losung z = b* a1

4.2.9 Beweis Existenz: Fiir gegebene a,b € G setze x := a~! x b. Dann gilt tatsichlich

ax(atxb) = (axa ) kb = exb = b.

Eindeutigkeit: Es seien x1, x5 € G, so dass

axxr;y = b und a*xry = b.
Dann folgt:
a*xT1 = a*xTo.

Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit a~!

alxaxz, = alxaxwx,.

Daraus folgt mit (IE) und (NE) z; = x.

4.2.10 Definition
Eine Gruppe (G, x) heifit abelsch oder kommutativ, wenn das folgende ,,Gesetz” giiltig ist:

Fiir alle a,b € G gilt:

axb = bxa.

4.2.11 Beispiele
e Die in Abschnitt 4.2.2 erwéhnte Gruppe GL(K, n) ist fiir n > 2 nicht-kommutativ.

e Die in Abschnitt 4.2.2 erwahnte Gruppe F*¥(Y,Y) ist fiir |Y'| > 3 nicht-kommutativ.
e Alle anderen dort erwdhnten Gruppen sind kommutativ.

e Die Menge {A € K™"| s+ 20 @272 ¢ } der quadratischen oberen Dreiecksmatri-
zen mit Eintrdgen ungleich Null auf der Diagonalen ist Beispiel einer weiteren nicht—
kommutativen Gruppe. Die Matrixmultiplikation ist die Verkniipfung. Neutrales
Element ist die Einheitsmatrix. Das inverse Element zu einer gegebenen oberen
Dreiecksmatrix A ist die eindeutige Losung X des LGS (mit n? Gleichungen)

all e e e al’n xll ... ... e xln 1 0 ... ... O
0 0 0

: . .. : : .. .. : : .. 0
0 «+ - 0 amm 0 -+ o 0 Zpn 0O -+ -+ 0 1

Die Nicht-Kommutativitéit wird durch das Beispiel in Abschnitt 2.7.2 aufgezeigt.
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4.3 Korper

4.3.1 Definition Eine Menge K, auf der zwei Verkniipfungen

[KxK — K . [KxK = K
‘1 (ab) — a+b b ‘1 (ab) — a-b

(Addition und Multiplikation) definiert sind, heifit (kommutativer) Korper (K, +,-), wenn
folgendes gilt:

(1) (K,+) ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0).
(2) (K\ {0}, ") ist eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 1).

(3) Fiir alle a,b, c € K gilt das Distributivgesetz:
a-(b+c) = (a-b)+(a-c).

4.3.2 Starker ausgebreitet
bedeutet dies, dass die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

AG/A| Das Assoziativgesetz der Addition.
Fiir alle a,b,c € K gilt: (a+b)+¢ = a+ (b+¢)

KG/A| Kommutativgesetz der Addition.
Fiir alle a,b € K gilt: a + 0 = b+ a.

NE/A| Neutrales Element bzgl. Addition.
Es gibt genau ein Element 0 € K| so dass fiir alle a € K gilt: a+0 =0+a = a.

IE/A| Inverses Element bzgl. Addition.

Zu jedem Element a € K gibt es genau ein Element —a, so dass gilt:
a+(—a)=0.

AG/M| Assoziativgesetz der Multiplikation.
Fiir alle a,b,c € K\ {0} gilt: (a-b)-c=a-(b-c).

KG/M| Kommutativgesetz der Multiplikation.
Fiir alle a,b € K\ {0} gilt: a-b=b-a.

NE/M| Neutrales Element bzgl. Multiplikation.
Es gibt ein Element 1 € K\ {0}, so dass fur allea € K gilt: a-1=1-a = a.

IE/M| Inverses Element bzgl. Multiplikation.

Zu jedem Element a € K\ {0} gibt es genau ein Element o', so dass gilt:
a-at=1.

Distributivgesetz.
Fiir alle a,b,c € K gilt: a- (b+¢) = (a-b) + (a - ¢)
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4.3.3 Beispiele Ihnen bereits bekannte Beispiele von Koérpern sind
e der Korper der rationalen Zahlen QQ
e der Korper der reellen Zahlen R

mit der gewohnlichen Addition und Multiplikation. Beachten Sie, dass die oben angege-
benen Korpereigenschaften keine Aussage iiber die Ordnungsrelation < machen.

4.3.4 Bemerkungen
e Das neutrale Element der Addition heifit Null(—element).

e Die Addition eines inversen Elements wird als Subtraktion bezeichnet. Man schreibt
kiirzer a — b := a+ (—b).

e Das neutrale Element der Multiplikation heifit Fins(—element).

e Die Multiplikation mit einem inversen Element wird als Division bezeichnet. Man
schreibt kiirzer a : b := a-b71.

e Das Verkniipfungssymbol - wird oft weggelassen. Man schreibt kiirzer:

ab = a-b.

e Es wird die Konvention ,,Punkt vor Strich” benutzt. Das Distributivgesetz kann
dann so geschrieben werden:

a-(b+c¢) = a-b+a-c bzw.
alb+c) = ab+ac
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4.3.5 Satz: Nullteilerfreiheit

Es seien a, b zwei beliebige Elemente in einem Koérper K = (K, +,-). Dann gilt:
(i) a=0 oder b=10 = a-b=0.

(ii) Die Implikation
at+a+...+a = 0 == a=20

ist im allgemeinen nicht richtig.

4.3.6 Beweis
(i) ,,=": Wir setzen O.B.d.A. b = 0. Es gilt fiir ein beliebiges a € K:
a-0 = a-(0+0) =a-0+a-0.
Das heifit aber, dass a - 0 das additiv neutrale Element ist. Also ist a - 0 = 0.
(i) ,,<": Es seien a,b € K gew#hlt mit
a-b = 0 und a # 0.
Es gilt dann
b = 1-b=a'ta-b=at-0=0.

Die Aussage (ii) verdeutlichen wir an einem (Gegen-)Beispiel:

In dem Korper {g,u} (Abschnitt 4.5.2) gilt w + u = 0, u ist aber nicht das neutrale
Element bzgl. der Addition.

4.3.7 Bemerkung

Die Aussage dieses Satzes fithrt dazu, dass in den Eigenschaften | AG/M| und | KG/M

die Menge der Elemente, fiir die die angegebenen Gleichungen gelten, von K\ {0} in das
ganze K abgedndert werden kann.




S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 70

4.4 Ringe
4.4.1 Definition: Ring

e Eine Menge R, auf der zwei Verkniipfungen + und - definiert sind, heiffit Ring, wenn
sie bzgl. der Addition + eine abelsche Gruppe ist und zusétzlich die Eigenschaften

AG/M

aufweist.

e Ein Ring R heifit kommutativ, wenn auch die Multiplikation kommutativ ist, also
zusatzlich

KG/M

erfiillt ist.

e Ein Ring R heifit unital (= mit Eins), wenn es genau ein neutrales Element bzgl.
der Multiplikation gibt, also zusétzlich

NE/M

erfillt ist.

e Ein Ring R mit Eins heifit Schiefkirper, wenn jedes Element ungleich Null genau
ein (eindeutiges) Inverses bzgl. der Multiplikation hat, also zusétzlich

IE/M

erfiillt ist. Ein Schiefkdrper muss nicht multiplikativ-kommutativ sein.

4.4.2 Beispiele

Korper

e 7 ist ein kommutativer Ring mit 1.

e Die Menge R[z]| der Polynome in einer / \

Variablen mit Koeffizienten aus R bil-
det einen kommutativen Ring mit 1.

kommutativer Ring mit 1 Schiefkdrper

e Die Menge K™ ™ der quadratischen l l
Matrizen ist ein Ring mit 1. Fiir n > 2
ist er nicht kommutativ.

e Die Menge 2 7Z der geraden ganzen Zah- \ /
len bildet einen kommutativen Ring

(ohne 1). Ring

kommutativer Ring Ring mit 1

e Der Quaternionen-Schiefkorper wird l
spéater noch vorgestellt.

Abelsche Gruppe
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4.5 Der Korper F,
4.5.1 Definition: Der Korper F,

e Es sei p eine Primzahl, die wir uns von jetzt ab fixiert denken.

Definiere fiir jede ganze Zahl k € Z die Teilmenge

ko= {...k=3p.k—2pk—pkk+pk+2pk+3p,..}CZ

Es ist die Menge aller ganzen Zahlen, die bei der Division durch p den Rest k
ergeben. Man nennt sie deshalb Restklassen modulo p.

Unterscheiden sich zwei Zahlen £, ¢ € Z um ein ganzzahliges Vielfaches von p, so
gilt offenbar k = /.

Es sei jetzt IF, die Menge aller Restklassen modulo p

F, = {0,1,2,3,....p—1}.

Definiere Addition und Multiplikation auf I, durch

k+
7.

~ s
I

E‘T“ o
| T
S

e Man kann dann beweisen, dass [F), ein Korper mit genau p Elementen ist.

4.5.2 Beispiele

e Wir nehmen p = 2 und sehen, dass auf der Menge {g, u} mit

= 27 = {gerade Zahlen}
= 2Z +1 = {ungerade Zahlen}

g =
u —=

= O
|

die Addition und Multiplikation gegeben sind durch

tlgle] [ Jole]

g|g|u 91919
ullulg ullglu

Der Beweis, dass dies ein Korper ist, besteht darin, alle Korpergesetze fiir alle Ein-
setzungen von g, u fiir die in diesen Gesetzen auftretenden Variablen zu testen. Das
Null-Element ist 0 = ¢g. Das Eins—Element ist 1 = .
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Fiir p = 3 sind die Verkniipfungstabellen gegeben durch

+10[1|2 0[1]2
0]j0|1]2 0)0]0|0
11/2]0 1(0/1]2

01 2010(2|1

Fiir p = 5 sind die Verkniipfungstabellen gegeben durch

+0]1/2]3 4 0[1/2]3|4
0012|314 0(0(0|0|0|0
1 213(4|0 1)(0(1]2|3|4
2123/4/0|1 210(2|4|1/3
3113[4(0(1|2 310(3|1/4|2
414/0(1/2]3 4104|321

In der Algebra wird dann weiter bewiesen, dass es zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p*

genau einen Kérper Fx mit dieser Méchtigkeit gibt. In diesem Fall konnen Addition
und Multiplikation aber nicht nach der ,,Restklassenmethode” definiert werden. Man
sollte nicht die Symbole

zur Beschreibung der Elemente benutzen.

Endliche Kérper mit Méchtigkeiten, die ungleich einer Primzahlpotenz sind — bei-
spielsweise Méchtigkeit 6 — gibt es nicht.

Beachte, dass in endlichen Kérpern I, oder F, nicht in sinnvoller Weise eine , lineare
Ordnung” < definiert werden kann.

Lasst man es zu, dass p keine Primzahl ist, so entsteht gem#fl der obigen Definition
von Addition und Multiplikation ein kommutativer Ring mit 1, der aber kein Korper
ist. Er wird mit Z/pZ bezeichnet.

Ist ndmlich p = r - s mit 1 < r, s < p eine Faktorzerlegung von p, so gilt
7.5 = p = 0.

In diesem Ring gibt es also Nullteiler, was nach Satz 4.3.5 in einem Koérper unmoglich
ist.
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4.6 Der Korper der komplexen Zahlen
4.6.1 Gaufl’sche Zahlenebene Wir betrachten die Menge der reellen Zahlenpaare

C :=RxR := {(x,y)‘x,yER}.

In dem nun zu entwickelnden Kontext heiflen die Zahlenpaare komplexe Zahlen. Im allge-
meinen verwendet man die Buchstaben

z = (z,9) oder w = (u,v).

Wir stellen uns diese Menge als eine Ebene vor.
R

(z,v)
y -t

-
N

N

Bei Zugrundelegung dieser Auffassung heifit die Ebene auch Gauf$’sche Zahlenebene oder
komplexe Zahlenebene.

4.6.2 Versuch Wir stellen uns die Aufgabe, dieser Menge der Zahlenpaaren die ,,Grund-
rechenarten” so einfiithren, dass die Korperaxiome erfiillt sind. Ein erster Versuch kénnte
darin bestehen, die Verkniipfungen komponentenweise durchzufiihren:

(x,y) + (u,v) = (v+u,y+v)
(z,y) - (w,v) = (zu,yv)

Tatséchlich ist dann (R x R, +) eine abelsche Gruppe mit dem neutralen Element (0, 0).
Leider ist aber (R x R\ {(0,0)},-) keine Gruppe, da Elemente der Form (a, 0) oder (0, b)
keine Inversen besitzen. Anderes Argument: Es gilt auch

(CL, 0) ) (07 b) - (Ou O)
Wir wissen aber aus Satz 4.3.5, dass Korper keine Nullteiler besitzen. SACKGASSE!

4.6.3 Komplexe Addition und Multiplikation

Es gibt aber eine Losung unserer Aufgabe. Wir definieren auf der Menge C die Addition
koordinatenweise und die Multiplikation ganz anders wie folgt:

(,9) + (w,0) = (r+uy+v)
(z,y) - (w,v) = (zu—yv, 20+ yu)

Wir probieren diese Verkniipfungen an verschiedenen Beispielen aus.
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4.6.4 Addition, skalare Multiplikation, reelle Zahlen als Teilmenge

e Die Addition ist einfach die aus der Schule bekannte Addition von Vektoren in der
Zeichenebene. Das neutrale Element bzgl. der Addition ist 0 = (0,0). Das additiv
inverse zu einer Zahl (z,y) ist (—x, —y).

e Wir betrachten die Verkniipfung fiir Zahlenpaare, deren zweite Koordinate 0 ist.
(ZE’,O)+(U,O) = (l‘+u,0), (ZE’,O)(U,O) = (ZEU,O)

Das bedeutet, dass mit diesen Zahlen genauso gerechnet wird wie mit den reellen
Zahlen. Auf diese Weise kann die Menge der reellen Zahlen als Teilmenge der kom-
plexen Zahlen aufgefasst werden. Man sagt auch, dass die Zahlen (a,0) reell sind.
Die Schreibweise als Inklusion

R C C=RxR

ist mengentheoretisch etwas skurril, aber algebraisch sinnvoll. Entsprechend schreibt
man auch

r = (x,0) fiir alle x € R.

e Aus der Schule ist bekannt, dass Vektoren auch vervielfacht werden kénnen (Skalar—
Multiplikation). Wir multiplizieren eine reelle Zahl mit einer beliebigen komplexen
Zahl:

(,0) - (u,v) = (xu,xv).
Tatséchlich wird der ,,Vektor (u,v) mit x skalar vervielfacht.
4.6.5 Die imaginire Einheit, Real- und Imaginirteil
e Das Quadrat von (0, 1) ist
(0,1)> = (0,1)-(0,1) = (—1,0).
Wir haben also eine Wurzel der reellen Zahl —1 gefunden.

e Dies ist Anlass fiir die Definition der Imagindren FEinheit:
i = (0,1).

e Dann kann eine beliebige komplexe Zahl (z,y) ein-eindeutig geschrieben werden als
(r,y) = (2,00+0,y) = (,00+(0,1)- (y5,0) = z+iy.

e In Bezug auf eine gegebene komplexe Zahl z = (z,y) heifit die reelle Zahl x der
Realteil und y der Imagindrteil. Als Funktionen sind dies

{ C - R { C - R
Re: Im :
(,y) = =z (z,y) = y
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4.6.6 Distributive Interpretation der komplexen Multiplikation
Die Regel fiir die Multiplikation 4.6.3 zweier komplexer Zahlen kann in der i-Darstellung
nun so aufgeschrieben werden:

(x+1y) - (u+iv) = (xu—yv)+i(zv+yu).

Damit erdffnet sich im Nachhinein eine zugénglichere Sichtweise der komplexen Multi-
plikation. Bei Anwendung der Distributivitit und der Regel i> = —1 auf die linke Seite
kommt genau der Ausdruck rechts heraus.

Beachte, dass wir damit das Distributivgesetz weder bewiesen noch benutzt haben, wir
haben lediglich die Definition der komplexen Multiplikation ,,distributiv interpretiert”.

4.6.7 Multiplikativ Inverses
Das zu einem Element z = z + iy € C\ {0} multiplikativ inverse ist gegeben durch

1 T 7]

= —1 .
z v +y? 2 4y?

Wie bei rationalen oder reellen Zahlen wird bei der Division zweier komplexer Zahlen die
Bruchschreibweise verwendet.

In der Tat gilt:

2 2
) [ =2— — Y ) = (X U ) Yy YT ) —
(z +1iy) <x2+y2 Z$2+y2> <x2+y2 + x2+y2> + <I2+y2 x2+y2> L.
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4.6.8 Satz: (C,+,-) ist ein Korper.

4.6.9 Beweis
(1) Dass bzgl. der Addition eine abelsche Gruppe vorliegt, ist offensichtlich.
(2) Dass fiir drei komplexe Zahlen p, q, z das Assoziativgesetz der Multiplikation gilt,

P-q)-z = p(a2),
soll in einer Ubungsaufgabe gezeigt werden.

(3) Neutrales Element und inverse Elemente bzgl. der Multiplikation haben wir schon
angegeben. Die Eindeutigkeit ist mit Satz 4.2.4, angewandt auf die Gruppe (C \ {0},-),
gezeigt.

(4) Unter Benutzung der distributiven Interpretation, vgl. Abschnitt 4.6.6, berechnen wir
getrennt die linke und die rechte Seite im Distributivgesetz.

(z+iy) - ((u+iv) + (p+iq))
= (z+iy) - (u+p+i(v+q))
= 2(u+p) —y(v+q) +i(ylu+p)+z(v+q))
= zu+xp—yv —yq + i(yu + yp + zv + xq)

(x4 1dy) - (u+v) + (z +iy) - (p+ iq)
= ru—yv+i(yu+ 2v) + zp — yq +i(yp + vq)
= zu—yv+ap —yq+i(yu + v+ yp + 19).

Es stellt sich heraus, dass die beiden Ausdriicke iibereinstimmen.
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4.6.10 Definition: Konjugation in C

Wir definieren fiir eine Zahl z = = + iy in der komplexen Zahlenebene die Konjugiert-
Komplez-Bildung durch:

_. C - C
=4y = Z=x—1y

Z heifit die zu z konjugiert-komplexe Zahl.

4.6.11 Satz: Eigenschaften der Konjugiert-Komplex-Bildung
Die Konjugiert-Komplex-Bildung hat folgende Eigenschaften.

(i) Sie ist ein ,,Automorphismus” des Korpers C, d.h. es gilt fiir alle z,w € C

z+w = Z4+w, 2w = Z—w,
Z-w = Z-w, (%) = %, falls w # 0.

(i) Sie ist involutiv, d.h. es gilt fiir alle z € C

|
Il
N

(iii) Fir Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z gelten die Identitéten

z2+z
R —
ez 5
Imz = Z_,Z
27

Eine komplexe Zahl stimmt mit ihrer konjugierten iiberein genau dann, wenn sie
reell ist

z = Z — zeR.
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4.6.12 Definition: Absolutbetrag in C

Wir definieren fiir eine Zahl z = = + 1y in der komplexen Zahlenebene die Konjugiert-
Komplex-Bildung durch:
I { C —» R

z=x+iy — |z|=+/22+y?

Die Zahl |z| heiit der Absolutbetrag (kurz: Betrag) der komplexen Zahl z.

4.6.13 Satz: Eigenschaften des Absolutbetrags
Der Absolutbetrag hat folgende Eigenschaften

(i) Zusammenhang mit Konjugiert-Komplex-Bildung

|z = z € R}

Z-
2] =0 <= 2=0

(ii) Multiplikativitédt. Fiir zwei komplexe Zahlen z, w gilt

jw-z[ = |wl-|z]

2] = M fallsz#£0

z |z[
lw+z| # |w|+ 2] (im allgemeinen)
4

lw — 2| lw| — |z| (im allgemeinen).

(iii) Mit Hilfe der Konjugiert-Komplexbildung und des Absolutbetrags liasst sich die
Ermittlung des multiplikativ inversen Elements einer komplexen Zahl z = x + 1y so
durchfithren

z z T — 1y

1
z Z-z |22 a2y
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4.6.14 Einheitskreis Wir betrachten jetzt Zahlen, die auf dem Einheitskreis E der
komplexen Zahlenebene liegen:

E = {ZEC

=1} cC

Ist x + 1y eine beliebige Zahl auf diesem Einheitskreis, so gibt es, wie in der Analysis
gezeigt wird, eine Zahl ¢ € R (das Bogenmass), so dass

T = COosy, Yy = sin .

Beispielsweise kann man ¢ = arctan £ nehmen.

Die Zahl ¢ heifit in diesem Zusammenhang das Argument, oder — im Kontext physikali-
scher Anwendungen — der Phasenwinkel von z.

P z + 1y

u + iv

4.6.15 Multiplikation auf dem Einheitskreis

Fiir zwei Zahlen aus F

rT+iy = cosp+ising
u+1w = cosy +isiny
berechnen wir das Produkt:
(u+iv) - (r+1y) = (cosy+isiny)- (cosy +ising)
= (cost-cosp —siny - sinp) + i(cos - sin p + cos ¢ - sin)
(Additionstheoreme) = COS(Qﬁ + @) + Z Sln(’(b + QO)

Das Produkt liegt wieder auf dem Einheitskreis. Der Multiplikation zweier komplexer
Zahlen auf dem Einheitskreis entspricht die Addition der zugehérigen Bogenmasse.
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4.6.16 Polarkoordinaten
Es sei z = x + iy € C\ {0} eine komplexe Zahl ungleich Null. Dividiert man diese Zahl

durch ihren Betrag |z|, so liegt der Quotient ‘72" auf dem Einheitskreis:

— 1 —
Setzt man jetzt v := |z| und ¢ := arctan?, so gilt weiter
z = \z|é = 1 (cosp +isinp).

z lasst sich also als Produkt einer positiven reellen Zahl und einer Zahl auf dem Einheits-
kreis schreiben.

Man nennt die Darstellung von komplexen Zahlen mit Hilfe von Betrag r und Argument
(Phasenwinkel) ¢ die Darstellung in Polarkoordinaten (PKD). Es gilt

r1(cos ¢y +isiny) - ro(cos e +isings) = 1119 (cos(pr + p2) + isin(er + v2)).

Das heif3t die Multiplikation zweier komplexer Zahlen manifestiert sich bei Benutzung von
Polarkoordinaten als Multiplikation der Betrdge und Addition der Phasenwinkel.
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5 Vektorraume

5.1 Einfiihrung

Sie werden vermutlich beim Begriff Vektor an Pfeile oder Klassen parallelgleicher Pfeile
denken. Tatséchlich sind Pfeile als eine mogliche Veranschaulichung von Vektoren ge-
eignet, man muss aber darauf achten, dass diese Veranschaulichung zu eng oder gar ir-
refiihrend sein kann. Ganz knapp und nicht ganz exakt kann man sagen, dass Vektoren
mathematische Objekte sind, die man addieren und vervielfachen, i.a. aber nicht mitein-
ander multiplizieren kann. Wir wollen dies ganz exakt aufschreiben.

5.1.1 Definition K—Vektorraum

Es sei ein Korper K vorgegeben. Eine Menge V' heifit K-Vektorraum oder Vektorraum
tiber K, wenn auf ihr eine Addition

o - VxV =V
| (bw) = vdw

und eine skalare Multiplikation

JKxV =V
1 (yw) —» aGw

festgelegt sind, so dass die folgenden Axiome gelten:

Gr/A| V ist beziiglich der Addition eine abelsche Gruppe.

AG/sM| Fiir a, f € Kund v € V gilt:

(@-f)ov = a0 (fov)

NE/sM| Fiir v € V gilt:

10ov = w.

DGa/sM| Fiir a, € K und v € V gilt:

(a+p)Ov = a@uvdfou.

DGb/sM| Fiir « € K und v,w € V gilt:

a®vdw) = ad®uv & adw.
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5.1.2 Bemerkungen

1.

10.

Die Elemente eines Vektorraums heiflen Vektoren. Im Zusammenhang mit Vek-
torrdumen heiflen die Elemente des Korpers Skalare.

Sie werden vielleicht aus der Schule die Konvention kennen, dass Vektoren durch klei-
ne Rechtspfeile oberhalb des Symbols gekennzeichnet werden, beispielsweise durch
U, w oder ahnlich. Dies ist auch in der wissenschaftlichen Mathematik mdoglich, aber
eher uniiblich.

. Wir werden lediglich das neutrale Element der Addition, es heif3t Nullvektor, als 0

schreiben, so dass eine Unterscheidung zur Zahl 0 € K sichtbar ist. Spéter, wenn
keine Verwechslungen auftreten, werden wir auch nur wieder 0 schreiben.

. Innerhalb der Axiome haben wir die Sonderzeichen @ und ® benutzt, um die logisch-

definitorischen Feinheiten herauszuarbeiten.

Sie werden sich im Laufe des Kurses davon iiberzeugen kénnen, dass es keine grofien
Probleme bedeutet, wenn wie fiir die beiden Vektorraumoperationen & und ® auch
nur die einfachen Symbole + bzw. - benutzen. Oft wird auch der Punkt weggelas-
sen. Man sollte sich aber immer vergegenwirtigen, innerhalb welcher Menge diese
Operationen gerade ausgefiihrt werden.

Der zu einem Vektor v beziiglich der Addition inverse Vektor heift der zu v negative
Vektor, er wird mit —v bezeichnet.

Ein R—Vektorraum wird auch einfach reeller Vektorraum genannt. Entsprechend
gibt es komplexe oder rationale Vektorrdume.

Die Vektorraum—Axiome enthalten keinerlei Aussagen iiber Basen, lineare Un-
abhéngigkeit oder Dimension.

Beachte, dass noch nicht die Rede ist von Léange von Vektoren oder Winkeln zwischen
Vektoren.

. Wir haben durchgiingig die Skalare links von den Vektoren geschrieben. Letztlich

wegen der Kommutativitdat der Multiplikation in K stellt es kein Problem dar, Ska-
lare auch rechts von Vektoren zu schreiben.

Wie oben bei der Formulierung der Distributivgesetze schon zu sehen war, gilt auch
in Vektorrdumen die Punkt-vor—Stich-Konvention.
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5.1.3 Satz (Nullteilerfreiheit)
Fiir o« € K und v € V gilt die folgende Aquivalenz

a-v = 0 S a =0 oder v = 0.

5.1.4 Beweis Der Beweis besteht aus drei Schritten:

(1) Wir beweisen zuerst die Implikation & =0 = a - v = 0.
Firv eV gilt

0O-v = (0+0)-v =0-v+0-w.

Deshalb ist 0 - v das neutrale Element der Addition, also 0 - v = 0.

(2) Wir beweisen dann die Implikation v = 0 = a - v = 0. Fiir a € K ist hier
a-0 = a-(040) = a-0+a-0.

Wieder ist « - 0 neutrales Element der Addition, somit « - 0 = 0.

(3) Es bleibt noch der = Anteil der Behauptung zu zeigen. Ist @ # 0 und v € V mit
a-v =0, so gilt
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5.2 Beispiele

5.2.1 Matrizen-Vektorraume

Die Menge K™*™ der m x n-Matrizen bildet unter Addition und skalarer Multiplikation
einen K-Vektorraum. Man iiberzeuge sich davon, dass die Vektorraumaxiome erfiillt sind.

5.2.2 Zahlentupel-Vektorraume

Wir nennen den K-Vektorraum K" den Vektorraum der n-Tupel oder den der n-
Spaltenvektoren.

5.2.3 Der Korper selbst

Ein Korper K kann immer als Vektorraum K! iiber sich selbst angesehen werden. Die
Vektoraddition in K! entspricht der Addition in K, die skalare Multiplikation entspricht
der Multiplikation in K.

5.2.4 Der Null-Vektorraum Eine Menge mit genau einem Element kann fiir jeden
Korper K als K-Vektorraum aufgefasst werden, indem man das einzige Element als Null-
Vektor 0 ansieht:

K = {0}.
Die Vektoraddition und die skalare Multiplikation sind durch
0+0 = 0 bzw. -0 =0 firaleaeK
festgelegt.

5.2.5 Vektorraume K-wertiger Funktionen

Es sei X eine beliebige Menge. Auf der Menge KX der Funktionen X — K ist eine
K-Vektorraumstruktur gegegeben. Addition und skalare Multiplikation von Funktionen
erfolgen , stellenweise”. Fiir f, f € KX und a € K sind f + f und af die Funktionen

~ X = K X = K

5.2.6 Frei erzeugte K-Vektorrdume

Wir nennen eine Abbildung f : X — K finit, wenn sie hochstens an endlich vielen
Stellen x € X Werte ungleich Null annimmt. Es ist klar, dass die Summe zweier finiter
Abbildungen bzw. das skalare Vielfache einer finiten Abbildung wieder finit ist.

Der Vektorraum aller finiten Funktionen
Fe(X) = {f:X—)K’f finit }

heifit der von X iiber K frei erzeugte Vektorraum.

5.2.7 Korpererweiterungen Wegen der Teilmengenbeziehung
Q CRCC

ist ein jeweils weiter rechts stehender Korper ein Vektorraum iiber einem weiter links
stehenden Korper. Man priife selbst die Vektorraum-Axiome nach.
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5.3 Linearkombinationen

5.3.1 Definition: Linearkombination

Es seien ein K—Vektorraum V und eine Teilmenge W C V' gegeben.

Wir nennen eine finite Abbildung ¢ : W — K eine Linearkombination (aus W ).

Es gibt also endlich viele Vektoren vy, ...,v, € W und endlich viele Zahlen aq, ..., a,, so
dass

f(v) = {Oék, falls v = vy, fiir ein k € {1,...,n}

0, sonst.

5.3.2 Sichtweise als formale Summe
Es ist allgemein iiblich, eine Linearkombination aus W als formale Summe
a1 -V Fag v+ ... + oy Uy

aufzuschreiben. Fiir o = 0 kann der k-te Summand auch weggelassen werden.

5.3.3 Wert einer Linearkombination

Ist eine solche Linearkombination (als finite Abbildung oder als formale Summe) gegeben,
so kann man ihr einen Vektor v € V' zuordnen, ndmlich die Summe:

VU = 1V +Q Uyt ... + QU

Umgekehrt sagt man, dass v als diese Linearkombination dargestellt wird.

5.3.4 Unterschied

Die feine Unterscheidung zwischen einer ,,Linearkombination” und ihrem , Wert” ist in
der Literatur wenig ausgearbeitet. Es ist géngige Praxis, sowohl den Rechenausdruck in
5.3.2 als auch ihren Wert als Linearkombination zu bezeichnen.

Die mangelnde Prézision kann manche Unklarheiten verursachen, wie das folgende Beispiel
zeigt:
5.3.5 Beispiel

Fiir W = {vy, ve,v3} betrachten wir die (vermeintlichen) Linearkombinationen

(1) 5-v7 — 3-vy
(II) 4'U1+Ul — 3'1)2
(III) —3-v, + 5-u
(IV) 5-v7 — 3-vg + 0-v3
(V) 5'?}1 — 3'1}2 + 26

Die Werte stimmen offensichtlich alle {iberein. Bzgl. des Begriffs Linearkombination treten
aber einige Spezialitdten in Erscheinung.

e (II) ist gar keine Linearkombination, da zum Vektor v, zwei Skalare gehoren.
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e (I), (IIT) und (IV) stimmen als Linearkombination iiberein, da zu ihnen allen die

Abbildung
W — K
vy — b
I
Vy +H— — 3
vy +— 0
gehort.

e (V) ist eine andere Linearkombination, da ihr die Abbildung

{Ul,vg,vg,a} — K
_ v, — b
/¢ vy H— —3
v3 — 0
0 — 2
zugrundeliegt.
5.3.6 Fazit

Die in den Beispielen beschriebenen Unklarheiten sind nicht so gravierend, als dass die
weitere Erschliefung der Vektorraum-Theorie nur mit dauernder Beriicksichtigung der
abstrakten Definition 5.3.1 funktionieren wiirde.

Im wesentlichen geniigt es, die Sichtweise ,,Linearkombinationen als formale Summe oder
als Wert” im Auge zu behalten.
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5.4 Linear unabhingige Mengen

5.4.1 Satz: Charakterisierung linear unabhingiger Mengen

Es sei V' ein K -Vektorraum. Die folgenden Aussagen iiber eine nicht-leere Teilmenge
W C V sind dquivalent:

(A) (Per definitionem) W ist linear unabhingig (¢.u.).

(B) Jeder Vektor v € V' kann auf héchstens eine Weise als Wert einer Linearkombina-
tion aus W dargestellt werden. Das heiflt genauer:

Gelten mit n € N, paarweise verschiedenen v, € W, ay, 8 € K die Gleichungen

vo= U+ -+ QU
v o= Biur+ -+ By,

so folgt:

ar = [ firalleke{l,...,n}.

(C) Der Nullvektor kann nur als Wert der trivialen Linearkombination aus W geschrie-
ben werden. Das heifft genauer:

Gilt mit n € N, paarweise verschiedenen v, € W und oy, € K die Gleichung

0 = v+ + vy,
so folgt
o = g = -0 = o, = 0.

(D) Es ist unmoglich, dass ein Vektor w € W als Linearkombination aus W \ {w}
dargestellt werden kann.

5.4.2 Beweis

(0) Wir zeigen die Aquivalenz der drei Aussagen (B), (C), (D) durch einen Ringschluss
zwischen den negierten Aussagen: =(B) = —(C) = —(D) = —(B).

(1) Gébe es geméf —(B) zwei verschiedene Linearkombinationen fiir einen Vektor v, so
fithrt deren Subtraktion auf eine nichttriviale Linearkombination fiir 0. Das ist die Aussage

=(C).
abe es gemal — eine nichttriviale Linearkombination fiur ﬁ,
9) Gib 5B =(C) o chttriviale Li kombination fir 0
0 = o+ + oy,

so ist mindestens eines der ay ungleich Null und dann kann nach vy aufgelost werden:
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Das ist die Aussage —(D).
(3) Gébe es geméafl —(D) einen Vektor w € W, der als Linearkombination aus W \ {w}
geschrieben werden kann

W= U+t QpUp,

so ware der Nullvektor Wert zweier verschiedener Linearkombination aus W':

0 = a1+ -+ ayv, —w

—

0 = Ovy+---+00v,+0w.
Das ist aber dann —(B).

5.4.3 Test auf lineare Unabhéngigkeit

Eine endliche Teilmenge {vy,...,v,} € K™ ist linear unabhéngig genau dann, wenn das
m x n-LGS
o2 0
( v vy -+ U, ) : =
oy, 0
nur die Lésung oy = - -+ = «,, = 0 hat.

5.4.4 Begriindung
Das liegt daran, dass dann der Nullvektor 0ecKm

0 = av1 +---+a,v,

nur als triviale Linearkombination aus W dargestellt werden kann.

5.4.5 Beispiele Es seien die Vektoren

0 1 0 0
v = 2 , Uy = 0], vy = 3], v = 0
—1 3 0 2

im R3 gegeben.
e {v1, vy, v3} ist linear unabhingig, da das LGS

0 10 o 0
2 0 3 %) = 0
-1 3 0 Qs 0

nur a; = ap = ag als Losung hat.

e {vy,v3,v,} ist nicht linear unabhéngig, da das LGS

0 00 o 0
2 30 o3 = 0
-1 0 2 0y 0

auch die Losung oy = 6, ag = —4, oy = 3 hat.
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5.4.6 Satz: Eigenschaften linear unabhingiger Mengen

Es sei V' ein K-Vektorraum. Fiir eine Teilmenge W C V gelten die folgenden Aussagen:
(i) Ist W linear unabhéngig, so enthélt W nicht den Nullvektor.
(i) Fiir jeden Vektor v # 0 ist {v} linear unabhingig.

(iil) Ist W Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge W, so ist auch W linear un-
abhéngig.

(iv) Die leere Menge zihlt als linear unabhéngig.

5.4.7 Beweis
(i) Der Nullvektor ist immer Wert der nichttrivialen Linearkombination 0 = 1 - 0.
(i) Der Nullvektor kann dann nur als Linearkombination 0 = 0 - v dargestellt werden.

(iii) Wiire der Nullvektor als nichttriviale Linearkombination aus W darstellbar, so wire
dies auch eine nichttriviale Linearkombination aus W.

(iv) Man kann diese Aussage einer genauen Analyse der Definition entnehmen. Notfalls
kann man das einfach der Definition hinzufiigen.
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5.5 Linear abhingige Mengen
5.5.1 Satz: Charakterisierung linear abhingiger Mengen

Es sei V ein K -Vektorraum.
Die folgenden Aussagen iiber eine nichtleere Teilmenge W C V sind &dquivalent:

(A) (Per definitionem) W ist linear abhdngig (¢.a.).

(B) Es gibt einen Vektor v € V, der als Wert von mindestens zwei verschiedenen
Linearkombinationen aus W dargestellt werden kann.

(C) Der Nullvektor kann als Wert einer nicht-trivialen Linearkombination aus W dar-
gestellt werden.

(D) Es gibt einen Vektor w € W, der als Linearkombination aus W \ {w} dargestellt
werden kann.

5.5.2 Beweis Es handelt sich jeweils um die Negation der entsprechenden Aussage aus
Satz 5.4.1.

5.5.3 Weitere Eigenschaften linear abhingiger Mengen
Fiir eine Teilmenge W C V gelten die folgenden Aussagen:

(i) Enthdlt W den Nullvektor, so ist W linear abhéngig.

(ii) Ist w Obermenge einer linear abhéngigen Menge W, so ist auch W linear abhéngig.

5.6 Erzeugendensysteme

5.6.1 Definition: Erzeugendensystem

Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge W von V heifit Erzeugendensystem von V,
wenn jeder Vektor v € V auf mindestens eine Weise als Linearkombination aus W
dargestellt werden kann.
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5.7 Basen
5.7.1 Definition: Basis

Die folgenden Aussagen iiber eine nicht-leere Teilmenge W eines K-Vektorraums V' sind
dquivalent:

(A) (Per definitionem) W ist Basis von V.

(B) Jeder Vektor v € V kann auf genau eine Weise als Wert einer Linearkombination
aus W dargestellt werden. Das heifit genauer:

Zu jedem v € V gibt es eine Zahl n € N und dann paarweise verschiedene v, € W,
ar €K, k=1,...,n, so dass

vo= QU + -+ ayu,.

Es gibt keine zweite solche Linearkombination.
(C) W ist linear unabhéngig und ein Erzeugendensystem.

Zusatz: Die leere Menge wird als Basis des Nullvektorraums {6} angesehen.

5.7.2 Beispiel: Kanonische Basis im K"
Im K" definieren wir die Vektoren

0

6] — 1 mit der 1 in der j—ten Zeile.

Die Menge
E = {eglj=1,...,n}

ist eine Basis des K". Sie heifit die kanonische Basis oder Standardbasis von K".

Begriindung: Jeder Vektor v € K™ lasst sich in dieser Basis darstellen:

0
v o= — U161+"'+U1’L€n‘

Un

Es ist offensichtlich, dass diese Darstellung eindeutig ist.
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5.7.3 Beispiel: K-wertige Funktionen

Im Vektorraum K* aller K-wertigen Funktionen auf X definieren wir fiir jedes a € X die
Funktion e, durch

X —- K
€a o 1, falls x = a,
. 0, sonst.
Die Menge
E = {eia € X}
ist linear unabhéngig.
Begriindung: Gilt fiir endlich viele e,,, ..., €., € V und ay,...,a, € K
6 = Oéleal +"'+an€an’

so folgt o; = 0 fiir alle j € {1,...,n}.

Im Fall eines unendlichen X ist die Menge F aber kein Erzeugendensystem — und damit
keine Basis — von K%, da sich beispielsweise die Konstant-1-Funktion (1,1,1,...) nicht
als Linearkombination (endlich viele Summanden!) aus E darstellen lasst.

Hat der Vektorraum der Funktionen in diesem Fall iiberhaupt eine Basis?

5.7.4 Beispiel: K-wertige finite Funktionen

Die Menge E ist aber eine Basis des Vektorraums Fg (X ) der finiten Funktionen. Fiir jede
finite Funktion f: K — X gibt es ndmlich eine Darstellung

f = (1€q4, +"'+an€an7

wobei die Stellen a4, . . ., a,, die Stellen sind, an denen f die Werte oy, ..., a, # 0 annimmt.

5.7.5 Beispiel: Der R-Vektorraum C

Der R-Vektorraum C besitzt die Menge {1,i} als Basis. Jede komplexe Zahl z 148t sich
namlich schreiben als z = x +iy. Aulerdem sind die reellen Zahlen x, y durch z eindeutig
bestimmt.
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5.7.6 Satz: Ergidnzung, Herausnahme und Austausch von Vektoren

Es sei W eine Teilmenge des K—Vektorraums V. Dann gilt:

(i) Ist W linear unabhéngig, aber kein Erzeugendensystem, so gibt es einen Vektor
w e V\W,sodass WU {w} immer noch linear unabhéngig ist.

(ii) Ist W ein Erzeugendensystem, aber nicht linear unabhéngig, so gibt es einen Vektor
w € W, so dass W\ {w} immer noch ein Erzeugendensystem ist.

(iii) (Austauschlemma?) Ist T eine Basis, so gibt es zu jedem Vektor v € V'\ {0} einen
Vektor w € W, so dass

W o= (W\{w}) U{v}
ebenfalls eine Basis ist.

Genauer: Hat der Vektor v die Darstellung
vo= 11+ o,

als Linearkombination aus W, so kann er gegen jeden Vektor v, € W, fiir den oy, # 0
in dieser Darstellung ist, ausgetauscht werden.

5.7.7 Beweis

Zu (i) Da W kein Erzeugendensystem ist, gibt es einen Vektor w € V, der nicht als
Linearkombination aus W darstellbar ist.

Wir zeigen jetzt, dass W U {w} linear unabhéngig ist. Dazu betrachten wir eine beliebige
Linearkombination aus W U {w}, die den Nullvektor darstellt:

n
0 = a-w+§ QV;.
j=1

1. Fall: @ = 0. Dann sind wegen der linearen Unabhéngigkeit von W auch die Zahlen
a; = 0.

Es sind also alle Skalare in der Linearkombination Null, nach Satz 5.4.1 ist W U{w} linear
unabhéngig.

2. Fall: a # 0. Daraus folgt, dass w als Linearkombination aus W darstellbar ist:

n

— Q5 .
w = aUJ

j=1
Dies widerspricht aber der am Anfang des Beweises konstatierten Eigenschaft von w.

Zu (ii): W ist nicht linear unabhéngig, also gibt es nach Satz 5.4.1 einen Vektor w € W,
der als Linearkombination von n anderen Vektoren v; € W\ {w} dargestellt werden kann:

n
w = E OéjUj.
j=1

2Ein Lemma ist ein Hilfssatz, der zum Beweis eines anderen Satzes gebraucht wird.
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Ein beliebiger Vektor v € V' ist nach Voraussetzung als Linearkombination von w und m
anderen Vektoren p; € W\ {w} darstellbar:

v o= 5w+26jpj.
j=1

Daraus folgt aber:
v o= B (D ag) ) Bps = ) Bage + ) Bip.
j=1 j=1 j=1 j=1
Also ist v auch als Linearkombination von W \ {w} darstellbar.

Zu (iii) v ist als Linearkombination aus W darstellbar:

n
Vo= Zajvj. (%)
j=1

Wegen v # 0 gibt es ein k € {1,...,n}, so dass

Oék#o

Wir beweisen, dass die Menge W := (W \ {v;}) U {v} lincar unabhingig und ein
Erzeugendensystem ist.

1. W ist ein Erzeugendensystem. Ist p € V' ein beliebiger Vektor, so ist er als Linear-
kombination aus W, das heifit evtl. von v und m anderen Vektoren v;- aus W,
darstellbar:

p = Bu+> B
j=1

Wegen (k) ist

Daraus folgt aber:

p = 5.[0%.(?)— z”: ajvj>}+§ﬁj;:

j=Lij#k
B - Baj < /
= —U - — v, + iU
B DI TR DY

J=1j#k J=Lj#k

Also ist p als Linearkombination von W darstellbar.
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2. W ist linear unabhéngig. Es sei

N —~

¢
0 = ’yv—i—Z’ij; mit v € W
=1

eine Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von w.

1. Fall: Ist v = 0, so ist

eine Linearkombination aus W. Da W linear unabhéngig ist, folgt v, = 0 fiir alle
j=1,...,¢. Es folgt, dass W linear unabhéngig ist.

2. Fall: Ist v # 0, so gilt

n J4 n l
= ()
Ozfy(Zajvj) —|—Zvj = yog vy, + Z fyajvj—l—Z’ij;.
=1 =1 =1

J=Lj#k

Aufgrund von yay # 0 kann aber dann vy als Linearkombination von anderen
Vektoren aus W dargestellt werden im Widerspruch dazu, dass W linear unabhéingig
ist, vgl. Satz 5.4.1. Dieser Fall kann also nicht eintreten.

5.7.8 Steinitz’scher Austauschsatz Es sei V' ein K-Vektorraum. Weiter seien
e D eine Basis von V' und
e IV eine linear unabhéngige endliche Teilmenge von V.
Dann gibt es eine Teilmenge A von B, so dass die Menge
B* = (B\A) UW

(A wird aus B entfernt und W eingefiigt) wieder eine Basis von V mit gleicher Méchtigkeit
wie B ist.

5.7.9 Beweis

Man konnte auf die Idee kommen, den Beweis durch Hinweis auf die mehrfache Anwen-
dung des Austauschlemmas 5.7.6 (iii) als erbracht anzusehen. Tatséchlich kénnte es aber
passieren, dass ein in B eingefiigter Vektor v € W bei einem nachfolgenden Schritt wieder
entfernt wird. Wir miissen also genauer hinsehen.

(1) Wir kénnen annehmen, dass W und B disjunkt sind.

(2) Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber die Anzahl n € N der Elemente von
W. Der Fall n =1 ist bereits durch das Austauschlemma abgedeckt.
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(3) Fiir den Induktionsschluss sei also [W| = n + 1. Es sei W’ eine Teilmenge von W mit
|[W'| = n. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung existiert eine Teilmenge A’ von B, so
dass

B = (B\A)uw'
eine Basis ist mit |B*"| = |B|. (U heifit ,,disjunkt”)
(4) Der (einzige) Vektor w € W\ W’ besitzt eine Darstellung

w =) Bipit+ Yy au
j=1 j=1

mit Vektoren p; € B\ A’ und Vektoren v; € W’. Angenommen, alle §; wéren Null. Dann
wiére aber

n
w = E O[jUj
j=1

im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von W. Es existiert also ein 3; # 0, sagen
wir, es ist .

(5) Dann kann aber nach dem Austauschlemma der Vektor py aus B*" entfernt und der
Vektor w zu B™" hinzugefiigt werden. Es entsteht einen neue Basis, die wir B™*" nennen.
Fiir sie gilt dann

B = (B \ {pr}) U {w}
(BN A) UW)\{pi}) U {w}
= (BN (A U{p}) U (W' Hw})
———— ——
= A W
= (B\AUW
Im Schritt (%) haben wir benutzt, dass p, € B\ A’, was wegen (1) auch py ¢ W bedeutet.
(6) Wegen py, ¢ W ist auch py # w und deshalb |B| = |B'| = |B|.
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5.8 Existenz von Basen

5.8.1 Satz Es sei V ein K-Vektorraum. Betrachte fiir eine Teilmenge W die beiden
Aussagen

(A) Ist W ein Erzeugendensystem, so gibt es eine Basis B mit B C W. (Basisauswahl-
satz)

(B) Ist W linear unabhéngig, so gibt es eine Basis B mit W C B. (Basisergéinzungssatz)
Dann
(i) (A) ist giiltig unter der Voraussetzung, dass W endlich ist.
(ii) (B) ist giiltig unter der Voraussetzung, dass W endlich ist und eine Basis existiert.

(iii) (B) ist generell giiltig.

5.8.2 Beweis

(i) Unter der Voraussetzung, dass W endlich ist, kann der Beweis mittels des Herausnah-
meverfahrens gefiithrt werden:

Wir nehmen geméfl Satz 5.7.6 (ii) sukzessive Vektoren aus W heraus, bis wir nach endlich
vielen Schritten bei einer linear unabhéngigen Menge angekommen sind. Das Verfahren
fithrt zum Ziel, da ja (spitestens) eine 1-Teilmenge von W erreicht wird, die ja linear
unabhéngig ist.

(ii) Dies ist einfach eine Umformulierung des Steinitz’schen Austauschsatzes.

(iii) Durch ein Axiom der Mengenlehre, das sogenannte Auswahlaziom oder das dazu
dquivalente Zorn’sche Lemma wird sichergestellt, dass auch in diesem Fall eine Basis B
mit W C B existiert.

5.8.3 Folgerung Jeder K-Vektorraum besitzt eine Basis.

5.8.4 Beweis Man beachte, dass die Menge {w} mit w # 0 immer linear unabhéngig
ist. Wende dann Teil (iii) des letzten Satzes 5.8.1 an!
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5.9 Dimension eines Vektorraums

5.9.1 Satz Der K—Vektorraums V habe eine endliche Basis B.

Ist W eine beliebige linear unabhéngige Teilmenge von V', so gilt:
i) (W] < |B|.
(i) |W| = |B] <= W ist ecbenfalls eine Basis von V.
Ist W ein beliebiges Erzeugendensystem von V', so gilt:
(ii)  [W] = |B].

(iv) |W| = |B| <= W ist ebenfalls eine Basis von V.

5.9.2 Beweis
Zu (i): Angenommen, W hat eine grofiere Méchtigkeit als B. Wéhle dann eine (immer
noch linear unabhéngige) Teilmenge W von W mit |W| = |B].

Geméifl Steinitz’schem Austauschsatz 5.7.8 ersetzen wir alle Vektoren aus B durch Vek-
toren aus W und schlieen daraus, dass W eine Basis ist.

Dann gibt es einen Vektor v € W \ W, der als Linearkombination von W C W \ {v}
dargestellt werden kann. Das ist ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von WW.

Zu (ii)™: GeméaB Steinitz’schem Austauschsatz 5.7.8 ersetzen wir alle Vektoren aus B
durch Vektoren aus W und schlieSen daraus, dass W eine Basis ist.

Zu (ii)<: GemaB (i) ist |[W| < |BJ. Also ist auch W eine endliche Basis und wir kénnen
die Rollen von W und B in (i) vertauschen. Es folgt |B| < |W]|.

Zu (iii): Wir formulieren die gegenteilige Behauptung:
Es existiert ein Erzeugendensystem W fiir V' mit |W| < |B|.

Diese Menge W ist nicht linear unabhéngig. Anderenfalls wire sie eine Basis und hétte
dann aufgrund (ii)< die Méchtigkeit |W| = |B].

Deshalb kénnen nach Satz 5.7.6(ii) sukzessive aus W Vektoren entfernt werden, bis ein li-
near unabhéngiges Erzeugendensystem, d.h. eine Basis, entsteht. Diese hétte aber weniger
Elemente als B — im Widerspruch zu (ii)*<.

Zu (iv)™: Wire ein Erzeugendensystem mit |W| = | B| Elementen keine Basis, so kénnte
man diese Menge nach Satz 5.7.6(ii) zu einer Basis verkleinern. Dann gébe es aber zwei
endliche Basen mit unterschiedlicher Méchtigkeit — im Widerspruch zu (ii)<.

Zu (iv)<: W ist als Basis auch linear unabhéngig. Deshalb ist die Aussage (ii)* anwend-
bar.

5.9.3 Folgerung: Gleichmichtigkeit von Basen

Hat ein K-Vektorraum eine endliche Basis B so hat jede andere Basis B gleiche Méchtig-
keit.
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5.9.4 Definition: Dimension
Aufgrund der Folgerung 5.9.3 ist die folgende Definition sinnvoll:

Die Méchtigkeit einer Basis B eines K-Vektorraums V' (mit endlicher Basis) heifit die
Dimension des Vektorraums V. Man schreibt dafiir

dimV := |B|.

Hat ein Vektorraum keine endliche Basis, so heifit er endlich-dimensional und man
schreibt dimV' = oo. Es lésst sich auch in diesem Fall beweisen, dass alle Basen gleiche
Maéchtigkeit haben.

5.9.5 Beachte

Bei der Festlegung der Dimension eines Vektorraums kommt es darauf an, iiber welchem
Korper er betrachtet wird. Um dies genauer zu betonen, miisste man eigentlich von der
K-Dimension sprechen und die Schreibweise dimg V' benutzen.

5.9.6 Beispiele

e Der Vektorraum K" hat die Dimension n, da die kanonische Basis 5.7.2 n Elemente
enthélt.

e Jeder Korper K hat als Vektorraum iiber sich selbst die Dimension 1, da {1} eine
Basis ist.

e Der R—Vektorraum C hat die Dimension dimp C = 2.
e Der Null-Vektorraum {0} hat die Dimension Null, da die leere Menge eine Basis ist.

e Der Q-Vektorraum R hat Dimension co. Eine Begriindung wird hier nicht gegeben.
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6 Operationen mit Vektorrdumen

6.1 Unterraume

6.1.1 Erzeugnis einer Teilmenge

Es sei W wieder Teilmenge eines K-Vektorraums V. Die Menge (der Werte) der Linear-
kombinationen aus W heifit das Erzeugnis oder der Span von W':

span W = (W) =
{alwl—i----—i-oznwn neN a, € K w, €W fiir alle k = 1,...,n}
Ist die Menge W = {wy, ..., w,} endlich, so schreibt man auch
(W) = (w,...,wy,).
Man definiert zusiitzlich: — span & = {0}.

6.1.2 Beispiele
e Ist W ein Erzeugendensystem, so gilt (W) = V.
e Fiir eine beliebige Teilmenge W C V gilt: 0 € (W).

Begriindung: Mit w € W beliebig gilt 0 = 0 - w, also ist 0 als Linearkombination
aus W darstellbar.

e Essei W = (w) mit einem Vektor w # 0. Dann gilt:
(w)y = {a-w|aeK}.

Man nennt dies auch die durch w € V definierte Gerade (durch den Ursprung) im
Vektorraum.

e Es sei W = (w,w) linear unabhéngig. Dann gilt:
(waw) = {a-w+a-w|a,aecK}.

Man nennt diese Menge auch die durch w und w aufgespannte Ebene (durch den
Ursprung) im Vektorraum.

6.1.3 Definition und Satz: Unterraum

Die folgenden Aussagen iiber eine Teilmenge U des K-Vektorraums V sind dquivalent:
A) (Per definitionem) U heiit Unterraum von V.

B
C
D

U ist bzgl. der von V her gegebenen Verkniipfungen selbst ein Vektorraum.

(A)
(B)
(C) Fiir alle uy,ug € U gilt uy + uy € U und fiir alle o € K, u € U gilt au € U.
(D) Fiir alle ag, a0 € K uy,us € U gilt

a1 Uy + agug € UL
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6.1.4 Beweis
(C) ist eine Prézisierung der Aussage (B).

(D) ist eine Zusammenfassung der beiden Aussagen von (C).

6.1.5 Satz: Span ist Unterraum

Es sei W eine Teilmenge von V. Dann ist das Erzeugnis span W ein Unterraum von V.

6.1.6 Beweis

Es seien uq,us € span W, aq, as € K. Die beiden Vektoren sind Linearkombinationen aus

W

n m

/

w = E Bjw;  und 'U,QIE VW
Jj=1 Jj=1

Fiir beliebige aq, as € K gilt dann
a1U + Uy = Z Oélﬂjwj + Z ogvjw;.
j=1 J=1

Dieser Vektor ist also ebenfalls der Wert einer Linearkombination aus W, also enthalten
in span W.

6.1.7 Beispiele
e Jeder Vektorraum V besitzt die sogenannten trivialen Unterrdume V und {0}.
e Geraden oder Ebenen durch den Ursprung sind Unterrdume.

e Es sei A € K™, Man iiberlege, dass die Losungsmenge E(A]G) des LGS Az =0
ein Unterraum von K" ist.
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6.1.8 Satz: Dimension und Unterraum Es sei U ein Unterraum von V.
(i) Esist: dimU <dimV.

(ii) Ist V endlich-dimensional, so gilt die Implikation: dimU =dimV = U =V.

6.1.9 Beweis
(i) Es sei By eine Basis von U.

Ist v ein beliebiger Vektor aus V', so lésst er sich

e im Fall v € U auf genau eine Weise,
e im Fall v ¢ U auf keine Weise,

e im allgemeinen also auf hochstens eine Weise

als Linearkombination von By darstellen. Das aber bedeutet, dass By eine linear un-
abhéngige Teilmenge von V ist, die zu einer Basis By von V' ergéinzt werden kann.

Daraus folgt aber |By| < |By| und das ist genau die Aussage von (i).

(ii) Nach Satz 5.7.8 kénnen wir eine Basis By von U zu einer Basis By von V ergédnzen.
Wegen dimU = dim V muss dann aber By = By gelten. Da jeder Vektor v € V als
Linearkombination von By dargestellt werden kann, kann er auch als Linearkombination
von By dargestellt werden. Damit gilt v € U fiir jeden beliebigen Vektor v € V. also
V=U.

6.1.10 Satz: Schnitt und innere Summe

Es seine Uy, Uy Unterrdume eines K-Vektorraums V.
(i) Die Menge U; N Uy ist ein Unterraum von V', der sogenannte Schnittraum.

(ii) Die innere Summe von U; und Us, das ist der von U; und U, erzeugte Raum
Uy+Us := span(UyUUs) = {ug + ug|lug € Uy, ug € Us},
ist ein Unterraum von V.
(iii) Es gilt die Teilmengenrelation
Uul, C U +Us.

Beachte aber, dass U; U U, im allgemeinen kein Unterraum ist.
6.1.11 Beweis Fehlt hier!

6.1.12 Satz Sind Uy, U; endlich-dimensionale Unterrdume des K-Vektorraums V', so gilt
dim U1 + dim U2 = dlIIl(Ul N U2> + d1m(U1 + UQ)

Machen Sie sich diese Gleichung anhand verschiedener Beispiele (Geraden, Ebenen im
3—dimensionalen Anschauungsraum) klar.
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6.1.13 Beweis

(0) Der Beweis ldsst sich durchsichtiger ausfiihren, wenn wir die Bezeichnungen dndern.
Wir setzen

U := UlﬂUQ, W .= U1+U2, P = Ul, Q L= U2
und wollen zeigen, dass
dimP+dim@ = dimU 4 dimW.

(1) Eine Basis By = {u1,...,u,} von U kann sowohl zu einer Basis Bp =
{u1, ..., up,p1,...,pm} von P als auch zu einer Basis Bg = {u1,...,up, q1,..., ¢} von Q)
ergidnzt werden. Wir zeigen jetzt, dass

BW = {Uly"'vunupla'"7pm’q1""7QZ}

eine Basis von W ist.

(2) Zunéchst ist klar, dass By ein Erzeugendensystem fiir W ist, denn es kann jeder
Vektor aus (P U @) als Linearkombination von Vektoren aus P und Vektoren aus @,
damit als Linearkombination der Basen Bp und By, damit als Linearkombination von
By geschrieben werden.

(3) Um die lineare Unabhéngigkeit von By, zu zeigen, setzen wir den Nullvektor als
Linearkombination an:

n m 1
0 = ZOéjUj‘i‘Zﬁjpj‘i‘Z'Yij- (%)
j=1 j=1 j=1

—— ;,_/
=:u =:p =:q

Daraus folgt aber, dass der Vektor ¢ € () wegen
q = —u—pekl

in U = PN (Q enthalten ist, deshalb als Linearkombination von By geschrieben werden
kann:

V4 k
v = a = du
p j=1

Diese Gleichung stellt ¢ als Linearkombinationen von zwei disjunkten Teilmengen von By
dar, was nur im Fall ¢ = 0 moglich ist.

Vollig analog zeigt man, dass p = 0 ist, es folgt mit (%), dass u = 0.

Die lineare Unabhéngigkeit By, Bp, Bg impliziert nun, dass alle Koeffizienten in () Null
sein miissen.

(4) Jetzt kann man leicht nachrechnen:

dmP+dim@ = (n+m)+(n+4) =n+n+m-+7{)
= dim(PNQ)+dim(P + Q).



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1 04

6.2 AuBlere Summe

6.2.1 Definition Es seien Vi, V5 zwei Vektorrdume iiber dem Korper K. Wir bilden das
kartesische Produkt

Vi x Vo = {(v,v)|v; € V1,05 € Vo}

dieser zwei Mengen und definieren die Addition und skalare Multiplikation fiir solche
Paare komponentenweise:

(v1,v9) + (V1 +02) = (v1+ 701,02+ Vo)
a-(v,vg) = (a-v,a-v9)

Es ist leicht nachzupriifen, dass so ein neuer K-Vektorraum entsteht. Er heifit die (dufsere)
direkte Summe (evtl. auch Produkt) der beiden Vektorraume V; und V5 und wird als Vi@ V5
geschrieben.

6.2.2 Satz Situation wie oben.

e [st B; eine Basis fiir V} und By eine Basis fiir V5, so ist die Teilmenge
{(w1,0)|wy € B} U {(0,ws)|ws € By} CVi® Vs

eine Basis von V; @ V5.

e Sind die Dimensionen von Vi und V5 endlich, so gilt

dim(V; ¢ Vo) = dimV; + dim V5.

(i) ist eine direkte Konsequenz von (i). Der Beweis fiir (i) besteht wieder darin, dass man
die genannte Menge als linear unabhéngig und Erzeugendensystem erweist.
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6.2.3 Bemerkungen

e Die Definition und der Satz konnen fiir endlich viele Vektorrdume verallgemeinert
werden.

e Es gibt auch die Moglichkeit, Summen fiir unendlich viele Vektorrdume zu bilden.
e Die Menge der Zeilenvektoren ist K" = KK --- @ K.
e Sind U; und U, zwei Unterrdume eines Vektorraums V', so kennen wir inzwischen
— die innere Summe
Upy+Uy = {ugtug|u € Upug €U} CV
mit Dimension dim(U; 4+ Uy) = dim U; 4+ dim Uy — dim(U; N Us).
— die duflere Summe
Uy Uy = {(u,us)|ug € Up,us € Ug} CV XV
mit Dimension dim(U; + Uy) = dim U; + dim Us.

Im Fall U; N U, = {0} sind die beiden Summanden als Mengen verschieden, es
besteht aber eine , kanonische” bijektive Abbildung

Ul@UQ — U1+U2
(uy,us) +— uy + us,

aufgrund derer die beiden Vektorraume ,,isomorph” (= gleichstrukturiert) sind.

e Die beiden Unterréiume U; x {0} und {0} x U, von U; @ U, kénnen auch kanonisch
mit U; bzw. Uy identifiziert werden.

Deshalb trifft man haufig auf die — mengentheoretisch nicht haltbare — Formulie-
rung, dass U; und U Unterrdume, das heifit Teilmengen, von U; @ Uy wéren.
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6.3 Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

6.3.1 Zerlegung einer Menge Es seien X und [ zwei Mengen.

Zu jedem ¢ € [ sei X; eine nicht-leere Teilmenge von X. Wir bilden die Menge aller dieser
Teilmengen X = {X;|i € I}.

X heifit eine Zerlegung (= Partition) von X, wenn die beiden Bedingungen
X = UXZ- (Uberdeckung)

iel
XiNnX; =@, falls i#j (Keine Uberlappung)
erfiillt sind.
Mit
Z(X) = {X|X ist Zerlegung von X'}

bezeichnen wird die Menge aller Zerlegungen von X.

6.3.2 Beispiel
Fir X = {x,y, z} ist

Z(X) = {{{x},{y},{z}h ek Ay, 23 ) Qb A 23y, Heh A yd ), {23, }

6.3.3 Bemerkungen
e [ heifit in diesem Zusammenhang auch Indexmenge.

e Vielleicht wollen Sie iiberlegen, dass Z(X) ein Element von P(P(P(X))) — und
damit ein wohldefiniertes mathematisches Objekt — ist.

e Fiir jede Menge X sind {X} und {{z}|z € X} Zerlegungen fiir X.
e Es sei | X| =n. Bestimme |Z(X)| fir n =1,2,3,4,...

6.3.4 Verkniipfung und Zerlegung
Es sei X eine Menge und X eine Zerlegung. Ist nun auf X zusétzlich eine Verkniipfung

{XXX —- X
* .

(2.y) = Ty (elementweise)
gegeben, so ergibt sich die Idee, diese zu einer Verkniipfung auf X

{ XXX — X

(Xi, X]) — Xz *Xj = {Jf*y|$ < Xz,y < X]} (tel mengenwelse)
,,abzusenken”.

Diese Definition einer ,,teilmengenweisen” Verkniipfung ist leicht hingeschrieben, es stellen
sich aber zwei Fragen:

o Ist denn die Menge X; x X; {iberhaupt wieder ein Element der Zerlegung X7

e Vererben sich Eigenschaften der elementweisen Verkniipfung wie beispielsweise das
Assoziativgesetz sinnvoll auf die teilmengenweise Verkniipfung?
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6.3.5 Beispiel
Wir haben fir n € N, n > 2, bereits die Zerlegung

Z, = {0,1,...,n—1}

von Z in Restklassen kennengelernt. Es hat sich dann herausgestellt, dass die beiden
elementweisen Verkniipfungen + und - auf Z zu Verkniipfungen + und - auf Z,, abgesenkt
werden kénnen. Summe und Produkt von zwei Restklassen sind wieder Restklassen.

Die Ringstruktur wird von Z auf Z,, vererbt, wobei

e 7, sogar zu einem Korper wird, falls n eine Primzahl ist
e 7, die Nullteilerfreiheit einbiifit, falls n keine Primzahl ist.

Wir wollen uns im néchsten Abschnitt 6.4 dem Zusammenspiel von Verkniipfungen und
Zerlegungen zuwenden, wenn X ein Vektorraum ist. Dazu noch weitere Vorbereitungen.

6.3.6 Aquivalenzrelation auf einer Menge
Erinnerung: Eine Relation R auf einer Menge X ist eine Teilmenge von X x X.

Fiir zwei Elemente x,y € X schreiben und sagen wir

def def

(r,y) e R <= x~y <= 1z und y sind dquivalent.

Eine Relation ~ heiBt Aquivalenzrelation, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt
sind:

Reflexivitit: Fiir jedes x € X ist  ~ .

Symmetrie: Fiir zwei Elemente z,y € X gilt die Aquivalenz
T~y = Y~ T
Transitivitéit: Fiir drei beliebige Elemente x,y, z € X gilt die Implikation
r~y und y~z — T~ Z.
Es sei £(X) die Menge aller Aquivalenzrelationen auf X.

6.3.7 Beispiele fiir Aquivalenzrelationen
e Auf einer beliebigen Menge X gibt es die Aquivalenzrelationen (die Diagonale)

def
T~y — x=y.

e Auf einer beliebigen Menge X gibt es die Aquivalenzrelationen (die All-Relation)

xr~y firalle z,y.
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Es sei n € N;n > 2. Auf Z ist durch

def

T~y — x,y haben bei Division durch n den gleichen Rest

eine Aquivalenzrelation gegeben.

Es sei Ny x N die Menge aller Zahlenpaare mit zweiter Koordinate ungleich Null.
Definiere

(z,y) ~ (u,v) N T = y-u

Es sei X die Menge aller Geraden in einem Raum. Eine A-Relation ist dann

def

T~y = x st parallel zu y

Es sei X die Menge aller Dreiecke in der Zeichenebene. Durch

def

T~y — x,y sind kongruent zueinander oder
T~y LN x,y sind dhnlich zueinander

sind Aquivalenzrelationen auf X gegeben.

Es sei X eine Menge und f : X — Y eine Abbildung. Dann wird durch

z~y S fla) = fly)

eine Aquivalenzrelation erklirt. Konkret kénnte man hier bei X an eine Menge von
Befragten bei einer Frage mit Menge der moglichen Antworten Y denken.

6.3.8 Definition: Aquivalenzklassen

Ist eine Aquivalenzrelation ~ auf X gegeben, so definieren wir fiir ein festes a € X durch

a] = {zeX|z~a}

die zu a gehorige Aquivalenzklasse als eine nicht-leere Teilmenge von X.

6.3.9 Satz iiber Aquivalenzklassen

Fiir zwei Elemente a,b € X sind die folgenden Aussagen #dquivalent

(A)
(B)
(©)
(D)

[a] = [b]
[a] N [b] # &
a~b

Fiir alle z € [a] und alle y € [b] gilt = ~ y.
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6.3.10 Beweis
(A) = (B) ist trivial.

(B) = (C): Enthalt [a]N[b] ein Element ¢, so gilt ¢ ~ a und ¢ ~ b, dann wegen Symmetrie
und Transitivitat auch a ~ b.

(C) = (D): Ist « € [a] und y € [b], so gilt x ~ a und y ~ b, wegen Symmetrie auch b ~ y.
Aufgrund der Transitivitat gilt dann die Implikation

r~a, a~b b~y — x~y.

(D) = (A). Sei x € [a]. Wegen b € [b] folgt aus (D) dann = ~ b, also x € [b].

So haben wir also [a] C [b] gezeigt. Ganz genauso zeigt man [b] C [al.

6.3.11 Korrespondenz von Aquivalenzrelationen und Zerlegungen

Aufgrund des Satzes 6.3.9 bilden die Aquivalenzklassen bzgl. einer Aquivalenzrelation eine

Zerlegung von X. Wir haben auf diese Weise eine Abbildung (einen Operator)
d:E8(X)— Z(X)

von der Menge der Aquivalenzrelationen in die Menge der Zerlegungen definiert. Man sagt

auch, dass die Aquivalenzrelation eine Zerlegung in Aquivalenzklassen induziert.

Ist umgekehrt eine Zerlegung X = {X;|i € I} vorgegeben, so konnen wir ihr eine Relation
,,gemeinsame Zugehorigkeit”

T~y LN x,y gehoren zur gleichen Menge X;.

zuordnen. Man kann ganz leicht einsehen, dass dies eine Aquivalenzrelation auf X ist.

Insgesamt ist dies ein Operator
U:Z(X) = E(X).

Dem Satz 6.3.9 kann man entnehmen, dass die beiden Operatoren ® und ¥ invers zuein-
ander sind, ausfiihrlicher:

e Ist auf einer Menge X eine Aquivalenzrelation gegeben, so induziert diese eine Zer-
legung in Aquivalenzklassen. Definiert man mit Hilfe der Aquivalenzklassen dann
die Relation der ,,gemeinsamen Zugehorigkeit”, so landet man wieder bei der ur-
spriinglichen Aquivalenzrelation.

e Ist auf einer Menge X eine Zerlegung gegeben, so induziert diese die Aquivalenzrela-
tion der ,,gemeinsamen Zugehdrigkeit”. Die zu dieser Aquivalenzrelation gehdrigen
Aquivalenzklassen sind die Teilmengen der urspriinglichen Zerlegung.

e Die beiden Abbildungen und ihre Symbole @, ¥ sind in Zukunft nicht so wichtig. Es
geht nur darum, die Korrespondenz zwischen Aquivalenzrelationen und Zerlegungen
verstanden zu haben.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1 1 0

6.4 Faktorriume

6.4.1 Unterraum induziert Aquivalenzrelation Es sei nun V ein K-Vektorraum
und U ein Unterraum. Wir definieren auf V' die von U abhéngige Relation

V~w N v—w € U.

und iiberlegen, dass es sich um eine Aquivalenzrelation handelt:
Reflexivitit: Wegen v — v =0 € U ist ~ reflexiv.

Symmetrie: Ist v ~ w, so gilt v —w € U und dann w — v = —(v — w) € U, also
w e~ .

Transitivitdat Sind v, w, p drei Vektoren aus V' mit v ~ w und w ~ u, so heifit dies
v—w € U und w— p € U. Daraus folgt aber v —p = (v — w) + (w — p) € U, also
v~ D.

6.4.2 Unterraum induziert Zerlegung

Jede Aquivalenzrelation induziert eine Zerlegung in Aquivalenzklassen, so auch hier. Wir
schauen uns die durch einen Vektor w € V' gegebene Aquivalenzklasse genau an:

w] = {veV]v~uw}
= {veVl|v—welU}
= {veV|Esex.ueUmitu=v—w}
= {veV|Esex. ueU mitv=w+u}
= w+U.

In diesem Zusammenhang heifen die Aquivalenzklassen auch Nebenklassen.

6.4.3 Eigenschaften der Aquivalenzklassen
e Esist w+U = w+ U genau dann, wenn w — w € U.

e Beachte, dass der Vektor w durch die Menge w + U nicht eindeutig festgelegt ist;
dies wird nur durch die spezielle Schreibweise suggeriert.

Wir bezeichnen die Menge aller Aquivalenzklassen mit
ViU = {w+Ul|lweV}

und nennen sie den Faktorraum von V nach U. Es sind auch die Bezeichnungen Faktor-
vektorraum, Quotientenvektorraum, Quotientenraum iiblich.
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6.4.4 Satz: Faktorraum ist Vektorraum

Es sei V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum.

(i) Die Verkniipfungen

| VIUXVIU — V/U
+'{(w+U,@+U) = (Wt @)+U

und

o KxV/U = VU
"{(oz,w%—U) = (a-w)+U

sind wohldefiniert, das heifit unabhéngig von der Auswahl des Vektors x € w + U.
(ii) Mit diesen Verkniipfungen wird die Menge V/U zu einem K-Vektorraum.
(iit) Der Nullvektor ist die Menge 0 + U = U.

(iv) Der zu einem Vektor w + U € V/U additiv inverse Vektor ist —w + U.

6.4.5 Beweis
(i) Sind die Vektoren 2 € w + U und y € w + U beliebig ausgewihlt, so gilt

r+y—(w+w) = (z—w)+@y—w)elU, aso z4+ye(w+w)+U

(-x—aw) = a-(x—w)elU, also a-ze€a-w+U.

(ii) Wir rechnen nur als Beispiel vor, dass das Assoziativgesetz der Addition stimmt. Fiir
drei Elemente w + U,p+ U,q+ U € V/U gilt

(w+U+p+U)+q+U = (wt+p)+U+q+U = (w+p)+q+U
w+U+@p+U+q+U) = w+tU+p+q+U = w+(p+q)+U

Aufgrund des elementweisen Assoziativgesetzes stimmen die beiden Vektoren rechts iiber-
ein. Damit stimmen auch die Aquivalenzklassen links iiberein.

(iii) Fir ein beliebiges Element w + U € V/U gilt
w+U+0+U = w+0+U = w+U.
(iv) Fiir ein beliebiges Element w + U € V/U ist

w+ U+ (—w4U) = w+ (—w)+U = 0+ U.
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6.4.6 Beispiel

Es sei V = R? und U = span{ey, e3} die durch e, und ez aufgespannte Ebene. Dann sind
die Mengen w + U die Ebenen parallel zu U.

€2
N

U w+ U

w

e3

€1

e

e s ist dann

VIU = {w+U]weV}

die Menge der Ebenen. Die Ebenen werden zu Elementen des Faktorraums V/U.

e Ist die Differenz zweier Vektoren w und w in U enthalten, so stimmen die beiden

Ebenen w + U und w + U iiberein.

e Die Addition zweier Ebenen geschieht dadurch, dass man sich aus beiden Ebenen

je einen Vektor heraussucht, diese beiden — herkommlich — addiert und dann die
Ebene als Summe heranzieht, die die Summe der Vektoren enthélt.

e Die skalare Multiplikation einer Ebene mit einem Skalar o geschieht dadurch, dass

man sich aus der Ebene einen Vektor heraussucht, diesen — herkémmlich — skalar
mit o multipliziert und dann die Ebene als a-Vielfaches heranzieht, die den a-
vervielfachten Vektor enthélt.

e Die Ebene U verlduft durch den Ursprung, sie dient als Nullvektor.

e Zur Ebene w + U gehort die Ebene —w + U als negatives Element.
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6.4.7 Satz: Dimension des Faktorraums

Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U ein Unterraum. Dann gilt:

dimV = dimU + dim(V/U).

6.4.8 Beweis

Es sei By = {uy,...,u,} eine Basis von U, die zu einer Basis
By = Auy,...,up,wy,..., Wy}

von V ergénzt werden kann.

Wir zeigen, dass
B = {w+U...,u,+U}

eine Basis vonV/U ist.

Erzeugendensystem: Dazu sei v + U € V/U ein beliebiger Vektor. v € V besitzt eine
Darstellung bzgl. By als

U= oqur A Qi+ frwn e o Bt
Dann ist

v+U = (a1U1++anun+61w1++ﬁmwm)+U

Also ist B Erzeugendensystem.

Linear unabhéngig: Wir setzten den Nullvektor als Linearkombination an:

0+U = ay(w, +U)+ -+ ap(wy + U)
= (qwy + -+ anwy) +U

Daraus folgt dann
arwy + -+ apwy, € U.
Deshalb kann dieser Vektor als Linearkombination von By dargestellt werden:
awy + -+ AWy, = Brug + - -+ Bplin,
es folgt
0 = oqwy+ - 4 Qo — Biug — - — Bty
Da By Basis ist, muss

ap = - =aqa,, = 0
r==p =0

sein. Die obere Zeile schlie3t den Beweis schon ab.
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Lineare Algebra 1 (BA/GYM)

7 Lineare Abbildungen

7.1 Definition und Beispiele
7.1.1 Definition und Satz

Es sei K ein Koérper und V, W seien zwei K—Vektorrdume.
Die folgenden Aussagen iiber eine Abbildung f : V — W sind dquivalent:

(A) (Per definitionem) f: V — W heit linear, genauer K-linear.
(B) Fiir alle v,v € V gilt

flo+v) = f(v)+ f(v)

und fiir alle v € V, a € K gilt
fla-v) = a-f0)
(C) Fiir alle v,v € V, a,a € K gilt
flav+d®) = a f@)+a-f@
Wir bezeichnen die Menge aller linearen Abbildungen V' — W mit £(V,W).

7.1.2 Satz Es seien V und W zwei K-Vektorrdumen.
(i) Ist f: V — W eine lineare Abbildung, so ist f(0) = 0.
(ii) Fir einen Vektorraum V ist die identische Abbildung idy immer linear.

(iii) Sind f:V — W und g : W — U zwei lineare Abbildungen, so ist die Hintereinan-
derausfithrung go f : V' — U wieder linear.

7.1.3 Bewelis
(i) Es ist

-,

f(0) = f(0+0) = f(0)+ f(0)
und deshalb — wegen der Eindeutigkeit des additiv-neutralen Elements — f (6) = 0.

(ii) ist trivial, (iii) kann ganz einfach nachgerechnet werden.
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7.1.4 Beispiele linearer Abbildungen
(1) Abbildungen der Form

R —- R
r — m-x+t

werden in der Schule linear genannt. Im Sinne der Linearen Algebra ist eine solche Ab-
bildung nur im Fall ¢ = 0 linear.

(2) Es seien eine Gerade, eine Ebene oder der drei-dimensionale ,,Anschauungsraum” mit
einem Ursprung O gegeben. Dann sind die geometrischen Abbildungen

Zentrische Streckung mit Zentrum O

Achsenspiegelung bzgl. einer Geraden durch O

Punktspiegelung mit Zentrum O

und viele andere

lineare Abbildungen.

(3) Fiir zwei Vektorraume V und W ist die Konstant-Null-Abbildung
vV —- W
v = 0

immer linear.
(4) Es sei X eine Menge und F(R,R) der Vektorraum der reellen Funktionen R — R.
Fiir a, b, c € R ist die Transformation
P (v f(@) = (v e flaz+ b))
linear.
(5) Es sei D(R,R) der Vektorraum der differenzierbaren Funktionen. Die Differentiation
D(R,R) — F(R,R)

g = d
ist linear.
(6) Es sei C(R,R) der Vektorraum der stetigen Funktionen R — R. Fiir festes a € R ist
die ,,unbestimmte” Integration

{ C(R,R) — C(R,R)
g (a:f—> [7 g(¢) dt)

eine lineare Abbildung.

7.1.5 Definition: Polynomfunktion
(1) Eine Funktion p : R — R heifit Polynomfunktion n-ten Grades (kurz, aber nicht ganz
so gliicklich: Polynom), wenn es Zahlen

a, € R\ {0}, p_1,... 01,009 € R
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gibt, so dass

p(r) = U " 4 Ap 2"+ - a1 T+ ag fir alle z € R.

(2) Die Null-Funktion 0 : R — R wird als Polynomfunktion mit Grad —oo angesehen.

(3) Fir n € Ny wird der Vektorraum der Polynomfunktionen des Grades < n mit
P, (R, R) bezeichnet. Der Vektorraum aller Polynomfunktionen wird mit P (R, R) bezeich-
net.

(4) Wir werden spéter noch sehen, dass eine Polynomfunktion n-ten Grades, n € Ny,
hochstens n Nullstellen haben kann. Deshalb ist die Menge der Funktionen

2 n
{1,w,:1: yee s T }
linear unabhéngig und weiter eine Basis von P,,. Es ist also

dimP,(R,R) = n+1.

(5) Die folgenden Operatoren sind linear:
PR,R) — P(R,R)

Multiplikation mit der Variablen — X :
p — (z— 2 p(x))

PR,R) — PR,R)

Differentiation nach der Variablen D : .
p = (z—p(2))

R,R) — P(R,R)

P
Integration nach der Variablen I: { ( -
D = (x — fo p(t) dt)

7.1.6 Kanonische lineare Abbildungen
(1) Ist V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum, so ist die kanonische Abbildung

u - V
L= Lly . v o= W

linear. Sie heif3t die kanonische Injektion.

(2) Ist V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum, so ist die kanonische Abbildung

_ V = V/U
P=pviu: v = v4+U
linear. Sie heifit die kanonische Projektion.
(3) Es sei V@ W die duBere direkte Summe zweier K-Vektorraume V' und W. Die Ab-
bildungen
V = Vo VeW — V
v o~ (v,0) (v,w) — v

sind linear. Man konnte sie als Komponenten-FEinbettung und Komponenten-Projektion
bezeichnen. Diese Begriffe sind nicht so iiblich.
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7.1.7 Matrizen als lineare Abbildungen

(1) Eine m x n—Matrix A vermittelt per Matrixmultiplikation von links eine lineare Ab-
bildung

0, K* — K™
A v — A-wv.

(2) Ist B € K™ eine weitere Matrix, so gilt fiir v € K¢ aufgrund des Assoziativgesetzes
der Matrixmultiplikation

lap(v) = (A-B)-v = A-(B-v) = La(lg(v)) = (Laolp)(v),
insgesamt also

€A-B = €AO€B-

(3) Ist umgekehrt eine lineare Abbildung f : K® — K™ gegeben, so definieren wir die
Matrix

Ap = (fle) o e flen) ),

wobei eq, ..., e, die Einheitsvektoren im K" sind.
(4) Damit haben wir zwei ,,Operatoren”

Kmxe 5 £(K?,K™) L(K", K™)
{ A — Uy und { f

_) KmXTL
— A f
definiert.

(5) Etwas fieselig, aber doch einfach, kann man nachrechnen, dass fiir einen beliebigen
Vektor (vq,...,v,)T € K®

() - f(ivkek) - ;vmew —a () =)

k= vn

A ( ) = M( >) = ZA(ivkek) =S velaler)

k=1 k=1

= (Llaler) - EA(QU)’(:) :AZA.<:).

Das heifit, die beiden Operatoren sind invers zueinander.

(6) Als Fazit konnen wir feststellen, dass lineare Abbildungen K” — K™ und Matrizen
in K™*" zwei Spielarten des gleichen mathematischen Sachverhalts sind.

(7) Wir werden sehen, dass die strenge Unterscheidung der Symbole A und ¢4 nicht
dringend notwendig ist und werden daher — wie fast iiberall iiblich — einfach /4 = A
schreiben.
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7.2 Lineare Abbildungen und Basen
7.2.1 Satz: Lineare Abbildung ist durch Basis eindeutig bestimmt
Fiir zwei K—Vektorrdume V, W seien vorgegeben ...
eine Basis B von V' und
eine Abbildung fgp: B — W.
Dann gibt es genau eine lineare Abbildung f : V' — W mit

flv) = fp(v) firalle ve B.

Das heift, eine lineare Abbildung ist durch die Bilder der Basiselemente eindeutig be-
stimmt.

7.2.2 Bewels

(1) Um f zu definieren, miissen wir zu jedem Vektor v € V den Bildvektor angeben.
Es sei v = 2?21 a,;v; die eindeutige Linearkombination fiir v bzgl. der Basis B. Dann
definieren wir

flv) = Z a; fp(v)).

Ist nun v € B, so ist v = 1 - v die zugehorige Linearkombination und es gilt aufgrund der
Definition von f:

f) = f-v) = 1-fp(v) = fo(v).

(2) Wir haben zu zeigen, dass f linear ist. Es seien a,a € K und Vektoren v,v aus V
vorgegeben. Es gibt dann endlich viele Vektoren v; € B, so dass

n n
v o= Zﬂjvj und v = Zﬁj’uj.
j=1 j=1

Es gilt dann

flow+av) = f (Z(aﬁj + a@)w) =
D (0B +@B)flv) = ) Bif(w) + 8 Bif(w) = af(v) +af(D).

(3) Wiirde es zwei verschiedene lineare Abbildungen f und fmit der geforderten Eigen-

schaft geben, so gébe es mindestens ein v € V, so dass f(v) # f(v).

Ist dann v = Z?Zl a;v; die Basisentwicklung von v, so gilt wegen der Linearitdt von f
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und f

£ flv) - flv) = f(zajvj)—f(zozjvj) = > a;(f(v) = f(vy))

Jj=1

=11

= > a;(fs(v) — fs(v;)) = 0.
j=1
Das ist ein Widerspruch.

7.2.3 Satz: Das Bild von Basen

Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K—Vektorrdumen. Weiter sei B
eine Basis von V und f(B) die Bildmenge.

(i) f ist genau dann injektiv, wenn f(B) linear unabhéngig ist.
(ii) f ist genau dann surjektiv, wenn f(B) ein Erzeugendensystem ist.
(iii) f ist genau dann bijektiv, wenn f(B) eine Basis ist.
7.2.4 Beweis
(i)™ Es sei f injektiv. Wir wollen zeigen, dass f(B) linear unabhingig ist. Dazu sei
0 = QW1 + -+ AWy

eine Linearkombination von Vektoren aus f(B), die den Nullvektor als Wert hat.

Jeder Vektor w; € f(B) hat ein Urbild v; € B. Wir setzen f(v;) = w; in den Nullvektor-

ansatz ein und erhalten insgesamt

f(@) = 0 = arf(v) +-+anf(v,) = flaquy+ -+ o).
Wegen der Injektivitdt von f muss

0 = vy + o+ o Uy,

sein. Die Vektoren v; sind in der Basis B, deshalb muss o; = 0 sein fiir alle j = 1,...,n.

(1)< Es sei f(B) linear unabhéngig. Es seien v,v € V mit f(v) = f(v). v und v sind
Linearkombinationen aus B, also

vo= 0qUp s QU
’17 = &1’()1*|>"'+&nvn, UjGB.
Es folgt

arf(vi) + -+ anf(vn)
= flavs + -+ ayvy)
= flv) = f(v)
= flav + -+ ayo,)
= aif(vi) +- -+ anf(vn).
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Da wegen der linearen Unabhéngigkeit von f(B) dieser Vektor eine eindeutige Linear-
kombination aus f(B) sein muss, folgt

Q. = 521, an:&n
und damit v = .

(i1)™ Es sei f surjektiv. Dann gibt es zu jedem w € W ein v € V', so dass w = f(v). Ist
v =", ajv; fiir v die Linearkombination aus B, so gilt

w = f(v) = f(Z%’”j) = Z%’f(vj)-

Also ist f(B) ein Erzeugendensystem.

(ii)< Es sei f(B) ein Erzeugendensystem von W. Dann lasst sich ein beliebiger Vektor
w € W schreiben als

w = Wi+ -+,

wobel zu jedem w; ein v; € V existiert, so dass f(v;) = w;. Dann gilt aber
w = arf(v)+ -+ aflv,) = flaguy + -+ 4+ a,vp).

Also ist w € f(V). Das heifit, f ist surjektiv.

Die Aussage (iii) folgt aus den Aussagen (i) und (ii).

7.2.5 Bezeichnungen: Homomorphismen

In starker algebraisch orientierten Teilgebieten der Mathematik treten — aufgrund der
Herausarbeitung von begrifflichen Verallgemeinerungen in der Theorie der so genannten
Kategorien — andere Bezeichnungen fiir bestimmte Typen von Abbildungen in Erschei-
nung.

In diesem Kontext heiflen lineare Abbildungen auch Homomorphismen. Ein Homomor-
phismus f : V' — W heifit genauer ...

Monomorphismus, wenn er injektiv ist,
Epimorphismus, wenn er surjektiv ist,
Isomorphismus, wenn er bijektiv ist,
Endomorphismus, wenn V = W gilt,

Automorphismus, wenn er bijektiv ist und V = W gilt.

Zwei Vektorraume V, W heiflen isomorph, wenn ein Isomorphismus f : V' — W existiert.

7.2.6 Folgerung

Sind zwei Vektorrdume isomorph, so haben sie die gleiche Dimension.

7.2.7 Bewelis

Gemaf 7.2.3(iii) werden Basen der beiden Vektorrdume bijektiv aufeinander abgebildet.
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7.3 Kern und Bild einer linearen Abbildung
7.3.1 Vorbemerkung

Es sei darauf hingewiesen, dass wir in den folgenden Unterkapiteln keinen Gebrauch vom
Begriff der Basis machen miissen.

7.3.2 Definition: Kern, Bild Essei f: V — W eine lineare Abbildung.
Die Urbildmenge von 0 € W heiBt der Kern von f. Die Bezeichnung ist

ker f = [L{0)) = {v eV ‘ flv) = 6}.
Die Bildmenge von V" heifit das Bild von f. Die Bezeichnung ist

imf = f(V) = {wEW‘ Esex.vEVmitf(v):w}.

7.3.3 Satz: Kern und Bild sind Unterrdume

Es sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K—Vektorraumen.
(i) Der Kern von f ist ein Unterraum von V.

(ii) Das Bild von f ist ein Unterraum von W.

7.3.4 Beweis
(i) Es seien v,v € ker f und «, & € K. Dann gilt
flav+av) = af(v)+af@®) = 0,
also liegt auch jede beliebige Linearkombination von ker f in ker f.

(ii) Es seien w,w € im f und a, & € K. Dann gibt es Vektoren v,v € V| so dass
f) = w, f@) =w.
Dann gilt aber weiter

aw+aw = af(v)+af(v) = flav+av) € im f.

7.3.5 Satz Essei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K—Vektorrdumen.
(i) f ist genau dann injektiv, wenn ker f = {0}.

(i) f ist genau dann surjektiv, wenn im f = W.

(iii) f ist genau dann bijektiv, wenn ker f = {6} und im f = W.
)

(iv) Ist f bijektiv, so ist auch die Umkehrabbildung f~!: W — V linear.
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7.3.6 Beweis
(i) Ist f injektiv, so hat 0 € W héchstens ein Urbild, das ist eben der Nullvektor.
Es sei umgekehrt ker f = {0}. Haben zwei Vektoren v,7 € V das gleiche Bild, f(v) =
f(©), so gilt

flo=v) = fv)=f@) =0,
deshalb v — 7 = 0 und dann v = 7.

(ii) und (iii) sind trivial. Die beiden Aussagen sind nur aus #sthetischen Griinden hinzu-
gefiigt.

(iv) Es seien w,w € W, «, @ € K beliebig. Es existieren dann eindeutige Vektoren v,v € V
mit f(v) =w und f(v) = w. Dann ist

a- [T w)+a- fTH(w) =

Q
Q
= f
f
f
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7.4 Kanonische Zerlegung einer linearen Abbildung

7.4.1 Satz: Kanonische Zerlegung einer linearen Abbildung
Es sei f: V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K—Vektorraumen.
(i) Es gibt eine bijektive lineare Abbildung IE V/(ker f) — im(f), so dass f wir folgt

kanonisch in drei Abbildungen zerlegt (= faktorisiert) werden kann:

f

» F . .
1% —_— V/iker ) —— imf ——t—— w

fAfl

v+ ker f

Es kann also jede lineare Abbildung f : V' — W durch

Faktorisierung des Definitions-Vektorraums V' nach ker f  und
Einschrankung des Werte-Vektorraums W auf im f

,,bijektiv gemacht” werden.

(ii) Die zu ]/”\inverse lineare Abbildung ]?_1 gibt zu jedem Element b € im f die Urbild-
menge an:

Fu, [ imf = V(ker f)
' w = fTH({w)).
7.4.2 Beweis
(1) Wir definieren die Abbildung f : V/(ker f) — im f durch

~

flo+kerf) = flv).

(2) Wir zeigen, dass fso wohldefiniert ist, d.h. dass die Definition unabhéngig von der
Auswahl des Vektors v ist. Dazu sei v € v+ ker f ein beliebiger Vektor in der Aquivalenz-
klasse. Dann gilt v — v € ker f und deshalb

f@) = fE-vtv) = fE-v)+f@0) = 0+ f(v) = f(v).
Also kann in der obigen Definition die rechte Seite f(v) durch f(v) ersetzt werden.

(3) Wir zeigen als néchstes, dass finjektiv ist. Angenommen, es existieren zwei Vektoren

~ ~

v+ker f,v+ker f € V/(ker f) mit f(v+ker f) = f(v+ ker f). Dann gilt

~ -~

flo=1) = f(v) = f(©) = flv+kerf)—f(7+kerf) = 0.
Das aber bedeutet v — v € ker f und deshalb v + ker f = v + ker f.

(4) Es bleibt noch die Surjektivitit zu zeigen. Ist w € im f beliebig, so gibt es aufgrund
der Definition des Bildes eines Vektors v € V mit f(v) = w. Dann gilt aber

-~

flo+kerf) = f(v) = w.

Also ist w auch im Bild von fenthalten.
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7.4.3 Beispiel aus der Analysis: Der Differentiationsoperator
Es seien (vgl. Abschnitt 7.1.4)

F(R,R) den Vektorraum der Funktionen R — R, dann
C(R,R) der Unterraum der stetigen Funktionen und

D(R,R) der Unterraum der differenzierbaren Funktionen.
Weiter sei
D- DR,R) — F(R,R)
' fo=f

der Differentiationsoperator, er ordnet jeder differenzierbaren Funktion ihre Ableitungs-
funktion zu. Er ist — wie Thnen bekannt — linear.

Wir betrachten fiir g € D(R,R) und h € F(R,R) die linear-inhomogene Gleichung
Dg = h. (%)

Eine Losung dieser Gleichung ist nichts anderes als eine Stammfunktion ¢ von h auf R.

7.4.4 ,,Bijektiv-Machen” des Differentiationsoperators

Wir wollen jetzt mit Hilfe des Diagramms der kanonischen Zerlegung des Differentiati-
onsoperators

D
D(R,R) > . DR,R)/(ker D) ———  imD F(R,R)
p-1
9 —_— g+kerD PE— h —_— b

die in Abschnitt 7.4.3 geschilderte Situation genauer analysieren.

(1) Der Kern von D ist der Unterraum der konstanten Funktionen
kerD = C := {g:R%R‘EseX. ce]Rmitg(x):cﬁirallexER},

wie in der Analysis mit Hilfe des Mittelwertsatzes bewiesen wird.

(2) Fiir das Bild im D gibt es keine gute explizite Beschreibung. Man weiss aus der
Analysis, dass

CR,R) & imD & F(R,R).

iir h € im D ist der Umkehroperator D~ gegeben durc
(3) Fir h € im D ist der Umkeh D! ben durch

L(DIh) = D7 (h) = G+C,

wobei g irgendeine Stammfunktion von A ist. Man nennt diese Restklasse im Faktorraum
D(R,R)/(ker D) das unbestimmte Integral von h.

Beachte, dass eine Stammfunktion g eindeutig die Restklasse g + C' bestimmt, aber nicht
umgekehrt.
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(4) Wir haben durch Faktorisierung von D(R,R) nach dem Unterraum C' der konstan-
ten Funktionen und Einschriankung von F(R,R) auf im D den Differentiationsoperator
,,bijektiv gemacht”.

Die Schulmathematik gibt diesen Prozess seit neuestem sprachlich durch die Begriffs-
Paarung ,,Ableiten—Aufleiten” verkiirzt wieder.

(5) Fiir h € C(R,R) & im D kann eine Stammfunktion von A mit Hilfe des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung angegeben werden. Es ist dann

Ja(x) = / h(t) dt,
wobei a irgendeine Stelle in der Definitionsmenge R ist. Der Umkehroperator hat die Form
L(D|h) = D Yh) = .+ C.

Bei Auswahl eines anderen a € R bleibt die Restklasse gleich.
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7.5 Der Rang einer linearen Abbildung

7.5.1 Einstieg

In diesem Kapitel seien alle Vektorraume endlich-dimensional.

Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W hat der Satz 7.4.1 gezeigt, dass ein Isomorphismus
]?: V/(ker f) — im f

besteht. Aus Folgerung 7.2.6 wissen wir, dass die beiden beteiligten Radume die gleiche
Dimension haben.

Diese Zahl hat fiir die lineare Abbildung eine grofle Bedeutung, weshalb sie einen eigenen
Namen erhélt.

7.5.2 Definition: Rang einer linearen Abbildung
Es sei f: V — W eine lineare Abbildung. Die Zahl
rang f = dim(im f) = dimV/(ker f) = dimV —dimker f €Ny
heiit Rang der linearen Abbildung.
Hat eine lineare Abbildung den gréfftmoglichen Rang, d.h.
rang A = min { dim V, dim W},

so sagt man, sie hat Vollrang.

7.5.3 Satz: Rang bei Komposition von linearen Abbildungen

Es seien f : V — W eine lineare Abbildung. h : V = V und g: W — W seien weitere
lineare Abbildungen.

~ h f g —~

V 4 W W

(i) Es gilt allgemein

rang(go f) < rangf
rang(foh) < rangf

(ii) Ist h surjektiv, so gilt
rang(foh) = rangf

(iii) Ist g injektiv, so gilt
rang(go f) = rangf

(iv) Sind g und h bijektiv, so gilt

rang(go foh) = rangf
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7.5.4 Beweis
(1) Es sei B = {wy,...,w,} eine Basis von im f. Es ist dann die Menge
9(B) = {g(wi),...,g(wn)}

ein Erzeugendensystem von im(g o f). Deshalb ist

rang(go f) = dim(im(go f)) < [{g(uwn), ..., g(wa)}|
< n = dim(im f) = rang f.

(2) Ist g zusétzlich injektiv, so ist g(B) sogar Basis von im(g o f), vgl. Satz 7.2.3(i). Es
ist dann

rang(go f) = dim(im(go f)) = [{g(wi),...,g(wn)}|
= n = dim(im f) = rangf.

(3) Es ist imh C V, deshalb im(f o h) C im f und deswegen
rang(foh) = dim(im(foh)) < dim(im f) = rang f.
(4) Ist h zusétzlich surjektiv, so ist im(f oh) = im f und dann

rang(foh) = dim(im(foh)) = dim(im f) = rang f.

7.5.5 Satz: Rang bei Erweiterung von linearen Abbildungen
Es seien eine lineare Abbildung f : V — W und ein b € W gegeben.

In Bezug zu diesen Daten definieren wir die so genannte erweiterte Abbildung

VeK — W
f|b:{ (v,a) = f(v)+ ab.

Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) rang f < rang f[b

(ii) rang f = rang f|b = b€ imf.

7.5.6 Bewels

Es ist sofort zu sehen, dass
imf C im f|b, (%)

woraus sofort die Aussage (i) folgt. Die zweite Aussage kann man der folgenden Aquiva-
lenzkette entnehmen

rang f = rang f|b
< dim(im f) = dim(im f|b)
AL imf = imf|b

EL beimf
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7.6 Der Rang einer Matrix
Nachdem wir eine m x n-Matrix A als lineare Abbildung ¢4 : K* — K™ auffassen koénnen,

ist der Rang auch fiir Matrizen definiert.

7.6.1 Satz: Rang einer Matrix

Es sei A € K™*" eine Matrix. Die folgenden Aussagen bestimmen den Rang:
(A) rang A = dim(im A)
(B) rang A = n — dim(ker A)

(C) Der Rang ist gleich dem Spaltenrang, das ist die Maximalzahl linear unabhéngiger
Spaltenvektoren von A.

(D) Der Rang ist gleich dem Zeilenrang, das ist die Maximalzahl linear unabhéngiger
Zeilenvektoren von A.

7.6.2 Beweis
Die Aquivalenz von (A) und (B) wurde bereits in Abschnitt 7.5.2 konstatiert.

Die Aquivalenz von (A) und (C) folgt daraus, dass die Spaltenvektoren von A als Bilder
der Einheitsvektoren aus K™ das Bild von A aufspannen.

Die Aquivalenz von (C) und (D) wird im Verlauf dieses Abschnitts noch bewiesen.

7.6.3 Satz: Rang-Stabilitit Es sei A € K™*".

(i) Sind B € K" und C' € K™*™ zwei invertierbare Matrizen, so gilt

rangCAB = rangA.

(ii) Wird die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen oder Spaltenumformungen
in eine andere Matrix A umgeformt, so bleibt dabei der Rang gleich:

rangg = rang A.

7.6.4 Beweis
(i) Die Aussage ist eine direkte Umsetzung der Aussage (iv) aus Satz 7.5.3.

(ii) Hier miissen wir nur daran erinnern, dass Zeilen- und Spaltenumformungen bei einer
gegebenen Matrix durch Links- bzw. Rechtsmultiplikation mit den invertierbaren Matrizen
Qjla, @ € K\ {0}, T bzw. Rj), aus Kapitel 2.7 realisiert werden konnen.
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7.6.5 Satz: Spaltenrang und Zeilenrang bei Erweiterung
Wir betrachten die Matrix
app - A | b
Alb = : : : )
Am1 -~ Gmn bm
sie besteht aus der m x n —Matrix A und dem Spaltenvektor b € K™.

Dann gelten die folgenden Aussagen:
(i) Spaltenrang A < Spaltenrang Alb
(ii) Zeilenrang A < Zeilenrang Alb
Ist der Spaltenvektor b eine Linearkombination der Spaltenvektoren von A, so gelten die
folgenden Aussagen:
(iii) Spaltenrang A = Spaltenrang A|b
(iv) Zeilenrang A = Zeilenrang A|b

Die entsprechend dualen Aussagen gelten genauso fiir das Weglassen bzw. Hinzufiigen
einer Zeile bei einer Matrix

ai Qin
A =
b am1 Amn
bl bn

7.6.6 Bewelis

Die Aussagen (i) und (iii) sind trivial. Die letzte Aussage wird, wie gesagt, dual zu den
anderen bewiesen.

Zu (ii): Es sei r < m der Zeilenrang von A. Wir kénnen Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit (O.B.d.A) annehmen, dass gerade die oberen r Zeilen

(ijh...,ajn), j:]_,...,T

von A linear unabhéngig sind. Anderenfalls fiihren wir Zeilenvertauschungen durch, die
ja den Zeilenrang nicht verdndern.

Es sei nun
(0,,0) = Zﬁj(ajl,...,ajn,bj) Gle(n—H)
j=1

eine Linearkombination der ersten Zeilen von A|b, die die ,,Nullzeile” ergibt. Durch Weg-
lassen der letzten Koordinate in der Linearkombination folgt

(0,,0) = Zﬁj(aﬂ,...,am) Glen.
j=1



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1 30

Da aber diese Zeilenvektoren linear unabhéngig sind, folgt

ﬁj = 0 jzl,...,T.
Das bedeutet, dass auch die ersten r Zeilenvektoren von A|b linear unabhéngig sind.

Zu (iv): Es sei jetzt r < m der Zeilenrang von A|b. Wir konnen wieder O.B.d.A. annehmen,
dass gerade die oberen r Zeilen

(ajla--'aajnabj)a j:17"'77n

von A|b linear unabhéngig sind. Es sei nun
(0,,0) = Zﬁj(aﬂ,...,am) GKIXTL (*)
j=1

eine Linearkombination der oberen r Zeilen von A, die die ,,Nullzeile” ergibt. Da b eine
Linearkombination der Spaltenvektoren von A ist, kénnen wir schreiben:

by

b = : = Z’Vk
k=1

b

A1k

Ak

Daraus folgt, dass

T T n
D_Bibi = DB (D ma)
j=1 j=1 k=1
T n n T
- Z Z /B]’yk . a,]k - Z Z ’ykﬁj . a]k (Doppelsumme mit r - n Summanden)

=1 k=1 k=1 j=1
= Z’Yk' (Zﬁj'aﬂc) = Z”Yk'o = 0.
k=1 =1 k=1

Das bedeutet aber, dass die Gleichung (x) zu
(0,,0) = Zﬁj(ajl,...,ajn,bj) GKlX(n—H)
j=1

erweitert werden kann. Wegen der linearen Unabhéngigkeit der Zeilenvektoren auf der
rechten Seite dieser Gleichung folgt

By = 0 fir j=1,...,n

also sind auch die oberen r Zeilenvektoren von A linear unabhéngig und damit hat A den
Zeilenrang 7.

7.6.7 Satz: Spaltenrang gleich Zeilenrang
Fiir eine beliebige m x n—-Matrix A gilt: Zeilentrang A = Spaltenrang A.
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7.6.8 Bewelis

(1) Wir lassen, bis es nicht mehr weiter moglich ist, nacheinander in der m x n—Matrix
A Spaltenvektoren oder Zeilenvektoren weg, die Linearkombinationen der anderen Spal-
tenvektoren bzw. Zeilenvektoren sind. Es entsteht eine p x g—Matrix A’, deren Spalten—
bzw. Zeilenrang mit dem von A aufgrund von Satz 7.6.5 (iii),(iv) iibereinstimmt.

(2) A’ enthélt nur noch linear unabhéngige Spaltenvektoren und linear unabhéngige Zei-
lenvektoren.

Im Fall ¢ > p hitte man g > p linear unabhiingige Vektoren im Raum KP*! der Spalten-
vektoren. Widerspruch.

Im Fall p > ¢ hiitte man p > ¢ linear unabhiingige Vektoren im Raum K'*? der Zeilen-
vektoren. Widerspruch.

Es muss also p = ¢ sein.
(3) Zusammengefasst gilt nun

Spaltenrang A = Spaltenrang A’ = ¢ = p = Zeilenrang A’ = Zeilenrang A.



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM) — Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1 32

7.7 Struktur und Dimension von Lésungsmengen

7.7.1 Definitionen
Es sei f:V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei K-Vektorraumen V und W.

Man denke im folgenden vor allem an den Fall, dass es sich bei f um eine als lineare
Abbildung aufgefasste Matrix A : K" — K™ handelt.

Ist zusétzlich b € W vorgegeben, so entsteht eine Gleichung
flx) =0 (iLG)

Ersetzt man in der linearen Gleichung b durch 0 € W, so entsteht die zur Gleichung (iLG)
gehorige homogene Gleichung

flz) = 0 (bLG)
Diesbeziiglich heifit dann die Gleichung (iLG) auch inhomogen.

Wie im Kapitel 3.1 iiber LGSe bezeichnen wir die Losungsmenge mit

fla) = b}.

Wir konnen jetzt verschiedene Begriffe und Einsichten, die wir iiber lineare Abbildun-
gen gewonnen haben, zur Beschreibung von Losungsmengen verwenden. Das bedeutet
nicht, dass die Verfahren zur konkreten Losung von LGSen in Kapitel 3.3 {iberfliissig oder
vereinfacht werden, sie werden aber ,,einsichtiger”.

L(flp) = {azEK”

7.7.2 Satz: Struktur und Dimension der Losungsmenge bei homogenen Glei-
chungen

Es sei f: V — W eine lineare Abbildung.

(i) Die Losungsmenge der homogenen Gleichung (hLG) ist gleich dem Kern der linearen
Abbildung f

L(f|0) = kerf.
Insbesondere ist £(f|0) ein Unterraum von V und damit auch nicht-leer.
(ii) Im endlich-dimensionalen Fall ist
dimker f = dimV —rang f.

7.7.3 Bewels

Die erste Aussage ist nur eine Umschreibung der Definition. Die zweite beruht auf der
Definition 7.5.2 des Rangs und damit auf Satz 7.4.1(iii).

7.7.4 Satz: Existenz von Ldsungen bei inhomogenen Gleichungen

Im endlich-dimensionalen Fall ist

L(flb) # @ <« rangf = rang(f[b).
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7.7.5 Beweis
Das geht unmittelbar aus Satz 7.5.5(ii) hervor.

7.7.6 Satz: Struktur der Losungsmenge bei inhomogenen Gleichungen

Essei f: V — W eine lineare Abbildung und b € W. Wir nehmen an, dass die inhomogene
Gleichung eine Losung z hat, was auch ausgedriickt werden kann als

L(flb) # <& oder beimf.

Die kanonische Zerlegung von f geméf Satz 7.4.1(iii) wirkt sich wie folgt auf die Elemente
x der Losungsmenge aus:

v —2— V/kerf) ——— imf ——— W
7t
x r+ker f T———— b _— b

Das bedeutet genauer:

(i) Ist x € V irgendeine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung (iLG), so ist die
gesamte Losungsmenge gegeben durch

LUf]p) = f'(b) = z+kerf.

(ii) Anders ausgedriickt: Ein Vektor z € V ist genau dann

eine Losung der inhomogenen Gleichung (iLG), wenn er
sich darstellen lasst als Summe der speziellen Losung x der inhomogenen Glei-

chung (iLLG) und einer Losung der homogenen Gleichung (hLG).

iii) Die Abbildung 7! ist linear
(iii) g

aL(f|b) +aL(fb) = L(flab+ad)

Anders ausgedriickt: Ist v eine Losung der Gleichung f(z) = b und v eine Losung
der Gleichung f(x) = b, so ist a v+ a v eine Losung der Gleichung f(z) = ab+ ab.

(iv) Die Differenz zweier Losungen der inhomogenen Gleichung (iLG) ist eine Losung
der homogenen Gleichung (hLG).

7.7.7 Beweis Es miissen nur bisherige Ergebnisse und Definitionen genau umgesetzt
werden.
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7.8 Beispiele
7.8.1 Beispiel Betrachte das LGS

0 00 T 0
001 |- | 2 = 1
0 01 T3 1

Es ist leicht zu sehen, dass

1 0 1 0
ker A — span{ o ].(1 }: {k1 0 | 4k 1 kl,kzeR}
0 0 0 0
0 0
imA = span{ 1 } = {k 1 ‘kER}
1 1
Die Vektoren
0 1 0
v o= 0|, =10 ], V' = 1
1 1 1

sind Beispiele fiir spezielle Losungen, deshalb hat die Losungsmenge die Form

L(AD) = v+kerA = v +kerA = 0" + ker A.

7.8.2 Beispiel Betrachte das LGS

6 —-12 2 1 3
-2 4 —% o = -1
4 -8 3 T3 2

Es ist leicht zu sehen, dass

2 1 3

ker A = span { 11, 0 }, imA = span { -1 }
0 -3 2
Die Vektoren
: 0 0
v o= 01, o= -1 |, V' = | 0
0 0 s

sind spezielle Losungen, deshalb hat die Losungsmenge die Form

L(AD) = v+kerA = v +kerA = 0" + ker A.
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8 Permutationen

8.1 Einfiihrung

8.1.1 Definition: Permutationen
1. Es sei X eine Menge. Eine bijektive Abbildung f : X — X heifit auch Permutation

von X.

2. Die Menge aller Permutationen einer Menge X bezeichnen wir mit
S(X) := {f X = X ‘ f st bijektiv}.

8.1.2 Beobachtung
Die Menge S(X) bildet mit der Hintereinanderausfithrung als Verkniipfung
{ S(X)xS(X) — S(X)
o:
(fr9) = fog
eine Gruppe. Das neutrale Element ist durch die identische Abbildung idx gegeben. Die

zu einer Abbildung f € S(X) inverse Abbildung ist gegeben durch die Umkehrabbildung
7L Fiir | X| > 2 ist die Gruppe nicht-kommutativ.

8.1.3 Definition: Die Symmetrische Gruppe

Ist X eine endliche Menge der Méchtigkeit n, so heifit S(X) die Symmetrische Gruppe
auf n Elementen (oder n Buchstaben) oder n Symbolen.

Im allgemeinen hat man es mit der Menge X = {1,2,...,n} zu tun.

Man kiirzt S,, = S({1,2,...,n}) ab. Die Elemente von S,, werden im allgemeinen durch
den Buchstaben 7 gekennzeichnet. Die Hintereinanderausfiihrung zweier Permutationen
schreiben wir ab jetzt als Multiplikation:

Ty =T = T 0.

Wie sonst auch iiblich, kann das Multiplikationszeichen - auch weggelassen werden.

8.1.4 Beispiele

e S; besteht nur aus der identischen Abbildung id : {1} — {1}. Als Gruppe ist dies
wieder die triviale Gruppe. S§; = {id}.

e Sy enthélt zwei Abbildungen, ndmlich die identische Abbildung ¢+ = idx und die
Vertauschung der beiden Elemente 1 und 2. Bezeichnen wir letztere mit 7, so gilt
fiir die Verkniipfungen:

s

L L
TI|T

=~ |

Diese Struktur ist wieder die gleiche wie die von Zy = {g, u}. Man sagt, die Gruppen
(Zs, @) und (S, o) sind isomorph (gleichstrukturiert). Auch die Gruppe ({—1,+1},-)
ist isomorph zu diesen beiden Gruppen.
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e Wir betrachten jetzt die Gruppe Ss der bijektiven Abbildungen in {1,2,3}. Wir
bezeichnen fiir a, b, ¢ € {1,2,3} die Abbildung

1l—a
T 2—b mit <1 2 3).
a b c
3—=c
Dann gilt:
1 2 3 ‘ 1 2 3 _ 1 2 3
1 3 2 21 3 3 1 2
1 2 3 ‘ 1 2 3 _ 1 2 3
21 3 1 3 2 2 31

Die Gruppe &3 ist nicht kommutativ.

e Allgemeiner bezeichnen wir ein Element 7w € S,

X1

1 -
2 = x4 ) (1 2 ... n)
T . mit .
: Ty Ty - Ty

n — T,

e Mit Hilfe eines Induktionsbeweises kann gezeigt werden, dass |S,| = n!
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8.2 Zyklen und Transpositionen
8.2.1 Definitionen

1. Eine Permutation 7 € S, heifit Zyklus (der Linge k), wenn die Menge {1,2,...,n}
in zwei disjunkte Teilmengen zerféllt

{1,2,...,n} = {ml,mg,...,mk} U {‘617‘627”';€n—k}7 k > 2,
so dass

w(m;) = myy firi=1,... k-1, m(mg) = my

2. Die Zahlen my, mag, ..., my heilen die Elemente des Zyklus.

Zwei Zyklen heiflen disjunkt, wenn ihre Elemente paarweise verschieden sind.

- W

Ein Zyklus der Lénge 2 heift Transposition.

5. In diesem Zusammenhang wird die identische Permutation als Zyklus der Lange 1
aufgefasst.

8.2.2 Zyklen-Schreibweise

Wenn die Zahl n aus dem Kontext bekannt ist, wird hier eine andere Schreibweise ver-

wendet:
(13) := (;) ; 513 i) (Transposition)
1 2 3 45
(145) = (451) = (514) := (4 5 3 5 1)
1 23456 78
(25874) = (1 57 23 648)

(1) = id

8.2.3 Beobachtung
Sind zwei Zyklen disjunkt, so ist ihr Produkt von der Reihenfolge unabhéngig:

(pip2s - ook) - (a2 - 0) = (@ae, - q;) (P1p2, - Dk)-

Bei der Multiplikation von nicht disjunkten Zyklen muss man , hoéllisch” aufpassen. Dies
wollen wir aber nur fiir Transpositionen ausprobieren:

(23)(35) = (235).

Teste dabei nacheinander die Wirkung dieser Abbildung auf die einzelnen Zahlen aus
{1,2,...,n} aus. Beachte, dass Permutationen Abbildungen sind und daher von rechts
nach links ausgefiihrt werden.

(35)(23) = (253).
Innerhalb eines Zyklus erfolgt dagegen die Zuordnung in Links-Rechts-Richtung.
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8.3 Zerlegung von Permutationen
8.3.1 Satz: Zerlegung von Permutationen

(i) Jede Permutation 7 kann als Produkt von paarweise disjunkten Zyklen geschrieben
werden. Die Faktoren sind eindeutig.

(ii) Jeder Zyklus der Lénge k kann als Produkt von k& — 1 Transpositionen geschrieben
werden.

(iii) Folgerung: Jede Permutation 7 kann als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden.

8.3.2 Beispiel

(15)-(283) - (47).

VRS
S g
00 N
N OO
~
— o
oo
NG|
w oo
SN—
Il

8.3.3 Beweis

Zu (i): (1) Fiir die gegebene Permutation 7 bestimme man zunéchst die Menge M der
Zahlen, die nicht auf sich selbst abgebildet werden.

(2) Wiéhle eine Zahl j € M und ,,starte” den zugehorigen Zyklus
j w(g) = TG = TG

(3) Da fiir die Werte dieser Folge nur die Zahlen aus {1,...,n} zur Verfiigung stehen,
muss irgendwann eine der Zahlen zum zweiten Mal auftreten. Es sei

(= min{kEN|EseX.EG{O,...,k—l} mit WE(j):ﬂk(j)}

die Zahl, bei der dieses ,,zweite Auftreten zum ersten Mal” passiert, und { < ¢ die 7u-
gehorige kleinere Zahl, also

() = 70):
(4) Wiire £ > 0, so kénnen wir 7~ auf diese Gleichung anwenden,
) = ),

was der Minimalitit von ¢ widerspricht. Es gilt also £ = 0 und 7* (7) = j, d.h. die erste
Zahl j der Folge in (2) tritt als erste zum zweiten Mal auf. Das bedeutet, dass der Zyklus

(j 7G) =) - ='0G))
ein ,,Bestandteil” der Permutation ist.

(5) Wihle aus M solange weitere Zahlen aus und konstruiere die zugehorigen Zyklen, bis
alle Zahlen aus M erfasst sind.

Zu (ii): Es ist

(g1 2 = gn) = (gv g2)- (g2 gz ) (dnez Jor ) (Jor Ju)-
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8.4 Das Signum einer Permutation

8.4.1 Definition: Signum

Fiir eine Permutation 7 € S,, definieren wir das Signum durch

)

o(r) := P

1<i<j<n

1

39

Fiir jede zwei-elementige Teilmenge {i,j} C {1,...,n} tritt in dem Produkt ein Faktor

() —m(2)

=2—— auf. Die Reihenfolge von ¢ und j ist dabei unwesentlich, da eine Vertauschung

j—i
eine Erweiterung mit —1 in dem Bruch bedeutet.

8.4.2 Beispiele
e Fiir m = (1 2 3) € S; ergibt sich

(2 —n(1) 7(3)—7(1) 73)-—m2) 3-2 1-2 1-3

o(m) 21 3-1 35-2 ~2-13-13-2 ="
o Fiir 7 = (14) € S, gilt
o(r) =
m7(2) —n(1) 7(3)—7(1) 7(4)—n() 7(3)-—7(2) 7(4)-—n(2) 7(4)—-7(3)
21 31 11 3_9 1-2 1-3

2—-4 3-4 1-4 3-2 1-2 1-3
2—-1 3-1 4-1 3-2 4-2 4-3
-2 -1 -3 1 -1 =2
1 2 3 1 2 1

8.4.3 Eigenschaften des Signums

(i) Es gilt fiir eine beliebige Permutation 7
o(m) € {—1,+1}.

(ii) Fiir zwei Permutationen 7y, m € S, gilt
o(m -m) = o(m)-o(m).

(iii) Fir die identische Permutation gilt o((1)) = +1.

(iv) Fiir eine Permutation 7 und ihre Umkehr-Permutation 7= gilt

on) = o(r ).

(v) Fiir eine Transposition (k) gilt

o((k0) = —1.
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8.4.4 Beweis

(i) Betrachte die definierende Formel in Abschnitt 8.4.1. Da 7 bijektiv ist, gibt es zu jedem
Paar (i,7) mit ¢ < j zwei Zahlen k,¢ € {1,...,n}, so dass 7(k) = ¢ und 7(¢) = j. Also
gibt es zu jeder Nenner-Kombination j — ¢ die Z#hlerkombination 7(k) — 7(¢) = i — j
oder 7(¢) — m(k) = j — i. Diese Zuordnung ist umkehrbar eindeutig. Also kiirzen sich alle
Betrége ungleich 1 heraus. Es bleibt ,,nur das Vorzeichen” iibrig.

(ii) Es gilt:

ctmomy @[] Do) mirs)
b mml)-mm) o mb) - m)
- A== 7=
UE;;) UE;;)

Dass auch die erste geschweifte Unterklammer stimmt, liegt daran, dass man statt {iber
alle Paare {4, j} zu multiplizieren, auch iiber alle Paare {m (%), m2(7)} multiplizieren kann.

(iii)

o((1)) = o((1)-(1) = a((1))-0((1)) = o((1) = L
(iv) Es gilt

o) o) = ox-m) = o((1)) = +1.
(v) Dies erfordert mehrere Schritte.

(1) Zunéchst zeigen wir per Induktion iiber n € N, n > 2, dass ¢((12),,) = —1. Der Index
n zeigt an, dass die Permutation als Element von §,, anzusehen ist.

(2a) Fiir n = 2 ist

12)5(5) — (12)o(i) 1 -2
11 (12)2(7) — (12)(7)

a((12)2) = AL — -2
(2b) Wenn die Aussage fiir n — 1 gezeigt ist, so folgt
0((12),) = KLLnO%Aqigm%@)
= 1<E<n (12)n(j; - Z(.12)71@) . 1<E:n (12)n(j; - g1z)n(@~)
) 1<i<1g1n_1 GQ)HO} - 512)”@ .3<g_1#
= 0((12)n-1) = -1 -

(3) Fiir eine beliebige Transposition (k ¢) sei jetzt m eine Permutation mit (1) = &k und
7(2) = ¢. Dann gilt

mo(12)-77h = (k0).
(4) Mit Eigenschaft (iv) des Satzes folgt:
o(k0) = olr-(12)-77) = o(m) -a((12)) -0(™) = o((12)) = 1.
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8.4.5 Folgerung und Definition

Fiir eine Permutation 7 sind die folgenden Aussagen dquivalent:

A) (Def) 7 heifit gerade.

C

7 lasst sich als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen darstellen.

(A)
(B) Esist o(m) = +1.
(C)
(D)

D) 7 lasst sich nicht als Produkt einer ungeraden Anzahl von Transpositionen darstel-

len.

8.4.6 Beweis

Nach Satz 8.3.1 kann 7 als Produkt von Transpositionen geschrieben werden:
T o= V-0 .. 0.

Dann folgt mit den Eigenschaften (iii) und (v) aus Satz 8.4.3:
om) = o) o) ... 0¥y = (=)™

Dieser Gleichung lassen sich die Aquivalenzen entnehmen.

8.4.7 Folgerungen
e Fiir einen Zyklus der Liange £k gilt
0—(( mi Mo - my, )) — (_1)]6-‘1—1'
d.h. das Signum ist genau dann gerade, wenn die Linge ungerade ist.

e Die Menge der geraden Permutationen
A, = {reS,|o(r) =+1}

bildet eine Untergruppe von S, d.h. das Produkt zweier Permutationen aus A,
liegt wieder in A,,.
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9 Determinanten

9.1 Definition

9.1.1 Der Graph einer Permutation

Es sei n € N fixiert und wieder X = {1,...,n}. Zu einer Permutation 7w € S,, betrachten
wir den Graphen

G, = {(1,7r(1)),(2,7?(2)),...,(n,7r(n))} C X x X.

Die Menge X x X kann man sich als quadratisch angeordnetes Gitter mit n? Elementen
vorstellen:

(1,1) (1,2) (1,n)

(2,1) (2,2) (2,n)
XxX = : : : .

1) (m2) - ()

Der Graph G, ist dann eine n-Teilmenge dieses Gitters, so dass jede Zeilennummer als
erste Koordinate und jede Spaltennummer als zweite Koordinate genau einmal vorkommt.

In diesem Zusammenhang deutet man die Permutation 7 so, dass jeder Zeilennummer aus
{1,...,n} durch 7 ein-eindeutig eine Spaltennummer aus {1, ...,n} zugeordnet wird.

Umgekehrt kann man den Standpunkt einnehmen, dass jeder Spaltennummer durch 71
ein-eindeutig eine Zeilennummer zugeordnet wird. Das bedeutet, dass der Graph der Per-
mutation auch geschrieben werden kann als

Gr = {(r7'(1),1),(z71(2),2),..., (v (n),n)}.

9.1.2 Definition Determinante Wir betrachten eine quadratische Matrix

@11 -+ QAin
A = (aj) = : : c K™,
Ap1 - Gpp

und entwickeln die Definition der Determinante mittels einer ,,Bastelanleitung”

Auswahl: Wihle aus den n? Eintrigen a;; der Matrix n Eintrége so aus, dass jede
Zeilennummer genau einmal als erster und jede Spaltennummer genau einmal als
zweiter Index vorkommt.

Dieser Auswahl entspricht der Graph G; einer Permutation 7w € S,,, siehe Abschnitt
9.1.1.

Multiplikation: Die ausgewéahlten n Eintrage werden multipliziert:

I]

(4,k)eGR

Signum: Dieses Produkt wird mit dem Signum o(7) der Permutation versehen:

o(r) - H Qi

(3,k)€Gr
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Addition: Dann werden alle nach diesem Verfahren herstellbaren Produkte aufad-

diert. Das heifit, man muss iiber alle moglichen Permutationen 7w € §,, addieren.
Damit ergibt sich die Gesamtformel fiir die Determinante der Matrix A.

detA := ZJ(W)~ H Q.

TES, (j,k)EGR
Die zugehorige Abbildung

det : K" - K

heifit Determinantenfunktion.

9.1.3 Leibniz-Formel (zeilenweise)

Fiir eine feste Permutation 7 gilt aufgrund der Voriiberlegungen aus Abschnitt 9.1.1.

H ajk - G/Lﬂ—(l) . a/27ﬂ-(2) AT anﬂr(n). (von oben nach unten)
(k) EGR

Diese Reihenfolge im Produkt entspricht der zeilenweisen Abarbeitung der Permutation
— von oben nach unten. Es folgt die (zeilenweise) Leibniz—Formel

det A = Z O'(?T) . Clljﬂ—(l) . CLQJF(Q) ot an’ﬂ(n).

7T€Sn

9.1.4 Leibniz-Formel (spaltenweise)

Fiir eine feste Permutation 7 gilt aufgrund der Voriiberlegungen aus Abschnitt 9.1.1 auch

H A, = aﬂ—1(1)71 . aw—l(g)’g ot aﬂ—l(n)’n.
(J,k)EGx

Diese Reihenfolge im Produkt entspricht der spaltenweisen Abarbeitung der Permutation
— von links nach rechts. Es folgt dann

det A = Z o(m) - Qr1(1)1 - Ar1(2)2 " - - * Q=1 (n)m

TESR

(Das Signum einer Permutation ist gleich dem der inversen Permutation, vgl. Satz 8.4.3(iv))
— —1
= E O'(?T ) . CLﬂ.—l(l)’l . aﬂ-—l(z)’z Lt CLﬂ.—l(n),n

7T€Sn

(Summation iiber alle inversen Permutationen ist das gleiche wie Summation iiber alle Permutationen)

= Z o(T) * Ar(1)1 * n(2)2 " - - * Qn(n)m-

TESR

Die letzte Zeile beinhaltet die (spaltenweise) Leibniz—Formel

detA = Z 0'(71') . aﬂ(1)71 : aﬂ(2)72 ot aﬂ(n),n.

TESR
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9.1.5 Beispiele
(1) Im Fall n =1 ist die Matrix A = (a) einfach eine Zahl. Es gilt

detA = a.

Q21 A2

(2) Essein=2und A = < du i ) Dann gilt

det A = Z a(w)-Haj,ﬂ(j) = (+1)-anayn + (—1)-anay
j=1

N
TES)

~~

~
m=(1) m=(12)
= 411 - G2 — A12 " G21-

a1 Qiz2 Qi3

(3) n =3und A = | an a2 as |. Die Gruppe S; enthélt sechs Permutationen,
as1 a3z as3

namlich

S; = {(1),(123),(132),(12)(13),(23)}.
Damit ergibt sich

det(A) = Hajiaxass + anassaz + a13as2a0;

— Q12021033 — A134310A22 — (23432011 -

Diese Formel lésst sich graphisch durch die Regel von Sarrus représentieren:

+ + + -
11 Gr2 Q3 | Q11 Q12

a1 Qg (a3 | U2i Q22
asi 4y Us3 | 31 32
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9.2 Eigenschaften

9.2.1 Satz: Eigenschaften der Determinantenfunktion
(i) Die Determinantenfunktion hat folgende Eigenschaften:

(M) Sie ist multilinear, d.h. linear in jeder einzelnen Spalte. Das heifit, fiir jedes
te{l,...,n}und a € K gilt:

det ( ay v+ Qpq GpF+ap  Qpr Gy )
= det( a1 -+ a1 a ag e ay )
+ det ( a; -+ QAyp—1 ag g1 0 Qp )
det ( a;p -0 Qpy Q-Qp Qpyip o Gp )
= a'det(al N B V¢ VAR B an).

(A) Sieist alternierend in den Spalten, d.h. sie wechselt bei der Vertauschung zweier
Spalten das Vorzeichen:

det(a/l Ay " ap - an)

= —det(a1 Qg Gy an).

(N) Sie ist normiert, das heifit die Determinante der Einheitsmatrix I ist gleich 1

det/ = 1.
(ii) Die Regeln (M) und (A) gelten analog bzgl. der Zeilen.

(iii) Erfiillt eine Abbildung

9 - K> — K
' A — Y(A)

die Eigenschaften (M), (A) und (N), so ist sie gleich der Determinante:

Y(A) = det A
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9.2.2 Beweis

Eine Multiplikation iiber alle Indices j € {1,...,n} aufler j = ¢ schreiben wir mit dem
Zeichen [T;_,.

(M) Die Behauptungen werden mit der ,,spaltenweisen Leibnizformel” 9.1.4 einfach nach-
gerechnet:

det(a1 ceeap, aptap apyr e an)
= Y o™ (e + anw) - [ [ aniins
= > o) ane [[anirs+ Y o) - Gneye - [ [ i
7ESn it €S i
= det(a - a1 @ apa - an )
—|—det(a1 e gmy Gy Gy e an)
det(a1 cee Qg Q-Qp Qpyp e an)
= > o(m) - a-ampe [ ar)s
TESy Al
= - Y o(m) - anpe | [ axiys
TFESTL j#f
= a~det(a1 R ¢ 7/ | g  Qpy1 -0 an).

(A) Es sei 9 = (m{) € S, eine Transposition und A die durch Vertauschung von m-ter
und /(-ter Spalte aus A hervorgehende Matrix, ihre Eintrége sind

Ajk = @j9(k)-
Dann gilt
n n
det A = > o) [[am0)= Y o) - [ asom=on
TES, j=1 €Sy j=1
n
= > (~o@om) ] asientr
TESR j=1
(Die Summe iiber alle ¥ o 7 ist gleich der Summe iiber alle )
n
= — E o(rm) - H ajr;) = —detA.

(N) Es gibt nur eine Permutation, ndmlich die identische, bei der das zugehorige Produkt
der Matrix-Eintrdge ungleich Null ist. Dies ist

a1 a9+ ... App — 1,

alle anderen Produkte enthalten mindestens einen Eintrag a;; mit j # k, also a;; = 0.
Das bedeutet aber:

n n

det A = Z U(?T)-Ham(j) = Z O(W)'H(Ijm(j) = 1.

TESH j=1 r=(1) j=1
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(ii) Der Beweis erfolgt genau analog zu dem von (i). Man verwendet jeweils die zeilenweise
Leibniz—Formel 9.1.3 anstelle der spaltenweisen Leibniz-Formel 9.1.4.

(iii) Wir konnen jeden einzelnen Spaltenvektor a, von A als Linearkombination der Ein-
heitsvektoren e; darstellen. Es gilt

n n n
ay = E a;1€5, Ao = E a;2€;, ap = E Ajn€;.
j=1 j=1 j=1

Da bei den Umformungen weiter unten alle diese Linearkombinationen simultan verwendet
werden sollen, ist es notwendig, n verschiedene Summationsindizes 7jq, ..., J, zu verwen-
den, also die Linearkombinationen zu schreiben als

n n n
ay = E ;1€ , a9 = E Ajy2€5,, c. Ay = E Qj,nC€;j, -
ji=1 ja=1 Jn=1
Nur unter Verwendung der Aussagen (M), (A) und (N) fiir ¥ rechnen wir schrittweise aus

V(A = J(a,as,...,a,)

(Entwicklung der Vektoren aq, ..., ay nach den kanonischen Einheitsvektoren)
n n n
= 19( E Cl,jhl 6]‘1, E a/j272 6]‘2,. N E ajmn 6jn>
J1=1 Jo=1 Jn=1
(Linearitét von 9 in der 1. Spalte)
n n n
= > a1 e Y Ao Y Ane,)
Jji=1 J2=1 Jn=1
(Linearitédt von ¢ in den Spalten 2,...,n)
n n n
= E 51 E Ajy2 - - - E Qj, 19(6]'1, €jgy - - - 7€jn)
J1=1 jo=1 J1=1

(Die n Summationen werden zu einer einzigen Summation zusammengefasst)

= > Ajr1 Qjp2 - G - V(€0 €5y €5,
(jlv""jn)e{l"“»n}n
(Die Summanden mit js = j¢ fiir s # ¢ sind Null, da dann die Matrix rechts zwei gleiche Spalten enthélt)

= E ajl,l -%,2 LN -ajmn -ﬂ(ejl,ejQ,...,ejn)

(j1,...,jn)€{1,...,n}"
Jaie fiir s

(Umbenennung 7 (i) = j; definiert eine Permutation 7)

= Z Ar(1),1 " Cr(2).2 " - - Gy~ V(€r(1)s €x(2)s - - -+ Cn(n))
TES

(Umsortierung der Spalten ey, fithrt zu einem Vorzeichen o(7) der Determinante)

= Z aﬂ(1)71 . aw(g),g oL aﬂ(n)m . U(?T) . 19([)

TI’ESn
(Normierung: ¥(I) = 1)

= Z U<7T) : a7r(1),1 : aﬂ'(2),2 et aTr(n),n
7T€Sn

(Leibniz-Formel spaltenweise 9.1.4)

= det A.
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9.2.3 Satz: Weitere Eigenschaften der Determinante

Es sei A € K"*". Die Determinantenfunktion hat die folgenden weiteren Eigenschaften:

(i) Fiir jedes o € K gilt

det(a- A) = " -det A.

(i) Ist eine Zeile oder Spalte von A gleich Null, so gilt

detA = 0.

(iii) Hat A zwei gleiche Zeilen oder zwei gleiche Spalten, so gilt

detA = 0.

(iv) Entsteht die Matrix A aus der Matrix A dadurch, dass eine Zeile (Spalte) von A zu
einer anderen Zeile (Spalte) von A addiert wird, so gilt

det A = detA.

(v) Es gilt

det AT = det A.

(vi) Die Gleichung
det(A+ B) = detA+detB
fiir zwei n x n—Matrizen A, B ist im allgemeinen nicht richtig.

9.2.4 Beweis

Die Aussagen (i) und (ii) folgen sofort aus der Aussage (i) des Satzes 9.2.1.
Die Aussage (iii) ist eine Konsequenz von Aussage (ii) dieses Satzes.

Die Aussage (iv) folgt aus (iv) in Satz 9.2.1 und (iii) des aktuellen Satzes.
(v) folgt sofort aus den beiden Formeln in 9.1.3 und 9.1.4.

(vi) Wihle als Gegenbeispiel A = B = mit n > 2.
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9.3 Der Determinantenmultiplikationssatz

9.3.1 Satz: Multiplikation von Determinanten

Es seien A, B zwei n x n—-Matrizen. Dann gilt

det(A - B)

9.3.2 Beweis

det A - det B.

Wir fassen die Matrix B als gegebenes Objekt auf, das durch die Matrix A als Operator
von links verdndert wird. Es ist

det(A- B)

det(Abl,Abg, ce ,Abn)

(Entwicklung der Vektoren by, ..., b, nach den kanonischen Einheitsvektoren)
n
det A E bjl 16]1,A E bJQ 2€j5, - - - ,A E bjmnejn)
n=1 J2=1 Jn=1

(Die Multiplikation mit A von links ist linear)

det Zb 1, 1A6]1, Zb 22146]2, ce Z bjn,nAejn)
Jjo=1

J1=1 Jn=1
(Lincarltat von det in der 1. Spaltc)

Z bj, 1 -det(Aej,, Z bj,2A€),, ..., i bj,nAe;.)
J2=1

]l— jnzl
(Lmedritat von det in den Spalten 2,...,n)
n
E b]l, E b]22 E bjn,n det(Aejl,AejQ,...,Aejn)
n=l J2=1 n=l

(Die n Summationen werden zu einer einzigen Summation zusammengefasst)

E bj1,1 . bj272 ot bjn,n : det(A €1y A€j2, Ce ,Ae]-n)
(jlv"'rj’ﬂ)e{l:"':n}n
(Die Summanden mit js = jt fiir s # t sind Null, da dann die Matrix rechts zwei gleiche Spalten enthélt)
E bj1,1 . bj272 [P bjn,n . det(A €j17 A€j2, Ce ,Aejn)
(]177]n)e{177n}n
ds#dy fir st

(Umbenennung 7 (i) = j; definiert eine Permutation )

Z bﬁ(1)71 . bw(g)g S bﬁ(n)’n . det(A €r(1); A €rn(2)s - - - A €7r(n))

ﬂ‘ESn

(Umsortierung der Spalten Aej, fiihrt zu einem Vorzeichen o(7) der Determinante)

Z bri)1 - br@)2 - Drmyn - o(m) - det A

TESy

(Ausklammern von det A)

det A - Z o(m) - be(iy1 - br@)2 -+ br(n)m
TI'GSn

(Leibniz-Formel spaltenweise 9.1.4)

det A - det B.
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9.3.3 Beispiel: Produkt zweier 2 x 2—Matrizen

2 -3\ (0 3 B -3 12
1 6 1 -2 N 6 -9
Entsprechend gilt fiir die Determinanten:

15 (—3) = —45.

9.3.4 Beispiel: Produkt zweier 3 x 3—Matrizen

1 3 =2 4 =3 0 -2 —4 =3
5 -1 -4 110 1 =5 |= 8§ =24 29
2 0 5 3 2 —6 23 4 =30

Die drei Determinanten haben die Werte

—5—-24—-4-75 = —108
—24+45+40 = 61
—1440 — 2668 — 96 — 1656 + 232 — 960 = —6588

150



S. Hilger — Lineare Algebra 1 (BA/GYM)

Wintersemester 2016/17 — 7. Februar 2017 1 5 1

9.4 Die Entwicklung einer Determinante

9.4.1 Definition Streichungsmatrix
Es seien die quadratische Matrix A € K™ und zwei Zahlen m, ¢ € {1,...,n} gegeben.

Die Streichungsmatriz A9 ¢ K=Dx(=1) entsteht aus A dadurch, dass die m-te Zeile
und /(-te Spalte gestrichen werden.

9.4.2 Satz: Entwicklung einer Determinante

(i) Fiir eine Zeilennummer m gilt:

det A = Z Ui - (—1)™F det, AT
k=1

(ii) Fiir eine Spaltennummer ¢ gilt:

detA = Z aze - (—1) det AU,
=1

9.4.3 Beispiele

Wir entwickeln die Determinante einer 4 x 4-Matrix. Dabei benutzen wir eine vereinfa-
chende Schreibweise fiir Determinanten.

Entwicklung nach der zweiten Spalte:

2 3 0

(2) 10 -9 2 0 -2 03 0 03 0

40 0 -3| = —2-14 0 =3|—]40 =3|+]2 0 =2

1 1 2 0 12 0 12 0 4 0 -3

2 =2 4 -3 2 =2
- 2| Sl-ea |t Dren] ] 3
= 8+9—-6 = 11
Entwicklung nach der ersten Zeile:

(2) _21 g _02 2 0 -2 2 -1 =2
= —-2-/4 0 =3|+3-14 0 =3

U0 12 0 1 1 0

11 2 0
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9.4.4 Beweis

Wir zeigen die Aussage (i) fiir m = n. Die allgemeine Aussage folgt dann mit Satz 9.2.1
(ii).

det A = Z o(m) - H aQjr(j) = Z Z o(r)- H @j,m(5)

TESy j=1 k=1 7weSp,n(n)=k j=1

n n—1
= > > om-am- [
j=1

k=1 7we8n,n(n)=k
n n—1
= § Qnk - E O'(ﬂ-) ) H @j,m(5)
k=1 TESn,m(n)=k Jj=1

Es bleibt zu zeigen, dass

n—1
Z o(r) - H ajy = (—1)"F . det ATK),
TESH,m(n)=k j=1

Dazu sei ¥ die Permutation, die die Spaltennummer k£ an die letzte Stelle mit Spalten-
nummer n ,,verschiebt”:

g . (12 k=1k k+l -
T 12 -+« k=1 n k eoon—1

= (nn=1)...(k+2 k+1)(k+1 k),
Es ist dann
o) = (~1)"F = (~1" ()T = (-,

Dann sind die Eintriige von A" gegeben durch
(nk)

Ajg = A1), 1<j,0<n—1.
Es gilt dann:
n—1
Z o(m) - H Ajr(j) = (Transformation 7 = 9717 )
TESy,m(n)=k Jj=1

n—1
DR CAOR || [IFRE
j=1

FESn 917 (n)=k

n—1
ot > 0@ [Jawme =
TESH,T(n)=n j=1

n—1
n+k ~ (nk) _
-y Y 0@ ]]a%,) =
TESH,T(n)=n j=1
n—1
n ~ nk
o Y o) T, -
TESH_1 7j=1

(—1)™+E . det AP,
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9.5 Die Kofaktor-Matrix
9.5.1 Definition Kofaktor-Matrix

Zu einer gegebenen quadratischen Matrix A sei die Matrix A® definiert durch die Eintrage
ajy, = (—1)7+* det AUM.

Ausgeschrieben ergibt sich die Matrix mit einer Vorzeichen—Schachbrettverteilung:

+ det A(D — det A2 ce e (1) det A
— det A(12) + det A(22) c. .. (_1)2+n det A(Qn)
A0 = ' - -
(71)n+1 det A(n1) (71)”+2 det A2 ... ... 4 det Alnn)

9.5.2 Satz iiber die Kofaktor-Matrix
Fiir das Produkt der Matrizen A und A°T gilt

detA O . - O
0 detA :

A_AOT _ AOT'AZdetA~I: det A
: I 0

9.5.3 Beweis
Wir rechnen einfach den Eintrag an der Stelle (jk) aus:

n

(A . AOT)jk _ Z(A) AOT Z aj; - k-‘rl detA (ki)

i=1

(Entwicklung der folgenden Determinante nach der k—ten Zeile)

all o e o aln
a/k—l,l . e . .. ak—l,n
= det 41 e e Qjn ~——— k—te Zeile
ak+171 . e . e a’k-i—l,n
aTL]. DR DR ann

det A, falls j =k,
0, falls j # k.

Die Matrix in der vorletzten Zeile entsteht aus der Matrix A dadurch, dass die k-te Zeile
von A durch die j-te Zeile von A ersetzt ist.

Fiir 7 = k ist diese Matrix gleich der Matrix A.
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Fiir j # k sind in dieser Matrix die Zeilen 7 und k gleich. Deshalb ist die Determinante
Null, vgl. Satz 9.2.3(iii).

Die andere Eigenschaft A°T - A = det A - I folgt mit einer dualen Betrachtung, d.h. einer
Spaltenentwicklung.
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10 Matrixgruppen

10.1 Regulidre Matrizen
10.1.1 Satz und Definition: Regulire Matrizen

Fiir eine quadratische Matrix A € K™*" bzw. die zugehérige lineare Abbildung /4 : K" —
K™ sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) Die Matrix heifit reguldr.

(B) A ist (multiplikativ) invertierbar, d.h. es existiert eine Matrix A~! mit
A- AT =T und AN A =L
Die zugehorige lineare Abbildung ¢4 ist bijektiv.

Die zugehorige lineare Abbildung ¢4 ist injektiv.

)
)
E) Die zugehorige lineare Abbildung ¢4 ist surjektiv.
)
)
)

F) Der Rang von A ist gleich n.
(G) Fiir beliebiges b € K™ ist das LGS A -z = b eindeutig losbar.
(H) Die Matrix A lésst sich durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix

I iberfithren.
(J) Die Determinante von A ist ungleich Null.

Eine Matrix, die nicht regulér ist, heifit auch singuldr.

10.1.2 Beweis
(1) Die Aquivalenz (B) < (C) ist offensichtlich. Man erinnere sich an Satz 1.7.14.
(2) Fiir den Rang einer Matrix A gilt nach Satz und Definition 7.6.1:
rang A = dim(imA) = n — dim(ker A)
Daraus folgt direkt die Aquivalenz (D) < (E) < (F) < und damit auch die zu (C).
(3) Die Aquivalenz (B) < (G) ist ebenfalls direkt einschbar.
(F") = (H): Gemés Satz 2.3.2 (i) kann die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen
in eine Matrix A iiberfithrt werden, so dass
die Matrix A eine obere Dreiecksmatrix ist,

die Diagonaleintrige a;; gleich Null oder Eins sind,

falls ein Diagonaleintrag a;; = 1 ist, auch alle Eintrége oberhalb dieses Eintrags
gleich Null sind.
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Wir wissen aus Satz 7.6.3(ii) dass bei diesen elementaren Zeilenumformungen der Rang
gleich bleibt, also

rang A = n
Eine quadratische obere Dreiecksmatrix kann aber nur dann Vollrang n haben, wenn alle

Diagonalelemente ungleich Null sind. Man kann also die Einheitsmatrix erreichen.

(H) = (F): Gemaf (D) léasst sich die erweiterte Matrix (A|b) durch elementare Zeilen-
Aquivalenzumformungen in die erweiterte Matrix (I|b) iiberfiihren. b ist dann die einzige

Losung des zugehorigen LGS I - x = b und damit die einzige Losung des urspriinglichen
LGS.

(G) = (C) ist direkt einsehbar.
(B) = (J): Wenn A invertierbar ist, so gilt
det A-det(A™") = det(A-A7') = detl = 1,

also muss det A # 0 sein.

(J) = (B): GeméiB Satz 9.5.2 gilt fiir die Kofaktor-Matrix
AT A = detA- I
Setzt man also

—1 — 1 A<>T

det A ’

so haben wir die inverse Matrix gefunden.

Im Beweis sind — mehr oder weniger versteckt — einige Berechnungsmethoden aufgetre-
ten, die wir noch einmal eigens beschreiben wollen.
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10.2 Berechnung von inversen Matrizen

10.2.1 Satz: Inverse Matrix mittels Determinante

Die Inverse einer reguldren Matrix A ist gegeben durch

1
Afl — _AOT
det A
+ det AU — det A
— det A®Y + det A®?
1 ) .
" detA

(—1)*7 det AU™) (—1)%+" det A™)

Der Eintrag an der Position (7, k) der inversen Matrix ist

j det AR
det A

Beachte die Vertauschung (jk) — (kj) in dieser Formel.

(A = (1)

10.2.2 Die Cramer’sche Regel
Ist die Matrix A € K™" in dem LGS
Ax = b

regulér, so ist die eindeutige Losung = gegeben durch

1
= qera

@11 - A15-1 by ay541 - Qip

Ap1 *++ Apj—1 bn Apj+1 " Qnn

10.2.3 Beweis Der Beweis besteht im Nachrechnen:

a1 v Ar-1 by A1,541 *°° Qip

1
det A

- det

Qp1  *++ Qpj-1 bn Qpj+1 *°°  Qnn

(Entwicklung nach der j—ten Spalte)

1 - o y
Y b (—1) det AW =
det A —
1 - oT 1 oT -1
detA'Z(A Jiibi = g (A7) = (A70); = ;.

i=1

157

(_1)n+1 det A(nl)
(_1)n+2 det A(n2)

+ det A(™)
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10.2.4 Satz: Inverse Matrix mittels Gauf3-Jordan-Algorithmus

(i) Ist die Matrix A € K™*™ regulér, so ldsst sich in K"*?" durch elementare Zeilenum-
formungen die Transformation

(Al —  ({I1A™

durchfiihren.
(ii) Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation mit A~! von links.

(iii) Jede reguldre Matrix ldsst sich als (endliches) Produkt von Matrizen
Tik, Qs Rjk oder sogar nur von Qs R
(vgl. Abschnitt 2.2.2) darstellen.

10.2.5 Beweis
(1) Betrachte dazu das LGS mit n? in der Matrix X zusammengefassten unbekannten
Zahlen:

A-X =1

(2) GeméB Satz 10.1.1 (H) kann die Matrix A durch eine Abfolge geeigneter Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix iiberfithrt werden.

(3) Diese Abfolge von Zeilenumformungen entspricht der Multiplikation von A mit einer
Matrix T von links. Multiplizieren wir das LGS mit T von links, so stellt sich heraus:

T-A-X =T

Wegen T - A = I bedeutet dies aber X =T = A~1.

(4) Das bedeutet aber, dass sich die rechte Seite I in der erweiterten Matrix (A|l) durch
Multiplikation mit 7', das heifit durch die durchgefiihrten Zeilenumformungen in die Ma-
trix A~! verwandelt hat.

(5) Zuniichst ist, wie gerade bemerkt, A = T~ eine Abfolge von Zeilenumformungen und
deshalb ein Produkt von Matrizen T}, Q;q, Rjk.

Bezeichnen wir die Vektoren der j-ten bzw. k-ten Zeile in A mit b bzw. ¢, so wirken sich
die Linksmultiplikationen mit den angegebenen Matrizen wie folgt aus:

* * * * * * *
b Ry b Q. _ b R, —c . c R c Qn _ c
* ﬂ * L>1 * i& * QL>1 * i; * L>1 *
c c+b —c—b —c—b —c—b —b b
* * * * * * *

Insgesamt wurden also die j-te und k-te Zeile getauscht. Es ist

Tj = Qk,—l : Rkj ’ Qj,—l ' Rjk ’ Qk,—1 ’ Rkj-
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10.2.6 Beispiel: Berechnung der Inversen mittels Determinante

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

5 2 —1
A = 0 1 —4
-3 4 2

Ihre Determinante ist geméfl Regel von Sarrus
detA = 104+24+0—-3+80—-0 = 111.

Die Matrizen A°, A°T und A~! sind dann

18 12 3 18 -8 —7
A° = -8 7 =26 |, AT =112 7 2 |,
—7 20 5 3 —26 5
18 _8 _ .7
-1 11121 %11 2111
A7 = | i1 w1
3 _2 5
111 11 111

Es empfiehlt sich, diese drei Schritte trotz erhéhten Schreibaufwands tatsdachlich durch-
zufithren. Eine Abkiirzung ist mit deutlich erhohter Fehlergefahr verbunden.
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10.2.7 Beispiel: Berechnung der Inversen mittels Gauf3-Jordan-Algorithmus

5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0

-3 4 2/ 0 0 1| 41
5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
o % I3 0 1 5
5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
026 7| 3 0 50 —26 11
5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
0 0 111| 3 -26 5 =+
5 2 —1] 1 0 0 +III
0 1 —4| 0 1 0 +41I
0 0 1|3 -& 2
5 02 o014 -2 B 2]l
o 1 ol L 2
0o 0 1]& -2 5
5 0 013 —ir —in 5
o 1 o L 2
0 0 1|3 -& 2
1 0 0| &5 -1
0o 1 ol L 2
0o 0 1]& -2 5




