S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017

Skript zur Vorlesung

Lineare Algebra 2 (BA/GYM)

(Sommersemester 2017)

Dieses Geheft enthélt in kompakter Form die wesentlichen Inhalte, wie sie in der Vorlesung
,,Lineare Algebra 2 (BA/GYM)” vorgestellt werden.

Es ist zum Gebrauch neben der Vorlesung gedacht und erhebt nicht den Anspruch, ,,in

sich selbst verstédndlich” oder vollstandig zu sein.
S. Hilger
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10 Matrixgruppen

10.1 Regulidre Matrizen
10.1.1 Satz und Definition: Regulire Matrizen

Fiir eine quadratische Matrix A € K™*" bzw. die zugehérige lineare Abbildung /4 : K" —
K™ sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) Die Matrix heifit reguldr.

(B) A ist (multiplikativ) invertierbar, d.h. es existiert eine Matrix A~! mit
A- AT =T und AN A = L
Die zugehorige lineare Abbildung ¢4 ist bijektiv.

Die zugehorige lineare Abbildung ¢4 ist injektiv.

)
)
E) Die zugehorige lineare Abbildung ¢4 ist surjektiv.
)
)
)

F) Der Rang von A ist gleich n.
(G) Fiir beliebiges b € K™ ist das LGS A -z = b eindeutig losbar.
(H) Die Matrix A lésst sich durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix

I iberfithren.
(J) Die Determinante von A ist ungleich Null.

Eine Matrix, die nicht regulér ist, heifit auch singuldr.

10.1.2 Beweis
(1) Die Aquivalenz (B) < (C) ist offensichtlich. Man erinnere sich an Satz 1.7.14.
(2) Fiir den Rang einer Matrix A gilt nach Satz und Definition 7.6.1.
rang A = dim(imA) = n — dim(ker A)
Daraus folgt direkt die Aquivalenz (D) < (E) < (F) < und damit auch die zu (C).
(3) Die Aquivalenz (B) < (G) ist ebenfalls direkt einschbar.
(F") = (H): Gemés Satz 2.3.2 (i) kann die Matrix A durch elementare Zeilenumformungen
in eine Matrix A iiberfithrt werden, so dass
die Matrix A eine obere Dreiecksmatrix ist,

die Diagonaleintrige a;; gleich Null oder Eins sind,

falls ein Diagonaleintrag a;; = 1 ist, auch alle Eintrége oberhalb dieses Eintrags
gleich Null sind.



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017 6

Wir wissen aus Satz 7.6.3 (ii), dass bei diesen elementaren Zeilenumformungen der Rang
gleich bleibt, also

rang A = n
Eine quadratische obere Dreiecksmatrix kann aber nur dann Vollrang n haben, wenn alle

Diagonalelemente ungleich Null sind. Man kann also die Einheitsmatrix erreichen.

(H) = (F): Gemaf (D) léasst sich die erweiterte Matrix (A|b) durch elementare Zeilen-
Aquivalenzumformungen in die erweiterte Matrix (I|b) iiberfiihren. b ist dann die einzige

Losung des zugehorigen LGS I - x = b und damit die einzige Losung des urspriinglichen
LGS.

(G) = (C) ist direkt einsehbar.
(B) = (J): Wenn A invertierbar ist, so gilt
det A-det(A™") = det(A-A7') = detl = 1,

also muss det A # 0 sein.

(J) = (B): GeméiB Satz 9.5.2 gilt fiir die Kofaktor-Matrix
AT A = detA- I
Setzt man also

—1 — 1 A<>T

det A ’

so haben wir die inverse Matrix gefunden.

Im Beweis sind — mehr oder weniger versteckt — einige Berechnungsmethoden aufgetre-
ten, die wir noch einmal eigens beschreiben wollen.
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10.2 Berechnung von inversen Matrizen

10.2.1 Satz: Inverse Matrix mittels Determinante

Die Inverse einer reguldren Matrix A ist gegeben durch

1
Afl — . A<>T
det A
+ det A1 — det A (=1)"*+! det A
— det AGY + det A% (—=1)"*2 det A2
1 . . .
T det A
(=) det AO™) (—1)%+" det AC™) + det A
Der Eintrag an der Position (7, k) der inversen Matrix ist
. det A%
A—l ) _ -1 j+k 20
(A = (c1pt S
Beachte die Vertauschung (jk) — (kj) in dieser Formel.
10.2.2 Die Cramer’sche Regel
Ist die Matrix A € K™" in dem LGS
Ax = b
regulér, so ist die eindeutige Losung = gegeben durch
1 a11 a1,5—1 by ai,54+1 Ain
x] = detA .det : : : E ? ] - 17' 7n
an1 an,jfl bn a/n,j+1 Qpn
10.2.3 Beweis Der Beweis besteht im Nachrechnen:
1 a11 ay -1 by ai,5+1 Q1n
. d t . . : . =
det A °° : :
Gn1 apj—1 bn Qp,j+1 Qnpn

(Entwicklung nach der j—ten Spalte)

1
det A

Y b+ (—1)" det A
=1

n

1 oT B 1
detA.Z<A )iibi = det A

i=1

(ATh); = (A7'b);

= .Tj.
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10.2.4 Satz: Inverse Matrix mittels Gauf3-Jordan-Algorithmus

(i) Ist die Matrix A € K™*™ regulér, so ldsst sich in K"*?" durch elementare Zeilenum-
formungen die Transformation

(Al —  ({I1A™

durchfiihren.
(ii) Die Zeilenumformungen entsprechen der Multiplikation mit A~! von links.

(iii) Jede reguldre Matrix ldsst sich als (endliches) Produkt von Matrizen
Tik, Qs Rjk oder sogar nur von Qs R
(vgl. Abschnitt 2.2.2) darstellen.

10.2.5 Beweis
(1) Betrachte dazu das LGS mit n? in der Matrix X zusammengefassten unbekannten
Zahlen:

A-X =1

(2) GeméB Satz 10.1.1 (H) kann die Matrix A durch eine Abfolge geeigneter Zeilenum-
formungen in die Einheitsmatrix iiberfithrt werden.

(3) Diese Abfolge von Zeilenumformungen entspricht der Multiplikation von A mit einer
Matrix T von links. Multiplizieren wir das LGS mit T von links, so stellt sich heraus:

T-A-X =T

Wegen T - A = I bedeutet dies aber X =T = A~1.

(4) Das bedeutet aber, dass sich die rechte Seite I in der erweiterten Matrix (A|l) durch
Multiplikation mit 7', das heifit durch die durchgefiihrten Zeilenumformungen in die Ma-
trix A~! verwandelt hat.

(5) Zuniichst ist, wie gerade bemerkt, A = T~ eine Abfolge von Zeilenumformungen und
deshalb ein Produkt von Matrizen T}, Q;q, Rjk.

Bezeichnen wir die Vektoren der j-ten bzw. k-ten Zeile in A mit b bzw. ¢, so wirken sich
die Linksmultiplikationen mit den angegebenen Matrizen wie folgt aus:

c c+b —c—b —c—b —c—b —b b

Insgesamt wurden also die j-te und k-te Zeile getauscht. Es ist

Tix = Qr—1°Rij-Qj—1- Rjr - Qr—1 - iy
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10.2.6 Beispiel: Berechnung der Inversen mittels Determinante

Als Beispiel betrachten wir die Matrix

5 2 —1
A = 0 1 —4
-3 4 2

Ihre Determinante ist geméfl Regel von Sarrus
detA = 104+24+0—-3+80—-0 = 111.

Die Matrizen A°, A°T und A~! sind dann

18 12 3 18 -8 —7
A = -8 7 =26 |, AT = 2 7 20 |,
—7 20 5 3 —-26 5
18 _8 _ .7
-1 11121 %11 2111
A7 = | i1 w1
3 _2 5
111 11 111

Es empfiehlt sich, diese drei Schritte trotz erhéhten Schreibaufwands tatsdachlich durch-
zufithren. Eine Abkiirzung ist mit deutlich erhohter Fehlergefahr verbunden.
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10.2.7 Beispiel: Berechnung der Inversen mittels Gauf3-Jordan-Algorithmus
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5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0

-3 4 2/ 0 0 1| 41
5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
o % I3 0 1 5
5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
026 7| 3 0 50 —26 11
5 2 —1] 1 0 0
0 1 —4| 0 1 0
0 0 111| 3 -26 5 =+
5 2 —1] 1 0 0 +III
0 1 —4| 0 1 0 +41I
0 0 1|3 -& 2
5 02 o014 -2 B 2]l
o 1 ol L 2
0o 0 1]& -2 5
5 0 013 —ir —in 5
o 1 o L 2
0 0 1|3 -& 2
1 0 0| &5 -1
0o 1 ol L 2
0o 0 1]& -2 5

5. August 2017
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10.3 Untergruppen
10.3.1 Definition: Untergruppe

Es sei (G, %) eine Gruppe. Die folgenden Aussagen iiber eine nicht-leere Teilmenge U C G
sind dquivalent:

A) (Def) U heifit Untergruppe von G.

B) U bildet mit der Verkniipfung * eine Gruppe.

(A)
(B)
(C) Fiir beliebige g,h € U gilt g - h € U und fiir beliebige g € U gilt g7! € U.
(D) Fiir beliebige g,h € Uist g-h™' € U.

10.3.2 Beispiele

(1) Die folgenden Teilmengen von R bilden (additive) Untergruppen der abelschen Grup-
pe (R, +).

{0y, z, hzZ, Q, meQmeZLleNy},  {a+bV2la,be Q).

h > 0 und n € N sind dabei fixierte reelle Zahlen.

(2) Die folgenden Teilmengen von R\ {0} bilden (multiplikative) Untergruppen der abel-
schen Gruppe (R\ {0},-)

{1y, {-1,+1}, RY  Q\{0}, {deR|ez}
{a+bv/2 e R\ {0}a,bec Q.

g € RT ist dabei eine fixierte positive Zahl.

(3) Die folgenden Teilmengen von C* := C\ {0} bilden (multiplikative) Untergruppen
der abelschen Gruppe (C\ {0}, ")

R* := R\ {0} und alle Untergruppen von (R \ {0}, )
E = {zeC||z|=1}
Z, = {z€C|z"=1}

n € N ist dabei eine fixierte natiirliche Zahl.

(4) Die Teilmenge A,, der geraden Permutationen bildet eine Untergruppe der Gruppe
S, der Permutationen auf n Symbolen.
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10.4 Gruppenhomomorphismen

10.4.1 Definition: Gruppenhomomorphismus

Es seien (G, *) und (H,*) zwei Gruppen. Eine Abbildung ¢ : G — H heiit Gruppenho-
momorphismus, wenn fiir je zwei Elemente g, g € G gilt:

elgxg9) = ¢(g)*p(9).

10.4.2 Eigenschaften Es sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
(i) ¢(eg) = ey (Neutrale Elemente)

(i) ©(g7') = (p(g))™t (Inverse Elemente)

(iii) Ist ¢ ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, so ist die Umkehrabbildung wieder
ein Gruppenhomomorphismus.

(iv) Der Kern des Gruppenhomomorphismus, definiert durch

kergp = {g€Glp(g) = en}

ist eine Untergruppe von G.

10.4.3 Beispiele
(1) Die Betragsbildung |-|: C\ {0} — R* ist ein Gruppenhomomorphismus:

[z w| = |z] - Jw]

Sein Kern ist die Menge der komplexen Zahlen vom Betrag 1 (Einheitskreis in der Gau$-
schen Zahlenebene)
(2) Die Signums-Abbildung
R* — {—-1,+1
sgn : { ros |{L| }
ist ein Gruppenhomomorphismus. Sein Kern ist RT.
(3) Fiir festes a > 0 ist die Exponentialabbildung zur Basis a (siehe Analysis)

{(R’+) — <R+")
r — a®

ein bijektiver Gruppenhomomorphismus. Der zugehédrige Logarithmus, definiert als die
zugehorige Umkehrabbildung,

{(Wa-) = (R, +)
x — log,x

ist ebenfalls ein Gruppenhomomorphismus.
(4) Die Signumsabbildung

a‘{S” — {-1,+1}
' T = o(m)

ist ein Gruppenhomomorphismus.
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10.5 Matrixgruppen

10.5.1 Definition: Die allgemeine lineare Gruppe
Es sei
GL(n,K) = {A e K""|A reguldr}
die Teilmenge der reguléren n x n-Matrizen iiber dem Korper K.

Sie bildet unter Matrixmultiplikation eine Gruppe. Das neutrale Element ist die Einheits-
matrix, das zu einer Matrix A inverse Element ist die inverse Matrix A~!. Fiir n > 2 ist
die Gruppe nicht kommutativ.

Diese Gruppe heifit die Allgemeine Lineare Gruppe (General Linear Group) vom Grad n
iber K.

10.5.2 Definition Matrixgruppe
Eine Gruppe G heifit ,,Matrixgruppe” (= ,,Matrix-Liegruppe”), wenn

mit n € Nund K € {R,C} die Gruppe G eine Untergruppe von GL(n, K) ist
und dabei die folgende Bedingung erfiillt ist:

Ist (A,)nen eine konvergente Folge von Matrizen in G, deren Grenzwert (definiert
durch die Grenzwerte der Eintrége) in GL(n, K) enthalten ist, so ist der Grenzwert
bereits in G enthalten.

Die zweite Bedingung kommt aus der Analysis, sie spielt in der Theorie der Liegruppen
und in der Differentialgeometrie eine grofie Rolle. Sie ist nicht Thema der Linearen Algebra
und ist hier nur der Vollstdndigkeit halber genannt.

10.5.3 Beispiele von Matrixgruppen

(1) Die Teilmenge der Diagonalmatrizen mit nicht-verschwindenden Diagonaleintréigen
{A€ QLK) |4y =0 j # k}
bildet eine kommutative Matrixgruppe.

(2) Die Teilmenge der oberen Dreiecksmatrizen mit nicht-verschwindenden Diagonalein-
tragen

{A € GL(n,K)|a;p =0 fir j > k, a;;, # 0 fir j = k}
bildet eine Matrixgruppe.

10.5.4 Beispiele von reellen Matrixgruppen

(1) Die Determinante als Funktion GL(n,R) — R* ist ein Gruppenhomomorphismus:

det(A-B) = detA-detB.

(2) Die Teilmenge der Matrizen mit positiver Determinante
GL(n,R)" := {A€ GL(n,R)|detA >0}
bildet eine Matrixgruppe.
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(3) Die Teilmenge der Matrizen mit Determinante vom Betrag 1
{Ae€ GL(n,R)| det A € {—1,+1}}
bildet eine Matrixgruppe.

(4) Die Teilmenge der Matrizen mit Determinante gleich 1
SL(n,R) := {Ae€GL(n,R)|detA=1}

bildet eine Matrixgruppe. Sie heifit die Spezielle Lineare Gruppe.

(5) Die Teilmenge der orthogonalen Matrizen
O(n) = {AecGL(n,R)|A" =A""}
bildet eine Matrixgruppe. Sie heifit die Orthogonale Gruppe.
(6) Die Teilmenge der orthogonalen Matrizen mit Determinante gleich 1
SO(n) = {AcGL(n,R)|A"=A"" detA=1}
bildet eine Matrixgruppe. Sie heifit die Spezielle Orthogonale Gruppe, manchmal auch
Drehgruppe.

10.5.5 Beispiele von komplexen Matrixgruppen

Bevor wir zu der Liste mit Beispielen schreiten, noch erst eine Definition:
Wir definieren zu einer komplexen Matrix die hermitesch adjungierte Matrix durch

AT = (AT,
Dabei ist A die Matrix, die aus A durch Komplex-Konjugation aller Eintrége hervorgeht.

(1) Die Determinante als Funktion GL(n,C) — C* ist ein Gruppenhomomorphismus:

det(A-B) = detA-detB.

(2) Zunéchst ist
GL(n,R) € GL(n,C).
Damit sind alle reellen Matrixgruppen auch komplexe Matrixgruppen.
(3) Die Teilmenge der Matrizen mit Determinante vom Betrag 1
{A € GL(n,C) || det A| =1}
bildet eine Matrixgruppe.

(4) Die Teilmenge der Matrizen mit Determinante gleich 1
SL(n,C) := {A€ GL(n,C)|detA=1}

bildet eine Matrixgruppe. Es ist die komplexe Spezielle Lineare Gruppe iiber C.
(5) Die Teilmenge der Matrizen

Un) = {Ac€GL(n,C)|AT=4""
bildet eine Matrixgruppe. Sie heift die Unitdre Gruppe.
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(6) Die Teilmenge der unitdren Matrizen mit Determinante gleich 1
SU(n) = {A€GL(n,C)|A"=A7" detA=1}
bildet eine Matrixgruppe. Sie heifit die Spezielle Unitdre Gruppe.

Die Gruppe SU(2) spielt eine prominente Rolle in der Atomphysik, insbesondere in der
Theorie des Wasserstoff-Atoms. Die sogenannten ,,irreduziblen Darstellungen” der Gruppe
SU(3) bilden die mathematische Grundlage fiir die Theorie der Quarks.
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11 Euklidische und unitire Vektorriaume

11.1 Bilinearformen

11.1.1 Definition
Es sei V' ein K-Vektorraum. Wir betrachten eine Abbildung

JVxV = K
() { (v,w) — (v,w)

mit zwei Argumenten in V' und Werten in K. Es gibt auch andere Bezeichnungen anstelle
von (-,-):

(v,w)y = @w) = (vlw) = v-w.

Die Version ganz rechts ist beim schulischen Skalarprodukt iiblich, aber sehr ungiinstig,
weil sie die Giiltigkeit eines Assoziativgesetzes suggeriert: (v-w)-u = v - (w - u). Das ist
aber Quatsch!

e Die Abbildung (-,-) heiBt bilinear oder eine Bilinearform, wenn sie in jedem ein-
zelnen Argument linear ist, d.h. wenn fiir alle v, v, w,w € V und a,a € K gilt

{av + av,w)y = alv,w)+ a(v,w)

(v,aw +aw) = alv,w)+ av,w).
Anders ausgedriickt: Fiir festes v € V sind die beiden Abbildungen
(-,w): VK und (v,-):V =K

linear.

e Die Abbildung (-, -) heifit symmetrisch, wenn fiir alle v,w € V' gilt:

(v,w) = (w,v).

e Die Abbildung (-,-) heilt schiefsymmetrisch (= antisymmetrisch oder alternie-
rend), wenn fir alle v, w € V gilt:

(v,w) = —(w,v).

11.1.2 Standard-Beispiel
Es seien V' = K" und B = {ey, ..., e, } die Standard-Basis in K".
Dann ist durch

U1 w1
(v,w) = ( : , : ) = vwFvwrt .. tow, = v w

Un Wn,

eine symmetrische Bilinearform definiert.
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11.1.3 Matrizen induzieren Bilinearformen
Wir betrachten wieder den Vektorraum K" mit kanonischer Basis B = {ey,...,e,}.

Eine Matrix B = (b;;) € K™ induziert dann vermdoge

n

(v,w)yg = E vibjpw, = v’ -B-w
k=1

eine Bilinearform auf K".

Beachte, dass die Matrix B hier in ihrer Bedeutung als quadratisches Zahlenschema auf-
tritt, ihr aber keine lineare Abbildung /g zugeordnet ist, sondern eben diese Bilinearform.

Man kann sich leicht iiberlegen, dass die Bilinearform B genau dann symmetrisch bzw.
schiefsymmetrisch ist, wenn das fiir die Matrix B zutrifft.

11.1.4 Beispiel 1

Wiihlt man im K* die Einheitsmatrix, B = I, so erhiilt man die Bilinearform aus Abschnitt
11.1.2

(%1 w1 1 O O O w1
" ” B 0100 ws
o [ |72 = Commmsw) g gy g ws
Uy Wy 0001 Wy

= VW1 + VoW + V3W3 + VaWy.

11.1.5 Beispiel 2

Um ein konkretes Beispiel fiir den R? anzugeben, sei
4 -2 3
5

B= |3 9
-5 3,5

Wik O

eine x-beliebige reelle 3 x 3- Matrix. Die zugehorige Bilinearform ist dann

U1 w1
(| v2 |, | we |)B
Vs W3
4 =2 3 wq
= ( V1 U2 Vs ) . g 9 0 wWao
-5 3,5 3 ws

5 4
= 4?]111]1 — 2’01102 + 31)111)3 + §v2w1 + 91)2’[02 — 51)311)1 -+ 3, 5’03102 + g’l)gwg.
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11.2 Sesquilinearformen
11.2.1 Definition
Es sei V' ein C-Vektorraum. Wir betrachten wieder eine Abbildung
Y { VxV — C
T (v,w) +— (v,w)
mit zwei Argumenten in V und Werten in C.

e Die Abbildung (-, -) heiit sesquilinear (= 3-linear) oder eine Sesquilinearform, wenn
sie im ersten Argument linear und im zweiten Argument semilinear (= %-linear) ist,
d.h. wenn fiir alle v,v,w,w € V und «,a € C gilt

(av + av,w) = alv,w) + a(v,w)

(,aw +aw) = av,w)+ alv, ).

e Die Abbildung (-, -) heifit hermitesch, wenn sie sesquilinear ist und fiir alle v,w € V'
gilt:

11.2.2 Standard-Beispiel
Es seien V = C" und B = {ey,...,e,} die Standard-Basis.

Dann ist durch

(%1 wq

gl

(vwy = ([ + |, + |) = vwor+vus+...+v,0, = v

Un Wn,

eine hermitesche Sesquilinearform definiert.
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11.2.3 Matrizen induzieren Sesquilinearformen
Wir betrachten den Vektorraum C™ mit kanonischer Basis B = {eq,...,e,}.

Eine Matrix B = (b;;) € C**" induziert dann vermoge

n

(v,w)yg = E vibpwyp = v’ -B-w
k=1

eine Sesquilinearform auf C".

Man kann sich wieder leicht iiberlegen, dass die Sesquilinearform B genau dann hermitesch
bzw. schiethermitesch ist, wenn das fiir die Matrix B zutrifft. Vgl. auch Abschnitt 10.5.5.

B hermitesch <— B = ET = B
B schiefhermitesch <« B := ET = —B.
11.2.4 Beispiel 1

Wiihlt man im C? die Einheitsmatrix, B = I, so erhilt man die Bilinearform aus Abschnitt
11.1.2

()G ) = oo (5 1) ()
= VW1 + VoWs.

11.2.5 Beispiel 2

Um ein konkretes Beispiel fiir den C* anzugeben, sei

2 =240 3—i
B = |1-3 T 0
-5 3,5+2 3—qi

eine x-beliebige komplexe 3 x 3- Matrix. Die zugehorige Bilinearform ist dann

U1 w1
([ va |, we |)m
U3 ws
2 =244 3—i wy
= (v v w3)-| 1=30i T 0 | ws
-5 3,6+2 -1 w3

= 2uwy + (=2 + )vywse + (3 —i)vyws + (1 — %z’)vgwl
+Tivawy — bvgwy + (3,5 + 2i)vgwy + (5 — i) vsws.



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017 20

11.3 Das Skalarprodukt
Es sei ab jetzt

e V ein R-Vektorraum und (-, -) eine Bilinearform V x V' — R  oder

e V ein C-Vektorraum und (-, -) eine Sesquilinearform V' x V' — C.

11.3.1 Definitionen
e Die Abbildung (-,-) heift positiv definit, wenn fiir alle v € V' \ {0} gilt:

(v,v) > 0.

e Die Abbildung (-,-) heit ein Skalarprodukt oder ein Inneres Produkt, wenn sie die
folgenden drei Eigenschaften hat:

— im Fall K =R: bilinear, symmetrisch und positiv definit

— im Fall K= C: sesquilinear, hermitesch und positiv definit

e Ein endlich—dimensionaler Vektorraum V', auf dem ein Skalarprodukt (-, - ) definiert
ist, heifit ...

— im Fall K = R: ein euklidischer oder Fuklid’scher Vektorraum.

— im Fall K = C: ein unitdrer Vektorraum.

Man schreibt dann auch (V, (-,-)).

11.3.2 Standard—Skalarprodukt auf R"

Wir betrachten auf dem Vektorraum V = R" die Bilinearform aus Beispiel 11.1.2. Fiir
beliebiges v € R™ \ {0} gilt

U1 U1
(o) = (1 = ||+ |) = vi+vi+.. +0i>0

U, Un,

Also ist diese Bilinearform positiv definit. Da sie auch symmetrisch ist, ist sie ein Skalar-
produkt.

11.3.3 Standard—Skalarprodukt auf C"

Wir betrachten auf dem Vektorraum V' = C" die Bilinearform aus Beispiel 11.2.2.
Fiir beliebiges v € C™ \ {0} gilt

oy = ([ + |, ] +|) = vwotvnt.. o0,
= |U1|2+|v2|2+...+|vn|2>0

Also ist diese Sesquilinearform positiv definit. Da sie auch hermitesch ist, ist sie ein Ska-
larprodukt.
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11.3.4 Beispiel (Staatsexamen GS/HS/RS: FO0 T2, A3a)
Aufgabenstellung: Auf dem R? sei die Bilinearform
(z,y) = 21y1 + 322y2 + 473Y3 + T1Y2 + Toy1 + T1Ys + T3Y1 + Tays + T3Yo
gegeben. Zeigen Sie, dass diese Bilinearform ein inneres Produkt auf dem R?® definiert.
Losung: Bei einer Vertauschung von z und y gilt:
(Y, ) = i1 + 3yazo + 4ysxs + Y172 + Yot + Y173 + Y371 + Y23 + Y372
Dieser Ausdruck ist offenbar mit dem obigen identisch, also ist die Abbildung symmetrisch.

Die Linearitéit im ersten Argument ist einfach nachzurechnen:

(ax,y) =
azr1y) + 3axays + daxsys + ax1ys + axsyy + ari1ys + arsy; + arsys + axrsys
afz,y)

(x4 z,y) =

(X1 + 21)11 + 3(x2 + 22)y2 + 4(x3 + 23)ys + (21 + 21)y2 + (22 + 22)y1 +
(z1+ 21)ys + (x3 + 23)y1 + (T2 + 22)ys + (23 + 23)y2 =

T1y1 + 2141 + 3xaya + 322y + 4x3ys + 423ys + T1y2 + z1y2 + Tayr + 2201 +
T1Y3 + Z1Y3 + T3Y1 + Z3Y1 + T2Y3 + Z2Y3 + T3Y2 + Z3Y2 =

(z,y) + (2,9).

Beziiglich der Linearitéit im zweiten Argument geniigt es, auf die bereits bewiesene Sym-
metrie zu verweisen.

Zum Schluss muss die Positiv—Definitheit gezeigt werden:

(x,z) = x121 + 3x0x9 + 4323 + 122 + Tox1 + 2123 + 2371 + ToT3 + T3T
= ($1+$2+$3)2+2$%+3$§.

Dieser Ausdruck ist niemals negativ. Ist er gleich Null, so kann man in der folgenden
Reihenfolge schlieflen:

To = 0 und x23=0 — r; = 0.
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11.4 Die euklidische Norm
11.4.1 Definitionen
Es sei (V. (-,-)) ein euklidischer (K = R) oder unitdrer (K = C) Vektorraum.

e Die Abbildung

NEE R
I e (] IR VACAC)
heiflt (euklidische) Norm oder (euklidische) Linge auf (V,(-,-)).
e Ein Vektor v € V heifit normiert oder Einheitsvektor, wenn er , Einheitslange” hat:

[ol] = 1.

11.4.2 Satz: Eigenschaften der euklidischen Norm
Fiir v,w € V und «a € K sind die folgenden Eigenschaften erfiillt.

@ o] =0 = v = 0.
(@) ol = lal- ol
(i)  [v,w)| < ol - [jwl| (Ungleichung von Cauchy—Schwarz)
(iv)  Gleichheit tritt in (iii) genau dann ein, wenn v und w linear abhéngig sind.
V) NJo4+w|| < v+ |w| (Dreiecksungleichung)
6i) el = el | < o= wl.

v+ w
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11.4.3 Beweis
(1) Wir fithren den Beweis nur fiir den unitéren Fall (K = C) durch.

Der euklidische Fall K = R ist einfacher insofern, als die auftretenden komplexen Opera-
tionen auf R trivial sind. Fiir « € R C C gilt ndmlich

2

Rea = « a =« a-a = |af* = a

(2) Die folgende Gleichheit fiir v,w € V und «, 8 € C werden wir zweimal benétigen:
lav + Bw|* = (av + fw, av + fw)
= ({av,av) + (av, fw) + (Bw, av) + (fw, fw)
= at(v,v) + aBlv,w) + fa(w,v) + BB{w, w)
= |af[[o]l* + 2Re(aB{v,w)) + [B*[lw]]*.

(3) Die Aussage (i) folgt direkt aus der Positiv—Definitheit des Skalarprodukts.
(4) Es ist

la-v|| = V{a-v,a-v) = Va-(v,a-v) = Ja-a-(v,v)
= Va-a-/(@,v) = |af- .
und damit ist (ii) gezeigt.

(5) Fiir w = 0 ist die Aussage (iii) trivial, so dass wir @ # 0 annehmen kénnen.

(6) Mit 8 := —% gilt wegen (1):
0 < Jo+Buwl® = [0l +2Re(B- (v, w)) + |8 w]?
= ol + 2Re(—22 (o, ) + S o2

o] - 28pdt )

[[w]]? [[w]?

HZ . \<va>\2

= |l Twl?

Die Multiplikation dieser Ungleichung mit ||wl|? > 0 liefert
0 < Jll* wl* = [{v, w)]?
und dann

(o, W) < lol* - flw]®.

Zieht man daraus die Wurzel, so hat man die Ungleichung (iii).

(7) Eine Durchsicht des Schrittes (6) zeigt, dass Gleichheit in (iii) genau dann eintritt,
wenn in der ersten Zeile Gleichheit gilt, wenn also

{v:w)

0 = 'U—‘—B'LU = ’U—WUJ.

Aus der Gleichheit folgt die lineare Abhéngigkeit der Vektoren v und w.
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Sind umgekehrt v und w linear abhéngig, v = yw, so ist das obige

g o= —few) _ afew)

T T ew) T Qww) D

also v+ fw = 0 in Schritt (6).
(8) Mit (1) gilt

lo+wl* = [[v]* + 2Re({v, w)) + [lw]®
(Re z < |z| fiir alle z € C)
< l® + 2w, w)| + Jlw]]?
(Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
<l +2[of - fJwl] + [w]?
= ([[oll + llwl])*.

Wurzelziehen ergibt die Dreiecksungleichung (v).
(9) Die Ungleichung (vi) wird in der Ubung bewiesen.
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11.5 Orthogonalitét
11.5.1 Definitionen: Orthogonalitit und Orthonormalitét

Es sei (V, (-,-)) wieder ein euklidischer oder ein unitérer Vektorraum.
e Zwei einzelne Vektoren u,w € V heien orthogonal (zueinander), wenn (u,w) = 0.

In diesem Fall schreibt man auch v L w.

Zwei Teilmengen U, W C V heien orthogonal (zueinander), wenn gilt:

(u,w) = 0 fir alle u € U,w € W.

Ist W C V eine Teilmenge von V', so heifit die Menge
W+ = {ve V[{v,w) =0 fiir alle w e W}

das orthogonale Komplement von W.

Eine Teilmenge W C V heifit orthonormiert oder orthonormal, wenn die Vektoren
in W normiert und paarweise orthogonal sind:

|lw|| = 1 firalleweW,

(w,wy = 0 fir alle w,w € W mit w # w.

e Eine Basis B von V heifit Orthonormalbasis (ONB), wenn sie orthonormiert ist.

11.5.2 Satz: Erste Eigenschaften
(i) Sind

Vo= aqwp + ...+ aw,
Vo= Blw1++5nwn

die Darstellungen zweier Vektoren bzgl. einer ONB; so ist

(v,0) = a1+ ...+ anfn

ol = V0P + ...+ ol

(ii) Eine orthonormale Menge W = {wy, ws, ..., wy,,} ist linear unabhéngig.

(iii) Sind U, W orthogonal zueinander, so gilt

Unw < {0}
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11.5.3 Beweis

(i) Wir rechnen einfach nach:

= oS (wr,wr) + aq Bo(wr, we) + ... + a1 By (W, wy) +

O‘nE<wm w1> + OénE@Un, w2> +...+ O‘nm@um wn)

= wBi+...+ b

Die zweite Gleichung folgt direkt aus der ersten.

(ii) Wir stellen den Nullvektor als Linearkombination von {wy,ws, ..., w,,} dar
W1 + oWy + ... + W, = 0 ()

Es sei jetzt j € {1,...,n} beliebig. Wir bilden auf beiden Seiten der Gleichung (%) das
Skalarprodukt mit w;.

ar(wy, wj) + ag(wa, wy) + ... + (W, w;) = <6,wj> = 0.

Da die Vektoren w; paarweise orthogonal sind, gilt (wy,w;) = 0 fiir alle k # j. Daraus
folgt

aj<wj,wj) = 0 = Q; = 0.
J war beliebig, es ist also a;; = 0 fiir alle j. Also ist W linear unabhéngig.

(iii) Ist v € U N W, so gilt aufgrund der Definition von zueinander orthogonalen Teil-
mengen (v,v) = 0 und damit v = 0.

11.5.4 Satz: Orthonormalisierung
Es sei (V, (-,-)) ein euklidischer oder unitérer Vektorraum.

(i) (Orthonormalisierungsverfahren von Erhard Schmidt)

Ist die Teilmenge W C V endlich und linear unabhingig, so kann man eine
gleichméchtige orthonormale Teilmenge U C V finden, so dass

spanU = spanW.

(ii) Es sei dimV' = n. Jede orthonormale Teilmenge W = {wy,ws,...,w,} €V kann
durch eine Menge W’ = {wy,41,...,w,} von n —m Vektoren zu einer ONB von V
ergénzt werden. Es gilt dann:

(span W)= = span W’ und span W @ span W' = V.

(iii) Jeder euklidische oder unitéare Vektorraum V' endlicher Dimension hat eine ONB.
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11.5.5 Beweis
Wir setzen m = |[W| und W = {wy, ..., wy,}.
(i) Der Fall m =1 ist einfach: Man setzt

w1

u = .
1 [ ]

Wir nehmen jetzt als Induktionsvoraussetzung an, dass bereits eine orthonormale Menge
{ur, ..., up}, b <m, mit

span {uy,...,ury = span{wi,...,wi}
konstruiert ist. Wir setzen jetzt
Uk+1 = Wky1 — <wk+1> U1>U1 — .. <wk+17 uk>uk

Damit ist fir £ =1,...,k

(Uky1,ue) = ( Wiyt — (Wrpr, Ur)un — - oo — (Wra, Up) Ug , Ue)
= (Why1, we) — (Whpr, ur) - (ua, we) — - — (Wi, Up) - (Up, Ug)
= (Wi+1,ue) — (Wr1,ue) = 0.
Es ist also w41 orthogonal zu {us, ..., ux}. Setzen wir jetzt noch
U1
Uk+1 = ~ ;
[t
so ist {uq, ..., ury1} orthonormal.
Aufgrund der Induktionsvoraussetzung ist span{uy, ..., ux} = span{wy, ..., wg} und des-
halb
U1 € span{wi,..., Wgi1}-

Dann ist aber

spanf{uy, ..., ur1} € span{wi, ..., w1}

Nach Satz 11.5.2 (i) ist die linke Menge linear unabhéngig, die rechte ist es aufgrund der
Voraussetzung. Das impliziert aber

Span{ulv s 7uk’+1} = Span{wla s 7wk+1}'

(ii) Man ergénze zunédchst geméfl Basiserginzungssatz 5.7.1 die Menge W zu einer Basis
von V und wende dann das Verfahren aus (i) auf diese Basis von V' an. Die beiden
Aussagen iiber W und W’ sind leicht einzusehen.

(iii) ist in (ii) enthalten.
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11.5.6 Algorithmus

Bei der konkreten Durchfithrung des Verfahrens zur Ersetzung einer Basis {wy, ..., wy,,}
durch eine ONB {uy, ..., uy} ,geniigt” es, rekursiv fir (k= 1,...,m) die Vektoren

wq
uy =
[ |
wy — (Wa, Uy ) Uy
Uy =
[[ws = (wa, ur)ua
- (w3, uy)uy — (w3, ug)uy
us =
|ws — (ws, ur)uy — (ws, ug)usz||
i Wy, — Zl_li (Wi, U YU,
[wm = 3 25=1 (W, uw) |
anzugeben. Die Orthonormalitéat von {uy, ..., u,,} ist durch den abstrakten Beweis sicher-
gestellt.

Bei der konkreten Durchfithrung ohne elektronische Unterstiitzung empfiehlt es sich, die
Berechnungen in viele kleine Teilschritte zu zerlegen. Das folgende Beispiel zeigt dies auf.

11.5.7 Aufgabe: Staatsexamen F99 T1 A2 Es seien

1
1 R
ol "2~
1 0

Vektoren des euklidischen R* und U der von ihnen aufgespannte Unterraum. Bestimmen
Sie eine Orthonormalbasis fiir das orthogonale Komplement U+ C R* von U.

Im Original heiflen die Vektoren a; = w; und as = wy

Im Unterschied zum obigen Algorithmus sind Basis-Vektoren ws, wy, die das Komplement
U+ erzeugen, noch nicht vorgegeben.

Wir werden in der folgenden (zu ausfiihrlichen) Losung eine ONB {uy, ug, us, us} fiir den
R* erstellen, so dass span{u,us} = U und demzufolge span{us, us} = U~ ist.

11.5.8 Losung: Staatsexamen F99 T1 A2

(k=1)

uy

~ 2
Iz ||

58

[l ||

=
=
Il
Sl-
w
/
= O -
~_
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(k=2)
0 1
1 -1 1 1
) = FZ(| 2|0 ]) -
0 1
1 1
<w w >u o 1 1 1 o 1 1
2, U1 1 = iy~ = -7
V3 V3| 0 3| 0
1 1
0 1 1
- _ _ -1 11 _ L] -2
uz = wa wa,ul Y)uy = 9 3 0 =3 6
0 1 1
S 1 14
Izl = —(14+4+36+1) = —
9 3
A =
uo = —
3
1 1
U 3 1 —92 1 2
uy = — = [ — = —
Tzl 14 3 6 V42 6
1 1
(k = 3) Man muss sich jetzt einen Vektor wgs selbst suchen. Giinstig ist einer, der auf wj, us schon senkrecht steht. Daher wihlt man
beispielsweise
1
w _ 0
3= 0
—1

Dieser Vektor erfiillt tatsachlich <w3, u1> = <w3, u2> = 0, er steht also schon auf U senkrecht. Setze dann

uz = w3
lasl®> = 2
lasll = V2
1
1 0
us = ﬁ 01

(k = 4) Wihle jetzt

o= WO

Es gilt dann wy ¢ span{uj,us,us}, da

() = 0
(s

span{ws} # span{uj}.

0

Weiter ist

(m) =

o WO
o

1 1
1 1 1
<w4,u1>u1 = ﬁﬁ o = 0
1 1
0 1 —1
~ 3 1 2
ug = wq — (W4, Ul YUl = 1 - 0 = 1
0 1 —1
~ 12
lTall = 7
laal = V7
-1
1 2
uyg = _—
V7 1
—1
Insgesamt haben wir die ONB
. L
{u1,u2,u3,uq} mit U = span{ui,uz} U™ = span{usz,uq}

gefunden.
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11.6 Der unorientierte Winkel
11.6.1 Die Kosinusfunktion

In der Analysis werden die trigonometrischen Funktionen Kosinus und Sinus

{R — [-1,+1]
COS :

o +— cosa = 1—0‘2—!2—1—3—?:&...
, R — [-1,+]1]
sin : . od . ob

a = siha = a—ﬁ—l—ﬁi...

iiber Potenzreihen definiert.

Daraus lasst sich dann das Kapitel einer Formelsammlung iiber trigonometrische Funk-
tionen herleiten. Im Mittelpunkt stehen dabei die so genannten Additionstheoreme. Fiir
beliebige a, 8 € R gilt:

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf
cos(a + ) = cosacosf —sinasin
sin( + ) = sinacos B+ cosasin 3
sinfa — ) = sinacosf — cosasinf

11.6.2 Die Arcuscosinus-Funktion
Aus der Analysis ist bekannt, dass die Einschrankung des Kosinus auf das Intervall [0, 7]

0,7 — [-1,+1]
€08 |jo) a > cosa

bijektiv ist. Nach Satz 3.7.9 existiert die Umkehrfunktion

{ [—-1,+1] — [0,7]
arccos :
T > arccosr.

Es gibt viele andere Intervalle in R, so dass die Einschréinkung des Kosinus darauf bijektiv
wird. Da die Definition des arccos auf dieser Einschrankung beruht, gibt es viele ,, Arcus-
Kosi-Niisse”.

11.6.3 Die Euklidische Ebene
Es sei auf V = R? das durch

v w
<(v;>’<w;)> = V1W1 + VW2

definierte Standard-Skalarprodukt gegeben. Wir bezeichnen diesen Vektorraum als eukli-
dische Ebene. Als ONB wéhlen wird die Basis B = {e, ea} der kanonischen Einheitsvek-
toren.
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11.6.4 Definition: Der unorientierte Winkel
Fiir zwei Vektoren v,w € V' \ {0} hat die reelle Zahl

o (v, w)
) = el

aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung einen Betrag

(v, w) ol - lwll | _

—| < 1.
[o]] - [l

le(v,w)| =

loll - wll}

Diese Betragsabschétzung fiir eine reelle Zahl kann in eine Doppelungleichung iibersetzt
werden:

-1 < ¢(v,w) < +1.

Das aber bedeutet, dass sie in den Arcuscosinus aus Abschnitt 11.6.2 eingesetzt werden
kann.

Dies miindet in die Definition des unorientierten Winkels zwischen zwei Vektoren v, w in
der euklidischen Ebene

(v, w)

Z(v,w) = arccosc(v,w) = arccos :
’ ’ [o]] - [lw]

11.6.5 Satz: Der unorientierte Winkel
Es seien u,v,w € V \ {0} drei Vektoren der euklidischen Ebene, A € R\ {0}. Dann gilt:

(i) Z(v,v) = 0
(i) ZL(v,w) =

B
—~
<
S
~
I
(@]

(iii) L(v,w) = Z(w,v)

() ZO0,w) = 2o, \w) = {W_zw,w), falls A > 0

Z(v,w), falls A <0
(v) (nur unter geeigneten Zusatzvoraussetzungen )

L(v,w) = Z(v,u) + Z(u,w)

11.6.6 Bemerkungen

(1) Damit erfiillt der unorientierte Winkel fast genau die Eigenschaften, die aus der Win-
kelmessung der Alltagsgeometrie vertraut sind. Als Winkelskala tritt hier lediglich das so
genannte Bogenmaf anstelle der klassischen Gradskala [0°,180°] in Erscheinung. Diese
Vorgehensweise ist — mathematisch — viel natiirlicher, leider in Alltags- und Schulkon-
texten vermeintlich unanschaulich.

(2) Wir haben mit Hilfe des Skalarprodukts und der trigonometrischen Funktionen die
Winkelmessung eingefiihrt. Historisch und schulisch war /ist es gerade anders herum: Auf
der Grundlage der Winkelmessung werden die trigonometrischen Funktionen — und evtl.
das Skalarprodukt — eingefiihrt.
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(3) Die reichlich seltsame Bedingung in (v) ldsst sich mathematisch befriedigend auflésen,
wenn man

fiir die ONB {ey, e2} eine so genannte Orientierung einfithrt  und

c}ie Willkiirlichkeit bei der Definition der Arcus-Kosinus-Funktion mit Hilfe einer
Aquivalenzrelation mod 27  auf der Bogenmafiskala R beseitigt.

11.6.7 Beweis
Mit
(v, v)

= arccosl = 0
o]l - o]l

Z(v,v) = arccos

ist (i) bewiesen.
Durch Zerlegung in Einzelschritte sehen wir die Aquivalenz (ii) ein:

L(v,w) = I = arccosM = I = _nw) =0 <= (vw) =
2 [0l - fJwl] 2 [l - f[wl

Die Aussage (iii) folgt sofort aus der Symmetrie des Skalarprodukts.

Weiter ist mit

A A
L, w) = %Jur(:cosM = arccosM
[[Av]] - [Jwll [All[oll - [[wl]
arccos HSﬁfﬁZ” = Z(v,w), falls A >0,
arccos H_v f\?l’lﬁ\ = T — arccos Hgﬁfﬁgu = 7 —Z(v,w), falls A <0.

die Aussage (iv) gezeigt.
Zum Beweis von (v). Mit (iv) folgt fiir alle v,w € V' \ {0}

v w

Z(U, w) = é(ma m>v

so dass wir in (v) annehmen konnen, dass

I* = vi+v; = L Jul® = witw; =1, Jul® = wi+u; = 1

Daraus folgt, dass es Zahlen «, 3, € [0, 7] mit
U:(Cgsa)7 w:<698ﬁ>, u:(cpsy).
sin «v sin 3 sin y
Es ist dann weiter

(v,u) = wvug +v9us = cosacosy+sinasiny = cos(a — )

(u, w) uywy + ugwy = cosycos B +sinysinf = cos(y — f)

(v,w) = vywy +vowy = cosacosf +sinasinf = cos(a — )
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Ist jetzt die geometrische Situation so eingerichtet, dass ,,unsere” Arcus-Kosinus-Funktion

gerade die Werte

arccos (v,u) =

-7
arccos (u,w) = y—pf
arccos (v, w) = a—pf

herausfischt, so gilt

Llv,w) = a—-p

(=7 +(=05) = ZLv,u)+ ZL(u,w).
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11.7 Das Vektorprodukt im euklidischen R?

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum V = R? mit der kanonischen Basis
{e1, €2, €3}, die beziiglich des kanonischen Skalarprodukts eine ONB ist.

11.7.1 Definition
Wir definieren auf V' eine zweistellige Verkniipfung, das Vektorprodukt

VxV — V
X
(v,w) — VvXw

durch

VoWg — V3Wa2
VXW = V3w, — V1Ws3
V1We — VW

Anders als beim Skalarprodukt ist das Ergebnis wieder ein Vektor. Beachte, dass das
Vektorprodukt nicht assoziativ ist:

(61X62)><€2 = €3 X €y = —€1

€1X(€2X€2) = 61)(6 = 6

11.7.2 Satz: Eigenschaften des Vektorprodukts

(i) Das Vektorprodukt ist bilinear, d.h. fiir alle v, v, w,w € V und o, a € R gilt

(v 4 (V) xw = av X w4+ av X w

v X (cw+ pw) = avXw+av X w.

(ii) Das Vektorprodukt ist schiefsymmetrisch, d.h. fiir alle v,w € V gilt

wXv = —UXW.

(iii) Fir w,v,w € V ist das so genannte Spatprodukt gegeben durch
(uxv,w) = det(u,v,w).

Es kann — bei geeigneten weiteren Definitionen — als Volumen des von den Vek-
toren u, v, w aufgespannten Parallelepipeds angesehen werden.

(iv) Fir v,w € V gilt:

lox wl* = ol flw]|* - {v,w)*

(v) v und w sind linear abhéngig genau dann, wenn v X w = 0.
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11.7.3 Beweis

(i) — (iv) sind einfach nachzurechnen. (v) zeigt man mit Hilfe von (iv) und der Cauchy—
Schwarz-Ungleichung.

11.7.4 Bemerkung
Aus der Gleichung (iv) und mit Blick auf Abschnitt 11.6.4 folgt, dass

2
o xw|® = |Jol* |w]]®* = (v,w)” = [[v]]*[Jw]]*- [1 = cos® <(v, w)]
= JJol* lw]f® - sin®* <(v, w),
und damit weiter

loxwl = vf fJwl]] - [sin (v, w)].

11.7.5 Frage und Antwort
Warum gibt es ein Vektorprodukt nur bei Dimension 3 7

Es sei V ein K-Vektorraum der Dimension n € N. Man kann ihm weitere Vektorraume

p p
AV mit  dim(A\V) = (Z)
zuordnen. Die Elemente heiflen p- Vektoren.

Es ist /\1 V =V. Wenn auf V ein Skalarprodukt und eine Orientierung definiert sind, so
ldsst sich ein so genannter Hodge-Isomorphismus

p n—p
AV = AV
herstellen.

Ein p -Vektor und ein ¢-Vektor lassen sich multiplizieren, Grundlage ist das so genannte
(bilineare, assoziative, aber nicht kommutative) Keilprodukt

/\:{/\pVX/\qV - NV

(x,y) — xAuy.
Nur im Fall n = 3 resultiert daraus eine Verkniipfung auf V'

ALV XV o= NV =~V
L (my) = oaAy,

eben das Vektorprodukt.
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11.8 Allgemeinere Normen

11.8.1 Definition

Eine Abbildung ||- || auf einem beliebigen (evtl. nicht mit einem Skalarprodukt versehe-
nen) R-Vektorraum oder C-Vektorraum heiit (allgemeine) Norm, wenn sie die folgenden
Eigenschaften hat.

Fir v,w € V und a € K gilt:
Positiv-Definitheit: ~ Fiir v € V gilt: [[v]| =0 = v =0.
Homogenitit: Firov eV, a € Kgilt: ||a-v| = |af - ||v]
Dreiecksungleichung:  Fiir v,w € V gilt: [jv + w]|| < ||v|| + [Jw]]
Das sind gerade die Eigenschaften (i),(ii) und (v) aus Satz 11.4.2.

11.8.2 Beispiele
Die beiden Abbildungen
R" — RS
U1

-1

I (0

Un
R — RS
1 .
oo — max{|vi],..., |v.|}
Un

sind Normen, die im Fall n > 2 nicht von Skalarprodukten induziert werden.

11.8.3 Definition: Metrik

Es sei M eine beliebige Menge. Eine Vektorraumstruktur, ein Skalarprodukt oder eine
Norm auf M sind nicht nétig. Eine Abbildung

{ MxM — RE
d -
(,y) = d(z,y)
heiflit Metrik auf M, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften erfiillt:
Positiv-Definitheit: Fiir alle z,y € M gilt  d(z,y) =0 <= z=uy.
Symmetrie: Fiir alle z,y € M gilt  d(z,y) = d(y, x).
Dreiecksungleichung: Fiir alle z,y, z € M gilt  d(z,y) < d(x, z) + d(z,y).

Man kann die Zahl d(z,y) als Abstand zwischen x und y ansehen. Man beachte aber,
dass die Eigenschaften viel allgemeiner gehalten sind als die durch die Norm bzw. das
Skalarprodukt auf einem Vektorraum nahegelegten.

Wir werden in der Linearen Algebra diesen Begriff nicht weiter einbeziehen. Der Begriff
der Metrik ist nichtsdestoweniger ein fundamentaler Begriff des fundamentalen Teilgebiets
der Topologie und durchzieht deshalb verschiedenste Teilgebiete der Mathematik.
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11.8.4 Norm induziert Metrik

Ist auf einem euklidischen oder unitéren Vektorraum V' eine Norm |- || definiert, so kann
man mit ihrer Hilfe eine Abbildung

d: VxV — ]Rar
‘ (an> = d(’U,UJ) = ||U—U)||

definieren. Sie hat dann die Eigenschaften einer Metrik wie gerade beschrieben.
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12 Basiswechsel

12.1 Vektoren beim Basiswechsel

12.1.1 Definition: Geordnete Basis

Ist V' ein n—dimensionaler Vektorraum, so bezeichnen wir ein n-Tupel
B = (vi,...,v,) € V"

als geordnete Basis, wenn die Menge
{v1,...;v,} € PV)

eine Basis (im bisherigen Sinne) ist. Die zusétzliche Eigenschaft ,,geordnet” bedeutet also,
dass die Basisvektoren ein-eindeutig mit 1, ..., n durchnummeriert sind — und nicht nur
in einer Menge zusammengefasst sind.

12.1.2 Definition: Basis-Entwicklung eines Vektors

Ist fiir einen n—dimensionalen Vektorraum V' iiber dem Koérper K eine geordnete Basis

By = (vy,...,v,) vorgegeben, so kann damit eine bijektive lineare Abbildung
vV —- K
aq
B - v — v =
Qp
dadurch definiert werden, dass der Vektor (o, ..., a,)T gerade die eindeutige Basisent-

wicklung von v bzgl. B ist:
V= U1+ ...+ QpUy.

Wir nennen vg = ng(v) die B-Entwicklung (n ~ eta ~ Entwicklung) oder B—Darstellung
(von v bzgl. der geordneten Basis B).

Wie man sofort sehen kann, handelt es sich bei np um die nach Satz 7.2.1 eindeutig
bestimmte Abbildung, die die Basisvektoren v; € V' auf die kanonischen Einheitsvektoren
e; € K" abgebildet:

ne(v)) = e

12.1.3 Quintessenz

Alles, was man in V' oder mit V' machen kann, kann man stattdessen auch in K" oder mit
dem K™ machen. Der Vorteil besteht darin, dass man im K", also mit Zahlen aus K, rech-
nen kann. Von Nachteil ist, dass diese Berechnungen immer von der aktuell festgesetzten
geordneten Basis abhéngen.
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12.1.4 Vektoren beim Basiswechsel

Wir betrachten jetzt fiir einen fixierten Vektorraum V' zwei geordnete Basen B =
{vi,...,v,} und B = {v1,...,0,} mit den zugehérigen Abbildungen 7z und 7z

K"® -1 UB 1

©5B V 5B

In den Diagrammen ist erkennbar, dass die bijektive lineare Abbildung © 5, definiert ist
durch

[

Vg

Ozp = ngongl K" — K",

Sie kann als invertierbare n x n-Matrix aufgefasst werden. Sie heif3t Ubergangsmatriz
(transition matriz) fiir den Basiswechsel B <— B. (O ~ Theta ~ Transition)

12.1.5 Satz iiber Ubergangsmatrizen

(i) Fiir zwei geordnete Basen B, B sind die beiden Ubergangsmatrizen invers zueinan-
der:

Opp Opp = 1.

(i) Fiir drei geordnete Basen B, B, B gilt:
Opp = Op5 9pp-
(iii) Hat ein Vektor v € V bzgl. zweier geordneter Basen B und B die Entwicklungen
v bzw. vg, so gilt

~ — ~ — -1 ~
Vg Oz B bzw. vg = @EBUB.

(iv) In der j—ten Spalte von
Opp =
stehen die Entwicklungskoeffizienten des B-Basisvektors v; bzgl. der geordneten

Basis B

Uj = ﬁlj@/l 4+ 4+ ﬁnj@/n

(v) In der j-ten Spalte von @gg stehen die Entwicklungskoeffizienten des B-
Basisvektors v; bzgl. der geordneten Basis B, das heift
@/j - (@

g;)um +--- 4 <@§1B)njvn-
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12.1.6 Beweis

Die ersten beiden Aussagen ergeben sich aus der Definition der Ubergangsmatrix. Fiir
(iv) schauen wir uns das folgende Diagramm an:

n —1

B ©5n
> (O5p)kn

: GEB(GJ) €;j
k=1

Wegen @Eg =npgo 1751 ist die gesamte Abbildung die Identitét, es besteht also zwischen
den Ausdriicken ganz links und ganz rechts Gleichheit.

(v) ergibt sich entsprechend aus einem Diagramm.
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12.2 Homomorphismen beim Basiswechsel

12.2.1 Basis-Entwicklung einer linearen Abbildung

Ist B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis fir V und C' = (wy,...,w,,) eine geordnete
Basis fiir W, so ergibt sich das folgende Diagramm von Abbildungen:

n ng' f ne m
K T Vv — W - K
ng

Die gesamte Abbildung
feg = meofong : K' = K"

ist linear, sie kann also gem&fi Abschnitt 7.1.7 durch eine m x n-Matrix fop € K™*"
dargestellt werden.

Beachte, dass diese Matrizdarstellung von den geordneten Basen C' und B abhingt.

12.2.2 Satz iiber die Matrix fop

In der j-ten Spalte von fop stehen die Entwicklungskoeffizienten von f(v;) beziiglich der
geordneten Basis C'.

12.2.3 Begriindung

Zur Begriindung muss man diese Behauptung etwas abstrakter aufschreiben und die De-
finition von fop einsetzen:

(fer)i
: = fonle;) = noo fongl(e;) = no(f(v)).
(feB)mj v

In diesem Abschnitt seien durchgéngig V und W zwei K-Vektorrdume mit dimV = n,
dim W = m. Weiter sei f: V — W ein Homomorphismus (= lineare Abbildung).

12.2.4 Satz: Normalform eines Homomorphismus
Essei f:V — W wie oben.

Dann gibt es eine geordnete Basis B fiir V' und eine geordnete Basis C' fiir W, so dass die
der linearen Abbildung f zugeordnete Matrix fop bzgl. der geordneten Basen B und C
die Form

1 0 0 0 0
0 :
: 0
fep = o --- 0 1 : mit r Einsen, r = Rangf,
0 0
0 0

annimmt.
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12.2.5 Beweis
(1) Der Kern von f hat nach Satz 7.6.1 die Dimension

dim(ker f) = n—r

Er besitzt also eine geordnete Basis (v,41, ..., 0y,).
(2) Wir ergénzen die Basis des Kerns durch r Vektoren vy, ..., v, zu einer geordneten
Basis B = (v1,...,Up, Ups1,...,0,) von V.

(3) Es sei jetzt wy, = f(ug) fir k=1,...,r.
Wir zeigen, dass die Abbildung

Folon,. o) = (wr, . w,)
injektiv ist.

Anderenfalls wiirde ein Vektor v # 0 existieren mit

voE (U,...,0)

v € kerf = (Vpp1,...,0n)
v konnte also als nicht-triviale Linearkombination sowohl von wvy,...,v, wie von
Upg1, - .-,y dargestellt werden. Das steht im Widerspruch dazu, dass B = {vy,...,v,}

Basis von V ist.

(4) Nach Satz 7.4.2 (i) ist {wy, ..., w,} linear unabhéngig. Gemé&f Satz 5.7.1 ergénzen wir
diese linear unabhingige Menge zu einer geordneten Basis C' = (wq, ..., w,,) von W.
Es gilt dann
wg, falls ke {l,...,r},
flog) = { .
0, fallske{r+1,...,n}.

(5) Das aber bedeutet gerade, dass fop die im Satz angegebene Gestalt hat.

12.2.6 Homomorphismus beim Basiswechsel

Es seien jetzt jeweils zwei geordnete Basen B, B fiir V und C,é fiir W gegeben. Wir
stellen die Frage, was mit der Matrix fop bei einem Basiswechsel passiert. Die Situation
ergibt sich aus dem folgenden Diagramm:

fer

K" ng ngt K
\ ) /
©5B V I W Occ
K" i K™

Man kann ablesen, dass gilt:
Jeg = ©gc - fo-Ogg = Ogc- fob- @ég"

Es gibt also verschiedene Matrizen fiir die gleiche lineare Abbildung. Gehoren zwei Ma-
trizen zu der gleichen linearen Abbildung, so stehen sie in einer bestimmten Beziehung
zueinander, die wir im néchsten Abschnitt definieren und studieren.
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12.3 Aquivalenz von Matrizen

12.3.1 Definition: Aquivalenz von Matrizen

Zwei Matrizen F F € K™*" heiflen dquivalent zueinander, wenn es eine regulidre n x n—
Matrix 7" und eine reguldre m x m—Matrix S gibt, so dass

F = S.F-TL.

12.3.2 Satz Die Aquivalenz von Matrizen aus K™ " ist eine Aquivalenzrelation auf
dieser Menge.

12.3.3 Beweis

(1) Reflexivitdt: Jede Matrix F' ist zu sich selbst dquivalent, man setze in der Definition
S=1,und T =1,.

(2) Symmetrie: Ist die Matrix F' zu F quivalent, so gibt es zwei regulidre Matrizen S €
GL(m,K), T' e GL(n,K) mit

F = S.-F-T.

Durch Multiplikation dieser Gleichung mit S~! von links und T von rechts erhilt man
STU.F.T = F

also die Aquivalenz von F oz F.

(3) Transitivitét: Sind drei Matrizen F, F , F gegeben mit ,,F' dquivalent zu F” und ,,ﬁ
dquivalent zu F”, so gibt es Matrizen S, 5" € GL(m,K), T, 7" € GL(n,K) mit

F =SF.T" uwd F =8 -F-(T)"
Daraus folgt aber
F=S8F(I'" =8-S F-T"(T)"
= (§-8)-F-(T'-T)"

Demzufolge ist auch F dquivalent zu F'.

12.3.4 Folgerung: Aquivalenz von Matrizen

(i) Zwei m x n—Matrizen F' und F sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen
Rang r haben.

(ii) In der durch den Rang r charakterisierten Aquivalenzklasse gibt es einen besonderen
Repréasentanten, namlich die Matrix

1 0 --- 0 0 ---0

0 : . .

: 0

0O --- 0 1 : : mit r Einsen.
0 0
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(iii) Die Zahl der Aquivalenzklassen in K™*™ ist  min{m,n} + 1.

12.3.5 Beweis
(i) und (ii) folgen sofort aus dem Satz 12.2.4.

iii) Wir wissen bereits, dass fiir den Rang einer Matrix A € K™*" gilt:
g g

0 < rangA < min{m,n}.

44
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12.4 Beispielaufgaben: Orthogonale Polynome
12.4.1 Einstieg

Es sei P, der (n+ 1)—-dimensionale R—Vektorraum der Polynomfunktionen vom Grad < n.
Wir beschéftigen uns im folgenden mit Ps.

Wir wissen bereits, dass die durch

eo(r) = 1 bzw. folz) = 1

er(x) = x filz) = 1+=x

exx) = a? fa(x) = 1+a+a?
es(z) = 23 f3(z) = 1+z+a?+a3

gegebenen Polynomfunktionen Basen des Vektorraums P3 bilden. Wir nennen im folgen-
den Polynomfunktionen kurz Polynome, wenn auch wir spéter diese feine Unterscheidung
noch einmal thematisieren werden.

12.4.2 Orthogonale Polynome

Die folgenden Polynome sind Beispiele fiir orthogonale Polynome, die in weiten Teilen
der Analysis, numerischen Mathematik und mathematischen Physik eine wichtige Rolle
spielen.

Hermite-Polynome Legendre-Polynome Laguerre-Polynome

ho(z) = 1 Jo(z) = 1 lo(x) = 1

hi(z) = 2z hz) = x l(z) = —xz+1

ho(z) = 4a%—2 joz) = 327 —1 lr(z) = L(2*—4x2+2)

hs(z) = 8x* =12z | js(x) = 22 =3z | L(x) = §(—2®+92° — 182 +0)

Wir bezeichnen die Basen von Pj3, die aus diesen jeweils vier Polynomen gebildet werden,
mit F, F, H,J bzw. L.

12.4.3 Aufgabe
Berechnen Sie np(y) fir B = E,H,J,Lundy =

plz) = 4
q(z) = x+2
r(r) = 2% —3r+2

12.4.4 Losung

ne(p) = nulp) = nsp) = nulp) =

O O O
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2 2 2 3
1 1 1 ~1
(e = | o | m@ =15 wa=1, m@=1,
0 0 0 0
2 5 7
-3 _2% _33
ne(r) = 1 o onu(r) = 1 ;o) = 2 ,onn(r) =
1 3
0 0 0

12.4.5 Aufgabe

Berechnen Sie die Ubergangsmatrizen OrH, Ops, Opr durch Entwicklung der Basisvek-
toren von H nach denen von E usw.

12.4.6 Losung

10 -2 0
. 02 0 -—12
(Hermite) Opn = 00 4 0
00 0 8
10 -1 0
01 0 -3
(Legendre) Op; = 00 3 0
00 0 2
1 1 1 1
(Laguerre) Opr, = 0 -1 _12 _33
0o 0 35 3
00 0 —g

12.4.7 Aufgabe

Berechnen Sie die Ubergangsmatrizen Ong, O, O durch
e Entwicklung der Basisvektoren von E nach denen von H usw. oder

e durch Invertierung der Matrizen aus .
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12.4.8 Losung

1040
: 1 0+ 0 2
(Hermite) Opr = Opy = 0 (2) ! 6
1
00 0 3
1030
3
(Legendre) O = 0, = 01 (2) 5
00 3 0
000 2
1 1 2 6
PN 0 -1 -4 -18
(Laguerre) O = O = 0 0 2 18
0 0 0 -6
12.4.9 Aufgabe [D]
Berechnen Sie mit Hilfe der Gleichung ©5, = Opz5 - O55 weitere Ubergangsmatrizen
12.4.10 Loésungsbeispiel @
1 1 2 6 10 -1 0
0 -1 —4 —18 01 0 -3
O = Op-Opr = | g ¢ o 13 00 3 0
0 0 0 -6 00 0 2
AN
B 0 -1 -6 —%
N 0 0 3 45
0 0 0 -15

12.4.11 Aufgabe

Uberpriifen Sie die Gleichung nz(y) = © 55m5(y) fiir verschiedene Basen B, B=E H, J L
und Polynome y aus .

12.4.12 Losungsbeispiel
Fir y = r = 22 — 3z + 2 gilt:

é 11 g6 %;7 53 11
Ormi(r) = o, 2 ) = B

0 0 3 45 2 2

0 0 0 -—15 0 0
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12.4.13 Aufgabe
Die Differentiation D kann als lineare Abbildung
) { Pg — ,Pg

ap + o + aex? + aszx® = o + 2007 + 3as?

aufgefasst werden. Uberlegen Sie, dass beziiglich der kanonischen Basis E fiir P5 dann gilt

0100
0020
Dep = 000 3
0000

Berechnen Sie Dgp oder Dgp fiir andere Basen B, B= E H, J L.

12.4.14 Losungsbeispiel

DHH = ®HEDEE@EH
10410 0100 10 -2 0
(o302 0020 02 0 -—12
oo o0 000 3 00 4 0
000 3 0000 00 0 8
0200
o040
~loooe
0000

Testen Sie diese Matrix fiir die Polynome r = 22 — 3z +2 und Dr = r' = 22 — 3.

Losung: Es gilt

Tatséachlich gilt
nua(r') = Dum - nu(r).

12.4.15 Aufgabe
Die Multiplikation X mit einer Variablen kann als lineare Abbildung

. PQ — Pg
1 a0+ T+ asr? = agr + agx? + apr?

aufgefasst werden. Beziiglich der kanonischen Basen E fiir P, und E fiir P; gilt dann

0 0

0
Xpp = 0
1

O O = O
O = O

Berechnen Sie X 5 fiir andere Basen B und B=H ,J, L.
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12.4.16 Losungsbeispiel

Xy5 = OupXppOg;

1
1032 000 Lo 1
_ 0102 100 0102
- 0020 010 00 3
000 2 00 1 2
0 L 0
3
1 0 2
- 02 0
33
00 2

Testen Sie diese Matrix fiir die Polynome r = 2% — 3z + 2 und Xr = 23 — 32?2 + 2z.

Losung: Es gilt

7 -1

3 13

ny(r) = -3 und 7y (Xr) = _52
3 2
5

Tatséchlich gilt

ny(Xr) = X;5-n5r).

49
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13 Polynomringe

13.1 Polynome
13.1.1 Finite Folgen

Es sei K ein Korper. Wir betrachten den Vektorraum K} der finiten Folgen mit Elementen
aus K.

Zur Erinnerung: Eine Folge a : N — K heif3t finit, wenn es ein N € N gibt, so dass
a, = a(n) = 0 firalle n > N.

Anders ausgedriickt: Die Folge enthélt nur endlich viele Glieder ungleich Null.

13.1.2 Multiplikation zweier finiter Folgen

Sind nun zwei finite Folgen

b = (p07p17p27"'apm70a"')a q = (QOaQI»Q%---aC]ﬂan--)

gegeben, so definieren wir ein Produkt dieser beiden Folgen durch

P Dn = Po @u+D1 Q1+ ..FPuo1 @+ Pn- Q-

Das bedeutet, dass jeweils alle Glieder von p und ¢ mit gleicher Indexsumme n miteinander
multipliziert werden und dann alle Produkte aufsummiert werden. Das Ergebnis steht an
der Stelle n des Produktpolynoms.

Man mache sich klar, dass das Ergebnis wieder eine finite Folge ist.

13.1.3 Beispiel

(4,2,-5,3,0,0,0...) - (—1,3,—4,0,0,0...)
= (4-(-1),4-34+2-(=1),4-(—4)+2-3+(=5H)-(-1),
2:(=4)+(=5)-3+3-(=1),(=5) - (—4)+3-3,3-(—4),0,0,...)
= (—4,10,-5,-26,29,-12,0,0,...)

13.1.4 Definitionen: Polynom als finite Folge

(1) Im Zusammenhang mit dieser Multiplikation heifit eine finite Folge (p,)nen in K
auch (abstraktes) Polynom dber K.

(2) Ist (pn)nen nicht die Nullfolge, so heifit die eindeutig bestimmte Zahl m € N mit
Pm # 0, pn = 0 fiir alle n > m,
der Grad des Polynoms. Die Nullfolge hat per definitionem den Grad gleich —oo.
(3) Ist m der Grad eines Polynoms, so nennt man p,, den Leitkoeffizienten.
(4) Ein Polynom heifit normiert, wenn der Leitkoeffizient gleich 1 ist.

Die Polynome hochstens m—ten Grades bilden einen K—Vektorraum der Dimension m+ 1.
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13.1.5 Gradformel
Sind p, ¢ € K[z]| zwei Polynome, so gilt:

grad(p-q) = gradp+ gradg.

Der Fall des Nullpolynoms ist hier enthalten, wenn man Rechenregeln fiir —oo einbezieht.
Wenn das nicht gefillt, sollte man diesen Fall fiir die Gradformel ausschlieflen.

13.1.6 Nebenbemerkung

Geméf der obigen Konstruktion kann fiir jeden Ring der Polynomring erstellt werden. Ist
eine Abbildung zwischen Ringen gegeben, so ldsst sie sich zu einer Abbildung zwischen
den zugehorigen Polynomringen fortsetzen (Funktor).

Die Gradformel stimmt nicht mehr, wenn man Polynome tiber allgemeineren (Nullteiler
enthaltenden) Ringen betrachtet: In Zg ist

Bz —1)-2x—1) = 62°=52+1 = z+1 mod6.

13.1.7 Der Polynomring K|x]

Auf der Menge der abstrakten Polynome sind eine Addition und eine Multiplikation er-
klért, so dass die Axiome fiir einen Ring mit Eins (vgl. Abschnitt 4.3.4) erfiillt sind.

Diese Menge wird deshalb als Polynomring bezeichnet. Als Symbol hat sich international
K[z] als Standard etabliert. Das ist ein bisschen seltsam, da der Buchstabe = eigentlich
ohne Bedeutung ist.

Da auf K[z] auch noch die Struktur eines K-Vektorraums existiert, spricht man auch von
der Polynom-K-Algebra K[z].
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13.2 Polynomfunktionen
13.2.1 Definition: Polynomfunktion

Es sei K ein Koérper.

(1) Eine Abbildung p : K — K heifit Polynomfunktion (iiber K) wenn es Zahlen m € Ny,
DPms Pm—1s - - -, P1, Do € K gibt, so dass

p(a:) = pmxm +pm—lxm_1 + ... —I—plx ‘l'po.

(2) Eine Zahl A € K heifit Nullstelle der Polynomfunktion p, wenn p(\) = 0.

Polynomfunktionen kénnen multipliziert und nacheinander ausgefiihrt werden.

13.2.2 Zuordnung: Polynom — Polynomfunktion
Man kann nun einem Polynom ( = finite Folge) eine Polynomfunktion ( = Abbildung
K — K) zuordnen:

(p07p17p27 s 7pm707 e ) = Do +p1'r +p2l’2 + ... +pmxm (*)

Es ist nicht schwer nachzupriifen, dass die obige abstrakte Multiplikation 13.1.2 bei dieser
Zuordnung in die bekannte Polynom-Multiplikation iibergeht.

Der Vorteil der abstrakteren Sichtweise aus Kapitel 13.1 besteht darin, dass die algebrai-
sche Struktur des Polynomrings unabhéngig von der Idee ,,Polynom als Abbildung”, also
auch unabhéngig von Variablen-Symbolen wie x,, .. ., eingefiihrt werden kann.

Im Fall K = R oder K = C ist die Zuordnung (%) ein-eindeutig. Ist eine polynomiale
Abbildung gegeben, so kénnen die zugehorigen Polynom-Koeffizienten ermittelt werden
— beispielsweise durch mehrfaches Differenzieren.

13.2.3 Beispiel

Ist beispielsweise K = Zo der Korper mit zwei Elementen, so sind die beiden konkreten
Polynome

plz) = 2 +ax+1, qz) = 2 +x+1
aufgrund von
p(0) = q(0) = 1, p(l) = q(1) =1
als Abbildungen Z, — Zs gleich. Als abstrakte Polynome sind sie jedoch verschieden:
p = (1,1,1,0,0,...) # (1,1,0,1,0,...) = gq.

Das Beispiel zeigt auch, dass der Grad einer Polynomfunktion nicht eindeutig definiert
sein muss.

Nachdem wir den Unterschied zwischen Polynomen und den ihnen zugeordneten Poly-
nomfunktionen einmal herausgestellt haben, wollen wir ihn ab jetzt nicht mehr so stark
thematisieren. Wir sprechen einfach nur von Polynomen.
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13.3 Teilbarkeit in Polynomringen
13.3.1 Definition: Teilbarkeit
Es seien p, ¢ € K[z]| zwei Polynome.

Das Polynom ¢ heifit Teiler von p, wenn es ein weiteres Polynom ¢ gibt, so dass
p = g9g-q
13.3.2 Satz: Polynomdivision

Es sei K ein Korper.

Sind p,q € K[z]|, zwei Polynome, dabei ¢ # 0, so gibt es dazu eindeutig bestimmte
Polynome ¢, r € K[z] mit der Eigenschaft:

p = g-q+r, gradr < grad q.

13.3.3 Beweis

(0) Zunéchst zur Eindeutigkeit: Angenommen es gibt jeweils zwei Polynome ¢, ¢ und r, 7
mit den im Satz geforderten Eigenschaften, also

p = g-q+r gradr < grad q
p = g-q+7 gradr < gradq.
(1) Die Subtraktion der beiden Gleichungen fiihrt auf
0 = (9-9)-q+(r—7)
und dann auf
(9—9)-q = T—r

(2) Daraus lasst sich eine Ungleichung folgern

0) ~ ~
grad ¢q (> grad(r —r) = grad(g —g) + gradg,
die im Fall 7 # r oder g # g einen Widerspruch darstellt.
(3) Nun zur Existenz. Hier fithren wir einen Induktionsbeweis iiber n = grad p durch.

(4) Induktionsanfang: n < grad ¢. In diesem Fall ist mit ¢ = 0 und r = p die Aussage des
Satzes erfiillt.

(5) Induktionsschluss: Es sei die Aussage fiir n gezeigt. Vorgegeben sind nun zwei Poly-
nome p, q der Gestalt

p(.l") = pn+1$n+1 + " + ..+ prx+ po
(6) Ist m > n+ 1, so setze einfach ¢ = 0 und r = p. Es ist dann gradr = grad p < grad q.

(7) Im anderen Fall m < n + 1 setzen wir

ple) = pla) = Peta™Tm e g(x).
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In diesem Polynom hat der Term mit Grad n + 1 die Form

+1 _ Pn41 anrlfm . m 0’

~ n
Pn+1 = DPn+1T am gmT =

weshalb es einen Grad < n hat.

(8) Nach Induktionsvoraussetzung gibt es zu p, ¢ zwei Polynome ¢ und 7 mit

p(z) = g(x)-q(z)+7(x), gradr < gradgq.

Wir setzen dies in die Definition von p ein. Nach Umstellung ergibt sich:

p(z) = pla)+ Pt =" g(2)
= [glz) + B2 - g(x) + ().

N J/
-

=:g(z)

Der Beweis ist beendet.

13.3.4 Beispiel: Polynomdivision

Die beiden Polynome g und r aus dem obigen Satz erhélt man algorithmisch durch die
aus der Schule bekannte Polynomdivision.

Man iiberzeuge sich mit Hilfe der Polynomdivision
(32° — da* + 22 — 2+ 8) : (2® + T2* — 5)
von der Darstellung

325 —4at +22% — 2 +8 = (32% — 252 + 177)(2® + T2® — 5) — 12242% — 1262 + 893.
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13.4 Nullstellen und Linearfaktoren
13.4.1 Satz: Nullstellen und Linearfaktoren

Die beiden folgenden Aussagen iiber ein Polynom p € K[z] n—ten Grades und eine Zahl
A € K sind dquivalent:

(A) X ist eine Nullstelle von p.

(B) Es gibt ein Polynom ¢ vom Grad n — 1, so dass

plx) = (z=A)-q(x).

Man nennt z — A einen Linearfaktor von p. Man spricht hier auch von der Abspaltung
des Linearfaktors.

13.4.2 Beweis

Die Richtung (B) = (A) ist trivial. Fiir die Umkehrung machen wir eine Voriiberlegung:
Es gilt fir m € N

(xm o )\m) — [xm + :CmflA 4 xmfZ)\Z IS x2)\m72 4 x)\m71:|
— [mm_l)\ + TN 2P A Am}

= (=A@ +2" N+ NI A
— Qo (@)

Jetzt konnen wir die Umkehrung zeigen:
p(x) = plz) —p(\)
= (pnxn + Pz N pri+ p()) — <pn>\" + P N A+ p0>
= Pp(@™ = A" F (@™ =N L pi(m— A
= (=N (PQua(®N) + PrQuoa(w V) + -+ 1)
= (z—=A)-q().

Die fortgesetzte Abspaltung von Linearfaktoren fiihrt auf die

13.4.3 Folgerung

Zu einem Polynom p mit Nullstelle A gibt es eine eindeutig festgelegte Zahl £ € N und
ein Polynom ¢ vom Grad n — k, so dass

p@) = (@—NF-qlz),  wobei g(A) #0.
Die Zahl k heifit die Vielfachheit der Nullstelle A im Polynom p.

13.4.4 Definition

Man sagt, ein Polynom zerfdllt (iber K) in Linearfaktoren, wenn es in der Form
p() = pp-(@—=A)"(z =) (= Ap)Pm
mit Zahlen Ay,..., A\, € Kund &y, ..., k&, € N dargestellt werden kann.
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13.5 Polynome iiber R und C
13.5.1 Beispiel

Das Polynom x? + 1 zerfillt iiber R nicht in Linearfaktoren, iiber C schon:
21 = (x—1)-(z+19).
13.5.2 Satz: Fundamentalsatz der Algebra
Es sei p ein komplexes Polynom mit gradp > 1.
(i) p besitzt eine Nullstelle in C.

(ii) p zerfillt iiber C vollstdndig in Linearfaktoren.

13.5.3 Beweis

(i) Er muss mit Mitteln der Analysis gefiihrt werden. Er ist allerdings fiir den Rahmen ei-
ner grundlegenden Vorlesung Analysis zu aufwéndig, mit Methoden der Funktionentheorie
geht es ganz schnell.

(ii) Per Induktion iiber den Grad n des Polynoms. Ein komplexes Polynom p hat nach (i)
mindestens eine Nullstelle. Nach Satz 13.4.1 kann das Polynom durch diesen Linearfaktor
dividiert werden, man erhélt ein Polynom mit einem um 1 geringeren Grad.

13.5.4 Satz: Zerlegung reeller Polynome

Es sei p € R[z] ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Da reelle Zahlen spezielle komplexe
Zahlen sind, kann das Polynom auch als komplexes Polynom, das heifit p € C[z], aufgefasst
werden.

(i) Ist A € C eine Nullstelle von p, so ist auch A Nullstelle.

(ii) Ist A € C\ R eine Nullstelle, so ist das quadratische reelle Polynom
(=N -(x—X) = 22 —2Relz+ |\

ein Teiler von p.

(iii) Jedes reelle Polynom zerfillt vollstdndig in Linearfaktoren und quadratische Fakto-
ren.

13.5.5 Beweis
(i) Ist A € C eine Nullstelle von p, das heifit

Po +p1)\+p2)\2++>\n)\n = 0,
so folgt

Do+ DA+ DA+ AP A = Bo PN+ A"

= po+pIAt+EpA2+.. +p, At = 0 = 0.
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(ii) Gem#f (i) ist mit A auch \ # A eine Nullstelle. Nach Satz 13.4.1 konnen die bei-
den Linearfaktoren (z — A) und (z — \) abgespalten werden. Das Produkt dieser beiden
Linearfaktoren ist aber das reelle Polynom wie im Satz angegeben.

(iii) Per Induktion iiber den Grad n des Polynoms. Ein reelles Polynom p ist auch ein
komplexes Polynom und hat nach Satz 13.5.2 mindestens eine (komplexe) Nullstelle.

Ist diese Nullstelle reell, so kann sie als Linearfaktor geméaf3 Satz 13.4.1 abgespalten werden.

Ist diese Nullstelle nicht reell, so kann nach (ii) des aktuellen Satzes das zugehdorige qua-
dratische Polynom abgespalten werden.

Die Division durch diesen Faktor fiihrt auf ein reelles Polynom mit einem Grad um 1 oder
2 geringer.
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13.6 Das Minimalpolynom eines Ideals

13.6.1 Definition: Ideale

Eine nicht-leere Teilmenge Z C K[z] eines Polynomrings (allgemeiner: eines kommutativen
Rings) heifit Ideal, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:

e Wenn p,g e Z, dann auchp+qe€Z
e Wenn p € Z, dann auch —p €7
e Wenn p € 7 und ¢ € Klz|, dann auch p- ¢ € Z.

Da ein beliebiger Skalar in K zugleich ein konstantes Polynom ist, folgt, dass ein Ideal
auch ein K-Unterraum ist.

13.6.2 Beispiele

(1) Im Ring Z der ganzen Zahlen ist fiir jedes n € N die n-Vielfachenmenge
Vi = {2€Z|Fk €Zmit z=Fk-n}

ein Ideal.

(2) Es sei F(R,R) der Ring der Funktionen R — R. Fiir jede feste Teilmenge A C R ist
die Menge der Funktionen, die auf A gleich Null sind,

Na = {feFRR)|f(a) = 0 fiir alle a € A}
ein Ideal.

(3) Wir wenden uns nun dem Polynomring K[z] zu. Fiir ein festes Polynom ¢ € Klz] ist
wieder die Menge der Vielfachen von ¢

Ve, = {pe|FseK[z] mit p=s-q}
ein Ideal.

Es ist aber auch fiir jede Teilmenge A C K die Menge der Polynome, die alle a € A als
Nullstelle haben,

Ny = {peKlz]|p(a) =0 fiir alle a € A}
ein Ideal.

In Abschnitt 13.4 haben wir gesehen, dass zwischen diesen beiden Typen von Idealen enge
Beziehungen bestehen. Dieses Wechselspiel ist der Ausgangspunkt fiir ein Teilgebiet der
Mathematik, die algebraische Geometrie.

13.6.3 Satz: Minimalpolynom eines Ideals
Es sei Z # {0} ein Ideal in einem Polynomring K|z].
(i) Fiir ein Polynom m € 7 \ {0} sind die beiden Aussagen dquivalent:

(A) m ist Teiler aller Polynome in Z.
(B) Der Grad von m ist kleiner oder gleich dem aller anderen Polynome in Z\ {0}.

(ii) Es gibt genau ein Polynom in Z, das die beiden Bedingungen von (i) erfiillt und als
Leitkoeffizient die Zahl 1 hat.

Dieses Polynom heifit Minimalpolynom des Ideals. Man kann es mit mz bezeichnen.
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13.6.4 Beweis Die Folgerung (A) = (B) folgt sofort mit der Gradformel 13.1.5.

Umgekehrt habe das Polynom m € Z minimalen Grad in Z. Ist dann p € 7 irgendein ande-
res Polynom, so konnen wir die Polynomdivision ,,p durch m” nach Satz 13.3.2 ausfiihren
und erhalten zwei Polynome ¢ und r mit

p = qg-m+r mit gradr < grad m.
Da m und p in dem Ideal Z enthalten sind, ist auch
ro= p—q-m
in Z enthalten. Im Fall r = 0 ist die Aussage (A) beweisen, im anderen Fall erhalten wir

einen Widerspruch dazu, dass m minimalen Grad in Z hat.

(ii) Da das Ideal Z nicht nur das Nullpolynom enthélt, enthélt es irgendein Polynom. Gibt
es noch ein Polynom in Z mit kleinerem Grad, so liefert fortgesetzte Polynomdivision ein
Polynom m mit der Eigenschaft (B) aus (i).

Dieses Polynom wird dann durch seinen Leitkoeffizienten ungleich Null dividiert. Der neue
Leitkoeffizient ist dann 1.
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14 Die Polynomalgebra einer quadratischen Matrix

14.1 Einfiihrung
In diesem gesamten Kapitel lasse man sich von der Vorstellung einer fest gegebenen Matrix

A € K™ leiten.

14.1.1 Vorbemerkung

Fiir eine Zahl a € K bezeichnen wir das a-Vielfache der Einheitsmatrix oft ebenfalls mit
Q.

0
0 «
o =~ o-1 =
: 00
0 -+ -+ 0 «

Die Wirkung auf Vektoren bzw. andere Matrizen stimmen ja {iberein.

14.1.2 Matrix-Polynome

Es sei also eine feste Matrix A € K™*" gegeben. Ist weiter ein Polynom p € K[z] vom
Grad ¢ gegeben,

p ~ (p07p17"'ap€70a"'> ~ p0+p1$+p2$2+-~+pﬁxea
so konnen wir daraus eine neue Matrix in K™*" bilden, ndmlich
p(A) = po +p1-A+p- A+ +p- A
= pol4+p-A+py- A2+ . 4p - A

Man beachte, dass die Auffassung vom Polynom p als Abbildung K — K fiir diese Defi-
nition zu eng ist.

Die Menge aller Matrizen, die auf diese Weise bei fester Matrix A und beliebigen Polyno-
men p gebildet werden kénnen, bezeichnen wir mit

K[A] = {M € K™" | Es existiert Polynom p € K[z] mit M = p(A)}.

Diese Menge ist ein K-Unterraum von K™*™ und zugleich ein kommutativer Ring mit 1.
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14.2 Das Minimalpolynom einer quadratischen Matrix

14.2.1 Definition: Annihilator

Es sei weiterhin eine feste Matrix A € K™*" gegeben.

Wir betrachten nun die Teilmenge aller Polynome, die bei Einsetzung von A die Null-
Matrix ergeben.

Na = {p e Klz]|p(A) = 0}.

Diese Teilmenge ist ein Ideal von Klz], da sie einen Unterraum darstellt und auflerdem
gegeniiber beliebigen Multiplikationen mit Polynomen abgeschlossen ist. Es heifit das
Annihilator-Ideal (auch Nullmacher-Ideal oder nur Annihilator) von A.

14.2.2 Beobachtung: N, # {0}
In der endlichen Folge I, A, A2, A3, ... A™ von Matrixpotenzen

e sind entweder zwei Matrizen A™ und A*, m # k, gleich und dann ist 2™ — 2* ein
Polynom ungleich Null in Ny,

e oder sind alle n?+1 Matrizen paarweise verschieden und dann wegen dim K™*" = n?

linear abhéngig. Es gibt daher Skalare ag, aq, s, . .., a,2, nicht alle gleich Null, so
dass

o+ A+ agA? 4.+ a,pA™) = 0
Wir haben ein Polynom ungleich Null in N4 gefunden.

14.2.3 Definition: Minimalpolynom einer quadratischen Matrix

Geméf Abschnitt 13.6.3 besitzt der Annihilator von A ein Minimalpolynom. Wir nennen
es das Minimalpolynom pa der quadratischen Matriz A.

14.2.4 Satz: Minimalpolynom einer quadratischen Matrix

Das Minimalpolynom g4 der quadratischen Matrix A ist durch jede der beiden folgenden
Aussagen eindeutig gegeben:

(A) pa ist normiert und Teiler jedes Polynoms p mit p(A) = 0.

(B) pa ist normiert und hat einen Grad, der kleiner-oder-gleich ist dem Grad jedes
Polynoms p mit p(A) =0, p #Z 0.

14.2.5 Beweis
Er wurde bereits allgemeiner durch Satz 13.6.3 erbracht.
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14.2.6 Beispiel: Vielfache der Einheitsmatrix
Hat das Minimalpolynom einer Matrix A € K™*" den Grad 1,
pa(z) = x—A
wobei A € K| so gilt die Matrixgleichung
A—X = 0, also A = Al
Eine quadratische Matrix A hat also genau dann ein Minimalpolynom vom Grad 1, wenn

sie ein skalares Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

14.2.7 Beispiel: Diagonalmatrix

Eine Diagonalmatrix

dy O 0
0o . . :
: . .0
0 - - 0 dy,

hat als Minimalpolynom
pp(z) = (x—=X) ... (x —A\p)

wobei die Zahlen Ay, ..., )\, paarweise verschieden sind und die Diagonalelemente ,,um-
fassen”:

Ni# N, falls 1 #j
{A, - A} = Adu, - dun )
Fiir
3 0 -+ -0

0 5 :
D = S ist pp(r) = (z—5)(x+3)

o O

14.2.8 Beispiel: Jordan-Block
Fiir gegebenes n € N und A € K heifit die n x n-Matrix

A1 0 o -r 0
0 X 1 '

0
: 1
0 - 0 A
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der n x n-Jordan-Block zu \. Es ist dann

0 1 0 - --- 0
00 1 :

J=X = J,(0) =
0
1

und deshalb
(J=X)" # 0 fir kK = 1,....,n—1
(J=X)" = 0.

Aus der unteren Zeile folgt (vgl. Satz: Minimalpolynom), dass das Minimalpolynom s
ein Teiler von (z — A\)™ ist, die obere Zeile zeigt dann, dass es gleich (z — \)™ ist:

pi(x) = (z—=A)"



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017 64

14.3 Das charakteristische Polynom einer quadratischen Matrix

14.3.1 Satz und Definition: Charakteristisches Polynom

Ist A eine quadratische Matrix, so ist der Ausdruck
xa(x) := det(A —x)

ein Polynom n—ten Grades in z. Es heifit das charakteristische Polynom der Matrixz A.
Genauer gilt:

xa(z) = (=1)"2" + (=1)""an +ax+ ...+ @p)x" '+ ...+ det A.

Die Summe der Diagonalelemente einer quadratischen Matrix A heif3t die Spur der Matrix
A.

SpurA = a1+ ...+ apn.

14.3.2 Beweis

(0) Wir schreiben die Determinante aus

ap — < a2 A1in
a1 Q22 — T
det(A—=x) = det
Ap—1,n
an1 e T an,n—l pp — T

und tiberlegen, wie die Variable x iiber die Leibniz—Formel in dem Ausdruck xa(x) Ein-
gang findet.

(1) Da in der Leibniz—Formel eine (vorzeichenbehaftete) Summe von n-fachen Produkten

der Matrix—Eintrage auftritt, ist es klar, dass es sich um ein Polynom ho6chstens n-ten
Grades handelt.

(2) Die Potenzen ™ und ™! kénnen nur in dem Produkt auftreten, das zu der Permu-
tation m = id gehort. In den Produkten, die zu den anderen Permutationen = € S, \ {(1)}
gehoren, kommen

e mindestens zwei Nicht-Diagonalelemente der Matrix A —x  und deshalb
e hochstens n — 2 Diagonalelemente dieser Matrix

vor. Das heifit aber, dass x in diesen Produkten hochstens mit dem Exponenten n — 2
auftritt.

(3) Es geniigt also, das zur identischen Permutation gehérende Produkt, also das Produkt
aller Diagonalelemente, zu betrachten. Dafiir gilt aber

(a1 —x) - (ae — ) ... (apn —x) =
(—2)" + (ay; + agy + ... + apn)(—2)" "t + Glieder niedrigerer Ordnung
Das sind genau die ersten beiden Glieder im charakteristischen Polynom.

(4) Setzt man x = 0, so sieht man, dass das konstante Glied im charakteristischen Polynom
gerade die Determinante von A ist.



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017 65

14.3.3 Beispiel: 2 x 2-Matrix

Wir betrachten eine allgemeine 2 x 2-Matrix

(2

und berechnen ihr charakteristisches Polynom zu

b

a—x
xa(r) = det(A—z) = det( e deu
= 2 —(a+d)x+ (ad — be) .

—— ——
spur A det A

) = (a—z)(d—1z)—be

Die Matrix ( 2 ) hat das charakteristische Polynom 2 + 1.

14.3.4 Beispiel: Dreiecksmatrizen

Ist T" eine obere Dreiecksmatrix, so gilt fiir das charakteristische Polynom

tll_x * *
0 tQQ—SL’
det(T'—z) =

Damit sind auch die charakteristischen Polynome von Diagonalmatrizen, Jordan-Blécken
oder unteren Dreiecksmatrizen (siche Unterkapitel 14.2) bekannt.
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14.4 Eigenwerte

14.4.1 Definition: Eigenwert, algebraische Vielfachheit

Es sei A € K"*" eine quadratische Matrix.

e Eine Zahl A € K heifit Eigenwert von A, wenn eine der beiden folgenden Bedingun-
gen erfiillt ist:

(A) X ist Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A: xa(\) = 0.
(B) Die Matrix A — A ist nicht regulér.

e Die Vielfachheit als Nullstelle in x 4 heifit die algebraische Vielfachheit (des Eigen-
werts A bzgl. der Matrix A).

e Die Menge aller Eigenwerte von A heifit das Spektrum von A:

Ya = {deKxa(N) =0}

Die Aquivalenz (A) < (B) folgt durch Anwendung von Satz 10.1.1 auf die Matrix A — \.
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14.5 Der Satz von Cayley-Hamilton
14.5.1 Beispiel

Wir kommen auf die skurrile Idee, die 2 x 2-Matrix A aus Beispiel 14.3.3 in ihr eigenes
charakteristisches Polynom einzusetzen:

xa(A) = A’ —(a+d)A+ (ad—be)l

_ a’>+bc (a+d)b\ ([ (a+d)a (a+d)b N ad—bc 0
(Gerae @20 )~ )+ (5"

_ 0 0
N 0 0
Es kommt die Null-Matrix heraus.

14.5.2 Satz von Cayley-Hamilton

Setzt man eine quadratische Matrix A in ihr eigenes charakteristisches Polynom ein, so
erhéalt man die Null-Matrix:

14.5.3 Beweis
(1) Wir betrachten die ,,Meta-Matrix”

CLHI — A CL21] e e anll
CI,]QI agzl -—A - . (ZnQI
A = : : : e (K[A])™",
arnt agnt cee e Al — A

deren Eintrdge Grad-Eins-Polynome in A sind. [ ist dabei die n x n-Einheitsmatrix. Es
ist Absicht, dass im Eintrag an der Position (j, k) der Skalar ay; auftritt.

Im folgenden wollen wir den Determinanten-Kalkiil des Kapitels 9 auf diese Matrix an-
wenden. Man iiberzeuge sich davon, dass dies auch moglich ist, wenn der zugrundeliegende
Korper K durch einen kommutativen Ring, hier eben K[A], ersetzt wird.

(2) Wir schreiben die Matrix A etwas anders

anl anl -+ - anl I 0 -+ -0

A\ = : : A
: : ’ : : .. .0
al"[ a2n[ oot annI o -+ -« 0 I

und sehen daraus, dass

det A = xal(z) N

)
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(3) Wir wenden den Satz 9.5.2 iiber die Kofaktor-Matrix an und erhalten die folgende
Gleichung in (K[A])™*™

detA 0 e e e D
0 detA :

AT .4 — détA
: . . 0

(4) Wir fassen jetzt die Matrix A als n? x n?-Matrix mit Eintréigen aus K auf. Wir wenden

sie auf den Spaltenvektor

an, in dem die kanonischen Einheitsvektoren e; € K" untereinander stehen. Es gilt dann
in K

aij1e1 — A61 + ag169 + -0 + ap16n 0

a12€1 + a92€9 — A€2 + e + Ap2€En 0
A-e — : =

a1n€1 + A2n €2 +oeeee + Apn€n — Aen 0

(5) Jetzt kénnen wir zusammenfassen und die folgende Berechnung im K™ durchfiihren:

detA 0 cee e oD

Ya(Aer 0 detA
: det A

>
N
\-:% e
3
3
o

0 0 det A
i i
0 g few qgr. | O 2 |F
i i

(6) Die Matrix x4(A) € K™"*" bildet also alle Einheitsvektoren e; € K" auf den Nullvektor
ab. Das kann aber nur so sein, wenn sie die Nullmatrix ist:
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14.5.4 Folgerung Es sei A € K"*",
(i) Das charakteristische Polynom von A ist im Annihilator von A enthalten: x4 € Ng.

)
(ii) Das Minimalpolynom von A ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms von A.
(iii) Das Minimalpolynom von A hat einen Grad < n.

)

iv) Das charakteristische Polynom von A ist ein Teiler der n-ten Potenz des Minimal-
polynoms von A.

Die Aussage (iv) ist keine Folgerung, sie bedarf eines eigenen Beweises, den wir aber hier
nicht prasentieren. Siehe [Fischer, S. 257].
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14.6 Ahnlichkeit von quadratischen Matrizen
14.6.1 Definition und Satz: Ahnliche Matrizen

Zwei Matrizen A, A € K™ heifien dhnlich oder konjugiert zueinander, symbolisch A ~ g,
wenn eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

(A) Es gibt eine reguldre Matrix 7" € K™*", so dass

A=T-A T
(B) Es gibt eine regulidre Matrix T € K"*" so dass

A = T'1.A.T

Sind zwei quadratische Matrizen dhnlich, so sind sie auch dquivalent zueinander, vgl. die
Definition in Abschnitt 12.3.
14.6.2 Beobachtung
(1) Ist p € K[z] ein Polynom, so iibertrigt sich die Ahnlichkeit auf Matrix-Polynome:
A A = p(A)~p(A).
Es ist namlich fiir £ € N
(A = (TAT™Y = (TAT Y)WTATY).-...-(TAT™)
= TAT!
und dann

p(A) = po+plA+... +p, A" =
= po+pTAT +. . +p,TA" T
= TpT ' +Tp AT ' + .. . +Tp, A" T
= TpA)T

(2) Insbesondere ist eine Matrix dhnlich zu einem Vielfachen der Einheitsmatrix genau
dann, wenn sie gleich diesem Vielfachen der Einheitsmatrix ist:

Unabhéngig davon, dass dies aus (1) folgt, ist in diesem Fall ndmlich

A =TT = aTIT = al.

14.6.3 Satz: Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation auf K"*"
(i) Jede Matrix A ist zu sich selbst &hnlich (Reflexivitét).
(i) Gilt A ~ A, so gilt auch A ~ A (Symmetrie).

(i) Es gilt fiir drei Matrizen A, A, A die Transitivitéit

WENN A~ A UND Ewﬁ, DANN A ~ A.
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14.6.4 Beweis

(i) und (ii) sind einfach.

Zu (iii) Es seien A ~ Aund A ~ ;l, es existieren also regulidre Matrizen S, T mit
A = SASTT und A=TAT.

Dann gilt aber
A = TAT ' = TSAS'T' = (TS)A(TS)™".

14.6.5 Satz: Eigenschaften dhnlicher Matrizen I

Sind A, A zueinander dhnliche Matrizen, so stimmen iiberein:

(i) der Rang

(ii) die Determinante

(iii) die Spur

(iv) das charakteristische Polynom
)
)

(v) das Spektrum

(vi) das Minimalpolynom

14.6.6 Beweis
(i) wurde schon in Abschnitt 12.3.4 gezeigt.

(iv) wird einfach und sorgfiltig mit Hilfe der Eigenschaften der Determinante nachgerech-
net:

xilr) = det(A—=z) = detT - det(A — z) - det T~
= det (T (A — ) T_1> = det(TAT ' —2)
= det(A—z) = xa(x).
Da die Determinante als Grad-0-Koeffizient und die Spur als Grad-(n — 1)-Koeffizient im
charakteristischen Polynom auftreten, folgen auch (ii) und (iii).
(v) folgt sofort aus (iv).
(vi) Aufgrund der Beobachtung in Abschnitt 14.6.2 gilt fiir ein beliebiges Polynom p €
K]
p(A) = 0 < p(4) = 0.

Deshalb stimmen die Annihilatoren iiberein, Nz = N4, und dann auch deren Minimal-
polynome: p7 = f14.
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14.7 Direkte Summe von quadratischen Matrizen

14.7.1 Definition

Es seien A’ € K** und A" € K**" zwei quadratische Matrizen. Man kann dann die
direkte Summe der beiden Matrizen A" und A”

/
A = (fg ) ) € K+ x (' n')

bilden. Die zugehorige lineare Abbildung ist

’ 1" / "
Kn “+n R Kn —+n

I v A
( ,U// ) |—> ( A//,U// ) .

14.7.2 Beobachtung
Ist p € K[z] ein Polynom, so gilt bei direkter Summe

i = (4 )= (M0 0.

14.7.3 Satz
Ist die quadratische Matrix A direkte Summe der beiden Matrizen A’ und A”, so gilt

(i) rangA = rang A’ +rang A"

(i) detA = det A -det A”

(i) spurA = spur A’ + spur A”
(V Y4 = X4 U X

)
)
(iv)  xa = Xxa - Xar
)
(vi)

far, par sind Teiler von frg .

14.7.4 Beweis

(i) Ist " bzw. r”" die Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren von A’ bzw. A”, so
ist leicht nachzupriifen, dass r’ 4+ r” die Anzahl der linear unabhéngigen Spaltenvektoren
von A ist.

(ii) Setzt man zundchst A” = [ (Einheitsmatrix), so siecht man mit Hilfe der
Determinanten-Entwicklung, dass

detA = 1-...-1-detA = detA.

Weiter gilt aufgrund des Determinanten-Multiplikationssatzes im allgemeinen Fall

A0 A0 I 0
detA:det(O A,,)zdet((o ]>'(0 A//))

A0 I 0
= det( 0 [>-det(0 A”) = det A" - det A”.
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(iii) folgt direkt aus der Definition. Man kann dies aber auch mit Hilfe der Tatsache
nachpriifen, dass die Spur der Koeffizient zum Grad n — 1 im charakteristischen Polynom
ist und dabei die Eigenschaft (iv) benutzen.

(iv) Es ist wegen (ii)

A —x 0
xalz) = det( 0 A”—x)

D det(A' — ) - det(A” —2) = xal) yar(2).

(v) folgt sofort aus (iv).
(vi) Ist ein Polynom p € N4 gegeben, so gilt

<p(64/) p(z(jl")) = o) =0 = (8 8)

also p(A4’) = 0 und damit p € Ny
Dies zeigt insgesamt Ny C Ny

Das Minimalpolynom g4 teilt jedes Polynom in Ny, damit auch jedes Polynom in Ny,
insbesondere das Minimalpolynom ji4.
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15 Endomorphismen

15.1 Endomorphismen beim Basiswechsel
15.1.1 Beispiel

Essei f: V — V ein Endomorphismus eines 2-dimensionalen Vektorraums V. Bzgl. einer
geordneten Basis B = (vq, vy) gelte

flo) = 136111 — 5y
f(?}g) = 13—01)1 - 3?}2,

so dass f bzgl. dieser geordneten Basis die Matrix

16 10
— 3 3
= (5 5)

zugeordnet wird.

15.1.2 Fragen

e Wie kann man der Matrix A die wesentlichen geometrischen Eigenheiten von f
ansehen?

e Wie kann man wesentliche algebraische Manipulationen mit der Matrix A besser
durchfithren? Beispiele sind . ..

— Berechnung von Potenzen A2, A® oder Matrix-Polynomen p(A).

— Entscheidung iiber oder Berechnung von (zweiten, dritten, n-ten) Wurzeln der
Matrix A.

— Einsetzen von A in Potenzreihen (Exponentialfunktion, Sinusfunktion,. .. ) und
Berechnen des Wertes.

e Wie kann die Matrix in kleinere oder einfachere ,,Bestandteile” zerlegt werden?

Den Rahmen fiir die Beantwortung dieser Fragen bildet wieder der Basiswechsel, jetzt
aber unter einer heftig einschrankenden Bedingung.

15.1.3 Ubereinstimmende Basiswechsel
Es seien B und B zwei geordnete Basen des n—dimensionaler Vektorraums V.

Die Uberlegungen aus Kapitel 12 wollen wir jetzt unter dem sinnvollen, aber einengenden,
Gesichtspunkt betrachten, dass die Basiswechsel im Definitionsmenge-Vektorraum und im
Wertemenge-Vektorraum iibereinstimmen.
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15.1.4 Diagramm
Das Diagramm aus Abschnitt 12.2.6 hat jetzt die Form:

KTL — fBB — Kn
\ ) /
©5B V —_— V ©5B
K" _ K"

Bei vorgegebener geordneter Basis B = (vy,...,v,) von V wird der Abbildung f die
quadratische Matrix

fes = mnpofong
zugeordnet. Dabei umfasst np(v) die Koeffizienten, die bei Entwicklung von v bzgl. der
geordneten Basis B auftreten:

g
ne(v) = : , wobel v = aqu; + ...+ a,U,.

On

15.1.5 Matrix bei Basiswechsel

Bei einem durch die Matrix © 5, vermittelten Basiswechsel von B nach B geht die Matrix
fBp in die Matrix fz5 iiber, wobei

55 = ©Opp-fer O = Opp-f55 0%,

15.1.6 Zur Erinnerung (vgl. Satz 12.1.5):

e In der j—ten Spalte von

Oy - Oy oo Ui

Opp oo Onj - Um

stehen die Entwicklungskoeffizienten des B-Basisvektors v; bzgl. der Basis E, das
heif3t

Uj = 191j’l71 “+ -+ ’19”]’1’7”

e In der j—ten Spalte von
-1 o
@EB -

stehen die Entwicklungskoeffizienten des B-Basisvektors v; bzgl. der Basis B, das
heift

Uj = Qljvl + -t anvn.
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15.1.7 Zuriick zum Beispiel 15.1.1 eines Endomorphismus f, der bzgl. der Basis B =
{v1,v9} durch die Matrix

1610
A = ( _35 _33 ) :
dargestellt wird.
Wir wiihlen eine andere geordnete Basis B = (U;,7,) von V = K2

v = U — Uy, Uy = —2v1 + 3vg,

das entspricht einem Basiswechsel mit den Transformationsmatrizen

L (1 =2 (32
o = (A7) em - (1)

Es stellt sich bei Berechnung der Bilder heraus:
f@) = flor—wv2) = (Bog —5bvg) — (Ro1 —3v) = 201 — 20 = 20,
f(02) = f(—2v1+3v) = —2(1—3??11 — 5u9) + 3(13—0111 —3vy) =
= —2u14+v = (—2vu+3w) = 10
Beziiglich der neuen Basis wird der Abbildung f also die Matrix
A= fpp = < 5 (1) )

3
zugeordnet. Man kann testen, dass

A = 0p5-4-621  bzw. A = 07 - A-0p,

A und A sind also dhnlich zueinander.

15.1.8 Antworten
Jetzt konnen die in Abschnitt 15.1.2 aufgeworfenen Fragen angegangen werden.

e f ist eine Streckung mit Faktor 2 in w;-Richtung, eine Stauchung (mit Faktor %) in
wo-Richtung.

e Wir konnen eine Matrix-Potenz A? viel leichter ausrechnen:

g£:<2o)€:(240)
0 3 0 3

Dann gilt aber auch

A= (05 A6,

BB
= (05, A-Opp) - (05, A-Opp) ...+ (OF, - A Opp)

3. 2€ o 2€+2 2€+1 o %
—3- 20+ G4 2t oL
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e Eine Wurzel der Matrix A ist gegeben durch
~ 2 0
V3
Es ist dann auch

S = ©:l.5.05

L (V20 o V22— 2v2- 3
- @EB.( 0 L>'@§B - (‘3\/5%—(/3 —2\/§+(/§>

V3

eine Wurzel von A. Tatséchlich gilt:

2 0 2 0
S-S = @%-({ )'953'911-(\6_ L)-@gB

_ o1 . (20 _
= @EB'(O %)'@EB = A

15.1.9 Der Clou bei den obigen Berechnungen ist, dass die zur Matrix A &hnliche
Matrix A bzgl. der verdnderten Basis B eine Diagonalmatrix ist.

Diagonalmatrizen sind viel einfacher zu lesen, zu interpretieren, mit ihnen kann man
wesentlich besser rechnen. Matrix-Polynome von Diagonalmatrizen lassen sich viel leichter
ausrechnen.

In diesem Kapitel wollen wir weitere Fragen in diesem Zusammenhang beantworten:

e Lassen sich alle Endomorphismen bzw. quadratische Matrizen in Diagonalgestalt
transformieren?

e Wenn nicht, gibt es abgewandelte ,,einfache” Formen von Matrizen, so genannte
Normalformen, fiir die Transformation?

e Wie kann man diese Normalformen finden?

e Wie lisst sich die neue Basis finden, bzgl. derer der Endomorphismus bzw. die
quadratische Matrix Normalform annimmt?



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017 78

15.2 Invarianten von Endomorphismen

15.2.1 Einstieg
Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum.

Wir haben gesehen, dass zwei Matrizen A, Ae K™*" genau dann dhnlich sind, wenn sie
bei geeigneter Wahl der geordneten Basen B bzw. B von V' den gleichen Endomorphismus
f 'V — V darstellen. Dies fiithrt auf die folgenden

15.2.2 Definitionen

Es sei f: V — V ein Endomorphismus, B eine geordnete Basis von V und A = fgg €
K"*™ eine Matrix, die diesen Endomorphismus bzgl. der geordneten Basis B représentiert.

Wir definieren die folgenden Invarianten des Endomorphismus f:

det f = detA
Xf = XA
Zf = EA
spur f = spurd
Ky = Ha

15.2.3 Die Algebra K[f] eines Endomorphismus

Ist f:V — V ein Endomorphismus, so definieren wir rekursiv die Potenzen von f durch
Iteration

I A A LT
Fiir ein Polynom p € Klz] mit
p(x) = ppx"+ ...+ p1x+po
ist dann auch der Endomorphismus p(f) = p,f" + ... 4+ p1f + po durch

p(f): { ool
' v o= puft(v)+ ..o+ p1f(v) + pev
wohldefiniert.

15.2.4 Bemerkung

Alternativ konnen alle diese Invarianten auch ohne Bezugnahme auf die Darstellung durch
Matrizen mit Hilfe abstrakterer (multi-)linearer Algebra definiert werden.

Konkreter und naheliegend ist beispielsweise, dass man den Annihilator eines Endomor-
phismus f : V' — V auch definieren kann als

Ny = {p S K[w]‘p(f) = 0}-

Selbstversténdlich ist diese Menge ein Ideal und das Minimalpolynom von f kann dann
als das normierte Polynom in N} definiert werden, das minimalen Grad hat oder/und
Teiler aller anderen Polynome in N7 ist.

Uberlegen Sie, dass die beiden Definitionen von ,,Minimalpolynom eines Endomorphis-
mus” auf dieser Seite dquivalent sind.
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15.3 Direkte Summe von Endomorphismen

15.3.1 Definition

Es seien V und V' zwei K-Vektorrdaume der Dimension n’ bzw. n” und ' : V — V|
f" V" — V" zwei Endomorphismen. Dann ist durch

f/ o f” . V/ ® V// N V/ @ V//
W) e (0, )
ein Endomorphismus definiert, man nennt ihn die direkte Summe der beiden Endomor-
phismen f” und f”.

Es seien B = (v{,...,v],) eine geordnete Basis von V' und B” = (v{,...,v],) eine

s Y/

geordnete Basis von V”. Dann ist

B = ((U;,G),...,(v;,,ﬁ),(ﬁ,v;'),...,(6,vg,,))
eine geordnete Basis von V' & V",

Jetzt seien A’ A” die quadratischen Matrizen, die f’ bzw. f” bzgl. der Basen B’ bzw. B”
darstellen. Der Endomorphismus f’ @ f” hat dann bzgl. der Basis B die Darstellung

(f/@f”)BB _ ( f]lgégl 0 ) '

"

B//B//
Auf diese Weise lésst sich der Satz 15.3.2 auch auf direkte Summen von Endomorphismen
iibertragen.

15.3.2 Satz

Ist der Endomorphismus f direkte Summe der beiden Endomorphismen f’ und f”, so gilt
(i) rangf = rang '+ rang f”

(i) detf = det f -detf”

(i)  spur f = spur f’ + spur f”

(v) Xy = XpUXp

)
)
(iv) x5 = xp-xg
)
(vi)

g, g sind Teiler von gy .

15.3.3 f-invariante Zerlegung

Es sei f:V — V ein Endomorphismus. Ist dann

V — VI @ V//
eine direkte Summe mit der Eigenschaft, dass die Abbildungen
Iz Vi — Vv I vt — v
v o= f(v) v o= f(v)

wohldefiniert sind, so nennen wir die innere Summe eine f-invariante Zerlequng. Es sind
dann f’ und f” wieder Endomorphismen und

f=rer
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16 Nilpotente Endomorphismen

16.1 Young-Tableaus
16.1.1 Definition

Wir nennen eine Matrix Y = (y;r) € K"V ein Young-Tableau, wenn die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

yir € {0,1} fir alle (4, k)

Yy = 1 firallek=1,...,N

yp = 1 firallej=1,...,M

Yy = 1 = yz = 1 firalle (;,E) mit j < j oder k< k.
Mit anderen Worten: Das Young-Tableau enthélt nur Einsen und Nullen. Erste Zeile und

erste Spalte enthalten nur Einsen. Links und oberhalb von Einsen diirfen nur Einsen
stehen.

16.1.2 Graphik

Es ist allgemein iiblich, ein Young-Tableau nicht in Matrix-Form, sondern als Schema
graphisch anzugeben. Am Beispiel wird das deutlich

~ (7544333 2)

T = T G
O O R B B = =
O O O K = ==
(=)
O 0O 0O O~ ~ =
O 0 0O O r B &=
o O O O = = =
©O O O O O r =
2
2
— =N &= =3 00

16.1.3 Zeilenldngen-Vektor

Einem Young-Tableau kann man den Spaltenvektor der Zeilenléingen zuordnen:

m
mit n; = max{k|y; =1}

Ny

Im Beispiel ist er bereits angegeben. Man iiberlege, dass n; = .

16.1.4 Spaltenlingen-Vektor

Dual dazu kann an einem Young-Tableau den Zeilenvektor der Spaltenldngen zuordnen:
(m1 mN) mit  my = max{j|yj =1}

Im Beispiel ist er ebenfalls angegeben. Man iiberlege, dass m; = M.
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16.1.5 Umwandlung

Das Young-Tableau kann natiirlich aus den ,,Langen-Vektoren” riickermittelt werden:
yip, = 1 <= k<n; <= j<my.

Mittels der Formeln
my, = card {njn; >k}
n; = card{myg|lmy > j}

konnen die Vektoren der Zeilenldangen bzw. Spaltenldngen wechselseitig direkt ineinander
umgewandelt werden.

16.1.6 Die Ordnung

Die Ordnung eines Young-Tableaus ist definiert als die Gesamtzahl der Einsen — und
damit gleich der Summe der Zeilenldngen bzw. gleich der Summe der Spaltenldngen:

L = card {(j,k)e{l,...,M}x{l,...,N} yjk:1}

= mi+...+mpy.
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16.2 Nilpotente Endomorphismen

In diesem Abschnitt (und in den néchsten) steht jeweils ein Endomorphismus f: V — V
im Mittelpunkt. Auch eine quadratische Matrix A kann als Endomorphismus ¢4 : K" —
K™ angesehen werden.

16.2.1 Satz und Definition: Nilpotente Endomorphismen

Es sei f : V — V ein Endomorphismus eines n-dimensionalen Vektorraums. Es sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(A) f heifit nilpotent.

(B) Es existiert eine Zahl £ € N, so dass f* = 0.
Es sei dann m € N definiert durch m := min{¢ € N|f* = 0}.

(C) Es existiert eine Zahl m € {1,...,n}, so dass pus(x) = z™.
(D) Das charakteristische Polynom ist xs(z) = (—1)"z".

E) Es gibt eine geordnete Basis B, so dass die Matrix fgp € K"*" eine streng-obere
g g g
Dreiecksmatrix ist.

(F) Es gibt eine geordnete Basis B, so dass die Matrix fgp € K"*" eine Matrix der
folgenden Form ist:

Jm (0) 0 cee e 0
0 Jmy(0)
fBB -
0 c L. 0 Im (0)

Dabei ist die Grofie der Jordan-Blocke J,,, (0) monoton abnehmend.

m = mp > Mg > ... My.

Die in (B), (C), (F) angegebene Zahl m heiit der Nilpotenzgrad des Endomorphismus f.

16.2.2 Beweis

(B) = (F): Diese Implikation erfordert einen fiinfseitigen Beweis, wie er im néchsten
Unterkapitel 16.3 dargelegt ist.

(F) = (E): Diese Implikation kann der Gestalt der Matrix fgp in (F) entnommen werden.

(E) = (D): Es ist aus Beispiel 14.3.4 bekannt, dass das charakteristische Polynom ei-
ner streng-oberen Dreiecksmatrix wie in (E) gleich (—1)"z" ist. Das ist dann auch das
charakteristische Polynom des Endomorphismus f.

(D) = (C): Dies folgt direkt aus 14.5.4 (ii).

(C) = (B): Dies ist eine direkte Konsequenz der Definition des Minimalpolynoms, vgl.
Bemerkung 15.2.4.
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16.2.3 Beispiel

Eine nilpotente Matrix muss nicht notwendig eine strenge obere oder untere Dreiecksma-
trix sein:

_ ab  a* 2x2

In (E) steht nur, dass A &hnlich zu einer streng oberen Dreiecksmatrix sein muss.
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16.3 Die Potenzkern-Kette

Dieses Unterkapitel ist ganz dem Beweis der Implikation (B) = (F) aus Satz 16.2.1 ge-
widmet.

Es sei also der nilpotente Endomorphismus f : V' — V mit Nilpotenzgrad m gegeben.

16.3.1 Die Potenzkern-Kette

Im Mittelpunkt des gesamten Beweises steht die durch Inklusion geordnete Kette der
,,Potenzkerne”

{6} = kerf' C kerf! C kerf? C ... C kerf™ = V.

16.3.2 Satz mit Algorithmus
Wende das folgende Verfahren an:

1. Ordne den Dimensionen der Potenzkerne so die Zeilenldngen eines Young-
Diagramms zu:

n; = dim ker f/ — dimker f77, g = 1,..., M, M = m.

2. Berechne die zugehdrigen Spaltenldngen des Young-Diagramms

mi,...,mMmy.

3. Dann gibt es eine geordnete Basis B von V, bzgl. derer die Matrix fpp die Form

Jmq (0) 0 e 0
0 Jmg (0)
fep =
0 . . 0 T (0)

hat. Dabei sind J,,,, (0) € K™>*™ die Jordan-Blécke aus Abschnitt 14.2.8.

Damit ist die Aussage (F) aus Satz 16.2.1 erreicht.
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Wir beweisen diesen Satz in einer Abfolge von mehreren Lemmata.

16.3.3 Lemma: Zerlegung der Potenzkerne

Es existieren Unterrdume
Wos Woza, ..., W,

von V', so dass jede Zeile des folgenden Diagramms wohldefiniert ist:

ker f1' = ker fO @ (W) @ P2 (Wot) @ - @ f2(W3) © f(Wa) @ W)
T T t 7 T 1 t R S S

ker f2 = kerft @ [f"AHW,) @ [P (We) @ @ (W) @ W
7 T ? T T 1 T tt

ker f2 = kerf? @ fm3(Wo) @ M Why) @--- D Wa
1 1 1 T 1 T

ker f77! = ker fm"2® f(Wn) @& W

1 1 1 1

ker f* = ker f"tad W,

Der kleine Pfeil oberhalb eines Unterraums deutet an, dass der unterhalb stehende Un-
terraum durch f auf den oberhalb stehenden Unterraum abgebildet wird.

Der kleine Pfeil oberhalb eines ,,direkten-Summe-Zeichens” deutet an, dass die direkte-
Summe-Zerlegung der unterhalb stehenden Unterrdume bei Anwendung von f bestehen
bleibt.

Innerhalb der j-ten Zeile setzen wir zur Abkiirzung:

=f(Zj+1)

A
7~ ™~

ker f/ = ker [/ @ [ (Wa) @ M T (Winot) @ -+ @ f2(Wiga) @ f1 (W) & W

S

v~

Rt

16.3.4 Beweis

(0) Wir erbringen den Beweis durch Induktion tiber j = m,...,1, also bzgl. des Dia-
gramms von unten nach oben.

(1) Induktionsanfang in der m-ten Zeile. Es sei W, ein Komplementérraum zu ker f™!
in ker f™. Dann ist die m-te Zeile wohldefiniert.

(2) Induktionsschritt: Wir betrachten und fixieren jetzt die Zeilennummer j € {1,...,m}.
Die Unterrdume W,,, ..., W, seien definiert.

Wir zeigen zunéchst — in den Schritten (3a) bis (3d) — die Aussage

ker f1 2 ker 71 @ f (W) @ f7 0T (Wiet) @+ @ f2 (W) @ 1 (W)
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(3a) Wir zeigen fiir ein £ € {0,...,m — j}
W) C ker f7.

Es sei v € fY(W;,,). Dann gibt ein w € W;,, C ker f7™ mit v = fw und deshalb
fo = P(ffw) = Prw = 0,

also v € ker f7.

(3b) Weiter ist
ker 71 0 ff(Wey,) = {0}

Fiir v € ker f771' N (W) gibt es nimlich w € f*~1(Wy,;) mit v = f(w) und dann
fu = P e = e = 0

Das bedeutet w € ker f/ N f*~1(Wy,;) = {0} nach Induktionsvoraussetzung in Zeile j+ 1.
Dann ist aber w = 0 und v = f(w) = 0.

(3c) Die Abbildung
fl { Zj+1 — Zj

v o= f(v)
ist injektiv. Es ist ndmlich
ker flz,,, = kerfn Zjy, C kerf!NZy = {0}

aufgrund der Induktionsvoraussetzung in Zeile j + 1.

(3d) Wegen (3c) iibertrégt sich die Direkte-Summe-Zerlegung von

Zigw = [T W)@ (W) @ @ f2(Wias) @ f(Wiia) & Wis
innerhalb der Zeile 7 + 1 auf das Bild
f(Zi) = ["PWa) @ T (W) @ @ P (Wigs) © f2(Wig2) @ f(Wjga).

innerhalb der Zeile j.
(4) Es wird jetzt der Unterraum W; von V' so gewihlt, dass

ker f1 = ker /70 @ [ (W) @ [T (Wint) @ @ f2(Wiga) @ f(Wysa) & W

16.3.5 Lemma: Zerlegung des gesamten Vektorraums

Mit den Bezeichnungen aus dem letzten Satz 16.3.3 ist

( Zi ) (W) @ [T (W) © - @ fA(W) @ f(Wa) © )
& Z O ST E(Wi) @ [ (Wina) @ - @ f1(Wa) @ Wy
© Z3 O[3 Wh) @ 7 (Winaa) @ -+ @ Wy
V = =
D Zn & f(Wn) & W1
® Zn, @ W
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16.3.6 Beweis

Betrachte das Diagramm in Satz 16.3.3. Setze dann sukzessive von j = 1 bis m — 1 die
j-te Zeile in die (j + 1)-te Zeile ein.

16.3.7 Lemma: Geordnete Basis von V

Es existiert eine geordnete Basis

deren n Vektoren v;;, — nach spaltenweiser Zuordnung zu den Eins-Positionen (j, k) im
Young-Tableau —

'Ull 'U12 'U13 PP PR e PR e “ e Ul,nl
’U21 ’022 e .. . .. U2,7’l2

V31 U39 e N e 1)37713

Umi Um2 - Umpn,

die folgende Eigenschaft haben:

' B Vj_1, fallsj>2
fluin) = { 0, fallsj=1. (+)

16.3.8 Beweis

Wir werden die Vektoren zeilenweise rekursiv fiir j = m, ..., 1, also von unten nach oben,
angeben. Sei zunéchst

{Um71, Ce ,’Ummm}
irgendeine Basis von Z,,.

Ist dann fiir festes j eine Basis
{04105+ Vg
von Z;, bereits gegeben, so setzen wir
Vs k = f(Uj+17k), k= 1, ceey Mg

Wegen der Bijektivitét der Abbildung f : Z;41 — f(Zj41) (vgl. Schritt (3c) im Beweis
16.3.4) ist die Menge dieser Vektoren eine Basis von f(Z;41).

Wihlen wir dann noch eine Basis von W},
{Uj»nj+1+1? s 7Uj,nj}>
so ist
{Uj,b <y Uimiirs Ujngpa+1s - - - 7Uj7nj}
eine Basis von Z;. Die im Satz geforderte Eigenschaft ist erfiillt.

Alle diese Basisvektoren konnen dann noch — wie im Satz angegeben — geordnet werden.
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16.3.9 Jordan-Blocke

Als néchstes definieren wir fiir jede Spalte k des Young-Tableaus einen Unterraum Sy von
V', der von den Vektoren dieser Spalte erzeugt wird:

Sk = <1)17k,...,vmk7k>, k)zl,,N

Die Gleichung (*) aus Lemma 16.3.7 zeigt, dass der Endomorphismus f : Sy — Sk
wohldefiniert ist, und dass bei Wahl der geordneten Basis By = (vig,. .., Um, ) diesem
Endomorphismus der Jordan-Block

0o 1 0 0
0 0 1 . :

fop = Jm(0) = Lo e Kmexme,
0 0o o0

zugeordnet ist.

Damit haben wir eine f-invariante Zerlegung
V - Sl @ ‘e @ SN

gefunden. Bei Wahl der geordneten Basis B fiir V' aus Satz 16.3.7 nimmt der Endomor-
phismus f : V — V die Gestalt an, die in Aussage (F) des Satzes 16.2.1 beschrieben
ist.
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16.4 Das Lemma von Fitting
16.4.1 Lemma von Fitting iiber die Nilpotenz-Abspaltung

Essei f:V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraums V.

(i) Dann gibt es eine Zahl m mit 1 < m < n, so dass

V = ker f™"@®im f™
eine f-invariante Zerlegung ist.
Die Einschrinkung f’ der Abbildung f auf ker f™ ist nilpotent.
Die Einschrankung f” der Abbildung f auf im f™ ist ein Isomorphismus.
(ii) Esist dimker f™ = Vielfachheit der Nullstelle 0 in y;.

16.4.2 Beweis

(0) Ist f regulir, so ist der Satz mit m = 1, dann ker f = {0} und im f = V trivialerweise
erfiillt.

(1) Im Fall ,,f nicht reguldr” beruht der gesamte Beweis auf dem folgenden Diagramm:

. echt echt echt echt gleich gleich

{0} = kerf! — kerf? — ... — kerf™ — kerfmtl ‘—
echt . echt . echt echt . gleich . gleich

V ¢ imf! & imf? & - & imfm im ™t

(2) Die Inklusionen im Diagramm (1) sind wohldefiniert. Fiir £ € N gilt :
vEker f!  «— flo =0 — iy =0 < v € ker fi*!

vEim fH = v fTHw) = v = v fi(fw) = v = wve&imf’

(3) Wegen dimV = n < oo kénnen die Inklusionsketten im Diagramm (1) nicht unbe-
grenzt anwachsen. Deshalb gibt es ein

m = min{f € N|ker f* = ker f}.
(4) Fiir alle £ < m gilt dann — aufgrund der Definition
ker f G ker f&41
(5) Fiir alle £ > m gilt
ker f£ — ker f**!
Anderenfalls wiirde es ein v € V' geben mit
ffv)#0  und  f*w) = 0.

Dies kann man umformulieren zu

U e) A0 und o fUTH(T) =

=L
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was
ker f™ G ker f*!

bedeutet, das ist ein Widerspruch zur Definition von m.

(6) Wir iiberlegen die folgende Kette von Aquivalenzen fiir £ € N:

m Y = im
< dimim f* = dimim f“*!
S8 Jim ker f¢ = dimker f*!

—  kerf' = ker f**!

(7) Wegen (6) ist
im f© 2 im ! fir £<m
im f* = im f! fir £>m
Daraus folgt
m = min{f € N|im f* = im f**'}.

Anders ausgedriickt: Die Gleichheit in den beiden Inklusionsketten des Diagramms (1)
tritt jeweils zum ersten Mal genau an der gleichen Stelle zwischen m und m + 1 ein.

(8) Wir zeigen, dass ker f Nim f™ = {0}.
Ist v € ker f™ Nim f™, so gibt es w € V mit
fM(w) = v, auflerdem f™(v) = 0.
Daraus folgt
frw)y = M) =0
und deshalb
w € ker f*™ = ker f™
und weiter

v = f™w) = 0.

(9) Wegen
dim(ker f™ @ im f™) = dimker f™ 4 dimim f™ — dim(ker f™ Nim ™)

= n—0 =n
ist dann
ker f™" @ im f" = V.

(10) Um die f-Invarianz zu zeigen, muss man nur genau hinschauen:
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Ist v € ker f™, so ist f(v) € ker f™~1 C ker f™.

Ist v € im f™, so existiert w € V mit f™w = v und dann
F) = T w) €im = im

(11) Ist v € ker f”, so gilt

veimf™ N ker f Cim f™ N ker f* = {0}

Damit ist der Endomorphismus f” injektiv, folglich auch bijektiv.

(12) Wir zeigen noch (ii): Gemé8 Satz 16.2.1 (E) ist

Xf’(x) — xdimkerfm.

91

Da f” ein Isomorphismus ist, gilt x(0) # 0. Mit x¢(z) = xp(z) - xp(z) folgt dann die

Behauptung.
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17 Die Jordan-Normalform eines Endomorphismus

17.1 Die A—Verschiebung eines Endomorphismus
17.1.1 Definition
Ist f:V — V ein Endomorphismus und A € K, so nennen wir den Endomorphismus
V. =V
f_A'{ v o= f(v)—Xv
die A-Verschiebung (von f um \).

Mit Hilfe der A-Verschiebung konnen die beiden Sétze iiber nilpotente Endomorphismen
,,A-verschoben” werden.

17.1.2 Satz: Nilpotenter A\-verschobener Endomorphismus

Es sei f: V — V ein Endomorphismus eines n—dimensionalen Vektorraums und A € K.
Es sind die folgenden Aussagen &dquivalent:

A) f — X ist nilpotent mit Nilpotenzgrad m.

C) Es existiert eine Zahl m € {1,...,n}, so dass ps(z) = (z — \)™.

(A)
(©)
(D) Das charakteristische Polynom ist x¢(z) = (—=1)"(z — \)™.
(E) Es existiert eine geordnete Basis B, so dass die Matrix fpp eine obere Dreiecksmatrix

ist, mit allen Diagonal-Eintragen gleich \:

A
fee =
0 0 A

(F) Es existiert eine geordnete Basis B, so dass die Matrix fpp die folgende Form hat:

Tmq (V) 0 0
0 Ty (V)
fep =
0 0 Ty (V)

Dabei ist die Grofe der Jordan-Blocke J,,, (A) monoton abnehmend.

m = Mmp2>2Mg > ... 2 My

Die in (A), (C), (F) genannten Zahlen m stimmen jeweils iiberein.
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17.1.3 Beweis

Es wird einfach der Beweis des entsprechenden Satzes 17.1.2 A-verschoben, d.h. in diesem
Satz anstelle des Endomorphismus f der Endomorphismus f — A eingesetzt.

17.1.4 Satz: Das Lemma von Fitting fiir den \-verschobenen Endomorphismus
Essei f : V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraums V' und A € K.

(i) Dann gibt es eine Zahl m mit 1 < m < n, so dass
V = ker(f—AN)"@im(f — )™

eine f-invariante Zerlegung ist.

Die Einschriankung f’ — X der Abbildung f — A auf ker(f — A\)™ ist nilpotent.
Die Einschriankung f”— X der Abbildung f— X auf im(f —X)™ ist ein Isomorphismus.

(ii) Esist dimker(f — )™ = Vielfachheit der Nullstelle A in y.

Die besondere Rolle, die der Unterraum ker(f — A)™ in dieser Aussage spielt, wird durch
die folgende Definition hervorgehoben:

17.1.5 Definition: Hauptraum

Ist f:V — V ein Endomorphismus und A\ € K, so heifit der in Satz 17.1.4 beschriebene
Unterraum

Hpt(f,) = ker(f — A)"
= {veV|Esex. £ eNmit (f—\Nv) = 0}.
der Hauptraum von f zu .

Man iiberlegt sich leicht, dass der Hauptraum genau dann die Dimension > 1 hat, wenn
A Eigenwert von f ist.

Das ,,A-verschobene” Lemma von Fitting fiihrt dann in Zusammenhang mit diesem neuen
Begriff zu der folgenden Aussage.

17.1.6 Satz: Hauptraum-Abspaltung

Essei f : V — V ein Endomorphismus des n-dimensionalen K-Vektorraums V und A € K.

(i) Dann gibt es eine f-invariante Zerlegung von V'
Vo= Hpt(f,\) @ W,

mit der Eigenschaft, dass die Einschrinkung der Abbildung f — A auf W ein Iso-
morphismus ist.

(i) Esist dimHpt(f,A) = Vielfachheit der Nullstelle A in x;.
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17.2 Die Hauptraumzerlegung
17.2.1 Satz: Hauptraumzerlegung

Das charakteristische Polynom des Endomorphismus f : V' — V zerfalle iiber K in Linear-
faktoren:

(@) = (=)™ —M\)" (=AD"
wobei die Eigenwerte \; paarweise verschieden sind. Dann ist
Vo= Hpt(f. M) @ ... Hpt(f \,)

eine f-invariante Zerlegung.

17.2.2 Beweis

Wir spalten mit Hilfe von Satz 17.1.6 (i) den ersten Hauptraum ab und erhalten die
f-invariante Zerlegung

V= Hpt(f, \1) & W;.
Das charakteristische Polynom der Einschrénkung f; auf W ist dann
xi(z) = (=D Fr(m—))2 (= N\

und wir kénnen den néchsten Hauptraum Hpt(f, A\y) von W, abspalten.

Nach insgesamt r Hauptraum-Abspaltungen erhalten wir
V = Hpt(f,\1) ®...®Hpt(f, \,) & W,
Mit Satz 17.1.6(ii) schliefen wir weiter
dimHpt(f, A1) + ... +dimHpt(f,\,) = H+...+4, = n,

so dass W = {0} sein muss.
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17.3 Die Jordan-Normalform
17.3.1 Satz: Jordan-Normalform

Das charakteristische Polynom des Endomorphismus f : V' — V', dim V' = n, zerfalle iiber
K in Linearfaktoren:

Xp(x) = (=D)"@=A)" (=)0

Die Eigenwerte \; seien dabei paarweise verschieden.

Dann gibt es eine geordnete Basis B von V', so dass f diesbeziiglich die Darstellung

Ji 0 0
0 Ja2 .
Ifep = o e Rm
0 0 Jy
mit
Tmy ; (A) 0 0
0 Iy s (i) . :
i : . . . :
0 0 Impy. 5 (X)
und dann
A 1 0 0
0 N 1 .
. — . . . . My s XM
Jmk,i()\l) - : L. o € K™ '
.
0 0 Ad
hat.

17.3.2 Beweis

Er besteht in der Zusammenstellung der Sitze iiber die Hauptraumzerlegung 17.2.1 und
der Aussage (F) aus Satz 17.1.2.
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17.4 Algorithmus zur Transformation in Jordan-Normalform

17.4.1 Einfiihrung

Vorgegeben sei ein Endomorphismus des K-Vektorraums V' mit dim V' = n. Es sei eine
geordnete Basis B = {ws,...,w,} vorgegeben, so dass f durch die Matrix A = fpp
dargestellt ist.

Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerfallt.

Ist von vornherein V' = K", so wird ein Endomorphismus ¢ : K" — K" stillschweigend
bzgl. der kanonischen Basis E dargestellt. In diesem Fall werden die lineare Abbildung ¢
und die Darstellungsmatrix A = {gp gar nicht als unterschiedlich wahrgenommen. Meist
ist A vorgegeben.

17.4.2 Ziel

Der im folgenden beschriebene Algorithmus liefert . ..
e die zugehorige Jordan-Normalform,
e die Konstruktion der Basis B , bzgl. derer J = f55 in Jordan-Normalform ist.

e die Berechnung der zugehorigen Transformationsmatrix 7' = O 5.

17.4.3 Der Algorithmus

Berechne, falls notwendig, die Matrix A = fgp: Die Spalten von A enthalten die Ent-
wicklungskoeffizienten der Entwicklung von f(w;) bzgl. der Basis B = {wy, ..., w,}.

Berechne das charakteristische Polynom x¢(z) = xa(x).

Ermittle die r verschiedenen Nullstellen \; € K. Folgende Mé&glichkeiten stehen zur
Verfiigung:
e Nullstellen erraten oder erspiiren,

e Losungsformel fiir die Nullstellen einer quadratischen Gleichung (Mitternachts-
formel),

e Satz von Vieta,
e Polynomdivision,
e Losung fiir biquadratische Gleichungen az* + bx? + ¢ = 0 durch Substitution.

e Vielleicht kennt man Eigenwerte (Nullstellen) aufgrund spezieller Eigenschaf-
ten des Endomorphismus (Siehe néchste Kapitel: Endomorphismen in euklidi-
schen Vektorrdumen).

Ermittle fiir : = 1, ..., r die algebraischen Vielfachheiten ¢; der Nullstellen ;.

Das charakteristische Polynom hat dann die Form

V(@) = (“DMa =M)A. (= A"
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Fiir jeden einzelnen Eigenwert A = \;:
Berechne dimker(f — Ay, j=1,..., M.

M = m ist dabei das minimale j so, dass
dimker(f — A = dimker(f — A\)’*.
Stelle das Young-Tableau auf mit den Zeilenldngen
n; = dimker(f —\) —dimker(f — A\, j=1...,.M = m

Entnehme dem Young-Tableau die Block-Groflen my, ..., my.
Gib die zu A; gehorige Teilmatrix J; an. (Siehe Satz 17.1.2(F)).

Das Minimalpolynom ist

i) = (@ =AM @ - A

Stelle aus den einzelnen Blocken die gesamte Jordan-Normalform zusammen!

Betrachte fiir jeden einzelnen Eigenwert A = \; das Young-Tableau Y. Es hat M
Zeilen mit den Zeilenléingen ny, ..., ny. Wir ordnen nach dem folgenden Verfahren
jedem Kiéstchen des Young-Tableaus einen Vektor zu.

Wir ordnen jedem Késtchen der untersten Zeile einen Vektor vy, so zu, dass
ker(f — M = ker(f — MM @ (vpra, oo, Uity )-

Ist jedem Késtchen der j + 1-ten Zeile ein Vektor vji14, K =1,..., 1,4 zuge-
ordnet, so definieren wir zunéchst n;,; Vektoren der j-ten Zeile durch

vk = (f = N (V1) ko= 1,...,n541,

und wihlen weitere Vektoren vj .. 11,...,0jn; S0, dass
Jj — Jj—1
ker(f — A = ker(f — A" @ (U1, Vimjins Vimjoatls - > Vjiny ) -
N ~~ A ~ g
Bildvektoren neu zu wihlen

Stelle alle diese Vektoren — spaltenweise von oben nach unten — zu einer
geordneten Basis

U _
B() = <U11,...7’UM71,'U12,...,Um272, ...... 7U17n17"'7vmn1,n1>

zusaminern.

Stelle alle diese geordneten Basen zu der n x n-Matrix
T = ( BML p®@ ... B )
zusammen. Das ,ist” zugleich die geordnete Basis E, bzgl. derer fz5 = J.
Berechne die Matrix 7" als die zu 7! inverse. Es ist dann

J =T -A-T%
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17.5 Beispiel
17.5.1 Bemerkung

In dieser Abstraktheit schaut der obige Algorithmus zunéichst ungeniefbar aus. Bei der
konkreten Anwendung werden viele Schritte kurz, einfacher oder obsolet, wie das folgende
Beispiel zeigt.

17.5.2 Aufgabe
Wir suchen fiir die 3 x 3-Matrix

6 2 0
A = -2 10
1 2 2

die Jordan-Normalform.

17.5.3 Anwendung des Algorithmus

J2 - J4| Berechne das charakteristische Polynom.

6—x 2 0
xa(z) = det -2 1—-z 0
1 2 2—x
(2—2)[(6 —x)(1 —x)+4]
(2 — 2)(z* — 7o + 10)
= —(z—-2)*x—5)

Die Eigenwerte sind A\; = 2 und A\, = 5 mit den Vielfachheiten ¢; = 2 und ¢, = 1.

Berechne die Kerne von (A — \;)? und deren Dimensionen. Es ist

4 2 0 T
(A-2)x = -2 -1 0 Ta
1 2 0 xT3
und deshalb
0
ker(A—2) = (| 0 |).
1

Weiter ist

12 6 0 T
(A-22% = | =6 -3 0 2
0 0 0 T3
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und deshalb

0
ker(A—2) = (| 0
1
1
Wir setzen also Ug) =1 -2
0
= A2 =
Zuletzt ist
1 2
(A=5bH)x = -2 —4
1 2
und deshalb
2
ker(A—-5) = (| —1
0
2
Wir setzen vﬁ) = -1
0

Das Minimalpolynom ist also

pa(z)

Sommersemester 2017

(z —2)*(z - 5)

5. August 2017

1 1
A -2 |) = ker(A=2)a (| -2 |).
0 0
Z
und dann
4 2 0 1 0
-2 =10 -2 = 0
1 2 0 0 -3
0 T
0 T
-3 T3

Demzufolge ist die Jordan-Normalform

O O N
O N =
o O O

ist oben in J5 schon erledigt.

J9 - J10| Wir tragen die Vektoren vﬂ)

0 1
T = 0 -2
-3 0
Man kann testen, dass
J = T-A- T\

2

0

(1)

7U217

-1

0% in die Matrix 7! ein und berechnen 7T*

0 0 3
T =-1 3 6 0
—6 -3 0
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17.5.4 Hinweis
Gibt man unter https://www.wolframalpha.com/ den Befehl
diagonalize {{6,2,0},{-2,1,0},{1,2,2}}

ein, so wird die soeben von Hand ausgerechnete Jordan-Normalform in kurzer Zeit
bestétigt. Beachte, dass die Transformationsmatrix nicht eindeutig ist.

17.6 Charakterisierung der Ahnlichkeitsklassen
17.6.1 Satz: Charakterisierung der Ahnlichkeitsklassen

Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, d.h. jedes Polynom aus K|z] zerféllt in
Linearfaktoren.

Es sei V ein K-Vektorraum mit dim V = n.

(i) Die zu einem Endomorphismus f : V — V gehérige Ahnlichkeitsklasse ist durch die
folgenden Daten umkehrbar eindeutig charakterisiert:

— r Eigenwerte AV, ... A"
— Zujedem i =1,...,r ein Young-Tableau Y der Ordnung ¢, so dass
(Y4 0" =

(ii) Ein Young-Tableau Y enthilt dabei die folgenden Daten

Zeilenlédngen ng-i) = dimker(f — A®)7 — dim ker(f — A®))i~1
Spaltenlédngen m,(f) = Linge der Jordanblocke J,,, (A®)

Ordnung (@) = dim Hpt(f, \®)
= Vielfachheit der Nullstelle A®) in x;
= algebraische Vielfachheit von A, vgl. 14.4.1.

Zeilenzahl MO = mgi)
= Vielfachheit der Nullstelle \®) in p;

Spaltenzahl NGO — ngi)
= dimEig(f, \®)
= geometrische Vielfachheit von A\, vgl. 18.1.1.
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18 Diagonalisierung

18.1 Eigenvektoren

Es sei wieder f : V — V Endomorphismus eines n—dimensionalen K—Vektorraums V.
Weiter sei A € K Eigenwert von f.

18.1.1 Definitionen: Eigenvektoren, Eigenraum.

Es sei f:V — V Endomorphismus eines K-Vektorraums und A € K ein Eigenwert.

(1) Der Vektor v € V \ {0} heift Eigenvektor von f (zum Eigenwert )\), wenn die
Beziehung f(v) = A - v gilt.

(2) Die Menge der Vektoren
Rig(f,\) = {v€VIf(v) = A-o} = ker(f — A)

heifit der Figenraum von f zum Eigenwert A. Diese Menge besteht aus den Eigen-
vektoren zum Eigenwert A\ und dem Nullvektor.

(3) Die Dimension des Eigenraums Eig(f, \)
dimEig(f,\) > 1

heifit die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A bzgl. f.
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18.2 Diagonalisierbarkeit

18.2.1 Satz und Definition: Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus

Es sei f:V — V ein Endomorphismus. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) f heiBt diagonalisierbar.

(B) Es gibt eine geordnete Basis B von V, bzgl. derer die zugeordnete Matrix fpp eine
Diagonalmatrix ist.

(C) Es gibt eine geordnete Basis B von V, die nur Eigenvektoren enthélt.

(D) Es gibt eine f-invariante Zerlegung von V' in die Eigenrdume (\; # A; fur ¢ # j):
V = Eig(f,\)® ... ®Eig(f,\).

(E) Fiir die Summe der geometrischen Vielfachheiten gilt (A\; # A; fiir i # j):

dimEig(f, A1) + ... +dimEig(f,\,) = dimV.

(F) Das charakteristische Polynom zerfillt in Linearfaktoren und

fiir jeden Eigenwert stimmen

die geometrische Vielfachheit (= Dimension des zugehorigen Eigenraums)
und

die algebraische Vielfachheit (= Vielfachheit als Nullstelle in x)
iiberein.

(G) Das Minimalpolynom zerféllt in Linearfaktoren mit Vielfachheit 1.

(H) Die zu den Eigenwerten Aq,..., A, gehorigen Young-Tableaus haben alle nur eine
Zeile.

(J) Alle Jordan-Blocke in der Jordan-Normalform haben die Dimension 1.

Das Verfahren zum Auffinden einer geordneten Basis B, bzgl. der die zugeordnete Matrix
frp Diagonalmatrix ist, heiit Diagonalisierung.
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18.2.2 Beweis
Die Aquivalenzen (B) < (C) < (D) sind durch Hinschauen einsehbar.
(D) = (E) ist eine allgemeine Aussage iiber innere Summen, siche Satz 6.2.2.
(E) = (D): Dafiir ist nur Eig(f, \;) N Eig(f,\;) = {0} fiir i # j zu zeigen.
Ist v € Eig(f, \;) N Eig(f, A;), so folgt

M=M= dAv—=X = f(v)—f(v) = 0.
Wegen A; # A; folgt v = 0.

(D) = (F): Das charakteristische Polynom des auf Eig(f, \;) eingeschrénkten Endomor-
phismus f; : Eig(f, \;) — Eig(f, \;) ist

(@) = (= AR,
Demzufolge ist
Xf(gg) — (x _ )\l)dimEig(f,Al) o (x i )\T>dimEig(f,)\T).

(F) = (E) folgt sofort wegen grad y; = dim V.

(D) = (G): Die Zerlegung in Linearfaktoren von p s ersieht man aus der Folgerung 14.5.4
des Satzes von Cayley-Hamilton.

Ist v € V beliebig, so gibt es wegen (D) eine eindeutige Summendarstellung
v = v +...+0, mit  v; € Eig(f, \;)
Aufgrund der f-Invarianz der Zerlegung in (D) gilt
(f=XN) - (f=A) (1 + ...+ v)

= Z(f_/\1>""'(f_)\i>'(f_)\iJrl)';"(f_)\r)Ué

—

= 0.
Also ist py ein Teiler von
(x—=XA) oo (x=A)

Jeder dieser Linearfaktoren (z — \;) muss aber auch ein Teiler von pf sein, da anderenfalls
ein Vektor aus Eig(f, A;) nicht durch p¢(f) auf den Nullvektor abgebildet werden konnte.

(G) = (D): Wenn gy in Linearfaktoren zerfillt, tut dies auch y . Siehe Folgerung 14.5.4
des Satzes von Cayley-Hamilton.

Damit liefert Satz 17.2.1
V = Hpt(f,\) ® ... ® Hpt(f, ),)

die f-invariante Zerlegung in die Hauptréume. Da das Minimalpolynom py, der Ein-
schrankung von f auf Hpt(f, \;) ein Teiler von ps sein muss, gilt: puy,(x) = (z — A;). Das
aber bedeutet:

somit

V = Eig(f,\)@...®Eig(f, \).
Die Aquivalenz all dieser Aussagen zu (H) und (J) ist offensichtlich.
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18.2.3 Folgerung

Besitzt ein Endomorphismus f : V' — V eines n—dimensionalen Vektorraums n paarweise
verschiedene Eigenwerte \; € K, so ist f diagonalisierbar, wobei

V = Eig(f,\)®...® Eig(f,\,)
. , N——

pr(e) = xp(@) = (@=A)-...- (2= A)

18.2.4 Beweis
folgt sofort mit (E) im vorhergehenden Satz wegen dim Eig(f, A;) > 1 fiir alle 4.
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18.3 Algorithmus zur Diagonalisierung

18.3.1 Einfiihrung

Vorgegeben sei ein Endomorphismus des K-Vektorraums V' mit dim V' = n. Es sei eine
Basis B = {wy, ..., w,} vorgegeben, so dass f durch die Matrix A = fgp dargestellt ist.

Ist von vornherein V' = K", so wird ein Endomorphismus f : K* — K" stillschweigend
bzgl. der kanonischen Basis E dargestellt. In diesem Fall werden die lineare Abbildung f
und die Darstellungsmatrix A = fgg gar nicht als unterschiedlich wahrgenommen. Meist
ist A vorgegeben.

18.3.2 Ziel Der im folgenden beschriebene Algorithmus liefert ...

die Entscheidung, ob es eine Basis B von V gibt, so dass fzz eine Diagonalmatrix
ist,

die Diagonalmatrix selbst,

die Konstruktion der Basis B ,

die Berechnung der zugehorigen Transformationsmatrix 7' = © 5.

18.3.3 Der Algorithmus

Berechne, falls notwendig, die Matrix A = fgg: Die Spalten von A enthalten die Ent-
wicklungskoeffizienten der Entwicklung von f(w;) bzgl. der Basis B = {wy, ..., w,}.

Berechne das charakteristische Polynom x¢(z) = xa(x).

Ermittle die r verschiedenen Nullstellen \; € K. Folgende Moglichkeiten stehen zur
Verfiigung:
e Nullstellen erraten oder erspiiren,

e Losungsformel fiir die Nullstellen einer quadratischen Gleichung (Mitternachts-
formel),

e Satz von Vieta,
e Polynomdivision,
e Losung fiir biquadratische Gleichungen az* + bx? + ¢ = 0 durch Substitution.

e Vielleicht kennt man Eigenwerte (Nullstellen) aufgrund spezieller Eigenschaf-
ten des Endomorphismus (Siehe néchste Kapitel: Endomorphismen in euklidi-
schen Vektorrdumen).

Ermittle fiir ¢ = 1,...,r die algebraischen Vielfachheiten ¢; der Nullstellen A;.

(t+...+0,=n ? Falls NEIN:
X zerfallt nicht vollstdndig in Linearfaktoren iiber K, d.h.:

f ist nicht iiber K diagonalisierbar. ©
(Beachte, dass dies im Fall K = C nicht passieren kann)
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[D5b| 64+ ...+ 6, =n 7 Falls JA:

X ¢ zerfallt vollstédndig in Linearfaktoren iiber K:
Schreibe x s als Produkt der Linearfaktoren:

(@) = (=) (=)
Ermittle die geometrischen Vielfachheiten N; der Eigenwerte \;
N; = dimker(f — X)) =n— Rang(f — \).
Beachte, dass 1 < N; < ¢; gelten muss.

Stimmen fiir eine Nullstelle die beiden Vielfachheiten N; und ¢; nicht iiberein, so ist
f nicht diagonalisierbar. ©

Stimmen fiir alle Nullstellen die beiden Vielfachheiten N; und ¢; iiberein, so ist f
diagonalisierbar. Es gibt eine Basis B, bzgl. derer f die Darstellung

A1

Ar

hat. Dabei kommt der Eigenwert \; genau ¢;-mal vor.

Ermittle, wenn gewiinscht, die neue Basis B und die zugehorige Ubergangsmatrix
T = O 55 gemdB der folgenden Schritte.

Fiir jede Nullstelle A\;: Bestimme /¢; linear unabhéingige Vektoren
2D ek, k=14
durch Losen des Gleichungssystems (vielleicht schon in Schritt erledigt)
(A= X))z = 0.

Bilde die Matrix

T = @;53 = (xgl),...,xg),x?),...,xg),...,xgr),...,xg))

Berechne die Matrix 7.
Dann hat die Matrix
A=T-AT"

beziiglich der Basis B = {@y, . .., @,} mit

n

{Di = Z(T‘l)kjwk

k=1

die Diagonalgestalt wie in Schritt angegeben.
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18.4 Beispiele

18.4.1 Beispiel 1
Wir betrachten das Beispiel vom Anfang des Kapitels 15. Es sei V' ein zweidimensionaler
reeller Vektorraum und der Endomorphismus f : V' — V definiert durch

flw)) = Ywy —5wy,  f(wy) = 2wy — 3w,.

6 _ g 10 16 10 2
— 3 3 — (= _ _2_ (B = 2 z
e L = G a8 - () =2’ - et g
T4 /498 745
3 9 3 2 L3 1
)\172 = 5 = 323, also )\1 = 2, )\2 = g

Die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte sind ¢; =1, ¢ = 1.
Die Zerlegung in Linearfaktoren ist x(z) = (z — 2)(z — 3).
Es muss Ny =1, Ny = 1 gelten.
Da die Vielfachheiten alle {ibereinstimmen, ist f diagonalisierbar.
Wir 16sen das LGS fiir den ersten Eigenwert

v-2 B 0
A=)z = ( -5 —3—2)9“" - (—5 —5)’” - <0)

Wir finden ganz leicht eine Losung

1 1
2= (L)

Wir 16sen das LGS fiir den zweiten Eigenwert

6_ 13 L 5 0
_ — 3 3 — 3 —
amar = (P50 L )e - (5 )= (0)

Wir sehen ganz leicht
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Jetzt kann die Matrix 7! zusammengestellt werden:

(12

(Sie unterscheidet sich von der Matrix @EB in Abschnitt 15.1.7 durch einen Faktor

—1 in der zweiten Spalte. Beachte, dass die Ubergangsmatrix T nicht eindeutig
bestimmt ist.)

Die inverse Matrix ist
3 2
= (242

Es gilt dann

2

N— .._1:
A=T AT (0

wik O
N——

18.4.2 Beispiel 2

Es sei f eine lineare Abbildung in einem 3—dimensionalen reellen Vektorraum. Beziiglich
einer Basis B habe sie die Matrixdarstellung

3 1 0
A:fBB: 0 -1 ¢
0 0 3

Dieser Schritt eriibrigt sich.

Das charakteristische Polynom ist wegen der Dreiecksgestalt leicht zu berechnen:
xe(@) = B-2)° (-1-a).

Die beiden Eigenwerte sind \; = 3, Ay = —1.

Die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte sind ¢; = 2, /5 = 1.

Die Zerlegung in Linearfaktoren liegt bereits vor.

Es ist

0O 1 0
A-3 = 0 -4 ¢ |,
0 0 0

also

3—2 = 1#/4;, falls c#0,

N, = n—rang(A—3) = {3_1 = 2 = /{, fallse = 0.

Weiter ist Ny = 1.
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f ist genau dann diagonalisierbar (iiber R oder iiber C), wenn ¢ = 0. Wir fithren

fiir diesen Fall die Diagonalisierung durch.

Die Gleichung

0 1 0 0
(A=X\)z = 0 -4 0 |z = 0
0 0 0 0
hat die beiden linear unabhéngigen Losungen
1 1
:L’gl) = und q:gl) = 0
1 —1

Die Gleichung

(A=) =

S O =

1
0
0

o o
8
I
o

hat die nicht—triviale Losung

1 1 1

T =10 0 -4

1 -1 0

zusammengestellt.
Die inverse Matrix ist

1 -4 -1 —4
T = —-| -4 -1 4
B 0o 2 0

Es gilt dann

o O

A =T AT =

S O W
o w o
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18.4.3 Beispiel 3

Es sei f eine lineare Abbildung in einem 3-dimensionalen Vektorraum. Beziiglich einer
Basis habe sie die Matrixdarstellung

-2 0 1
A = fpp = 0 3 0
-1 0 -2

Ist f iiber R oder iiber C diagonalisierbar? Wenn ja, fithre das Diagonalisierungsverfahren
durch.

Dieser Schritt eriibrigt sich.

Durch Entwicklung nach der zweiten Zeile erhélt man das charakteristische Poly-
nom:

xe(@) = B-a)[(-2-2)"+1] = —(2-3)-[(z+2)"+1].

Der Fall K = R: Der zweite Faktor in x ist positiv fiir alle z € R. Es gibt also nur
eine reelle Nullstelle A\; = 3. f ist nicht iiber R diagonalisierbar.

Der Fall K = C: Man kann das charakteristische Polynom in Linearfaktoren zerlegen:
xe(@) = —(z=3)-[(z+2)"+1] = —(2=3) [z — (i -2)] [z — (=i - 2)].
Die Eigenwerte sind \y = 3, Ay = 1 —2, \3 = —i—2.
Die algebraischen Vielfachheiten der Eigenwerte sind ¢, = ¢, = (3 = 1.
Bereits erledigt.
Die geometrischen Vielfachheiten Ny = Ny = N3 = 1.
f ist {iber C diagonalisierbar.

Die Gleichung

5 0 1 0
(A=X\)x = 0 0 0 r = 0
-1 0 =5 0
hat die nicht—triviale Lésung
0
xgl) = 1
Die Gleichung
-0 1 0
(A=X)x = 0 5—7 0 |z = 0

-1 0 — 0
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hat die nicht—triviale Lésung
1
x?) = 0
1
Die Gleichung
+i 0 1 0
(A=) = 0 54+47 0 |z = 0
-1 0 4+ 0

hat die nicht—triviale Losung

'D9| Wir bilden die Matrix

7! =

o = O
S O
O =

Die inverse Matrix ist

1 -0 22 0
! i 0 -1
|D11] Es gilt dann
N 3 0 0
A =T AT = 0 i—2 0

0O 0 —2-2
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19 Normale Endomorphismen

19.1 Vorbemerkung / Vorbereitung

In dem gesamten Kapitel seien alle auftretenden Vektorrdume endlich-dimensionale K-
Vektorrdaume mit Skalarprodukt, wobei einer der beiden folgenden Félle zutrifft:

e K=R (-,-) ist eine positiv definite Bilinearform mit Werten in R

e K=C (-,-) ist eine positiv definite Sesquilinearform mit Werten in C.

19.1.1 Wichtige Beobachtung

Es seien {vy,...,v,} eine ONB fiir den Vektorraum V' und {wy,...,w,} eine ONB fur
den Vektorraum .

(i) Ein Vektor v € V' ist durch die n Zahlen

umkehrbar eindeutig bestimmt.

(ii) Ein Homomorphismus f : V — W ist durch die m - n Zahlen

(wi, f(v1)) oo (wi, f(vn))
(wo, f(v1)) oo (wa, f(vn))
(Wi, f(U1)) et (Wi, f(0))

umkehrbar eindeutig bestimmt.

19.1.2 Satz: Dimension des orthogonalen Komplements
Das orthogonale Komplement U~ einer Teilmenge U C V ist ein Unterraum von V.

Ist U ein Unterraum von V, so gilt
dim U+ = dimV —dimU

19.1.3 Beweis

(1) Sind a,a € U+, so gilt fiir alle u € U
(va+aa,u)y = ala,u)+ala,u) = 0,

also aa+aa e UL,

(2) Man betrachte eine Orthonormalbasis

By = Av,...,v} von U
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und ergénze sie zu einer Orthonormalbasis
By = {vi,...,00,001,..., 00} von V

(3) Wir iiberzeugen uns nun davon, dass die Teilmenge

B = v,
eine Basis von U7 ist.

(3a) Die lineare Unabhéngigkeit ist klar.
(3b) Wegen (v, vg) =0fiir j=r+1,...,nund k=1,...,r ist (B) C U+.
(3c) Ist a € UL, so gibt es eine Basisentwicklung bzgl. By

a = o1+ ...+ QU + Qp1Uppr + ...+ QUL

Bildet man hier nacheinander das Skalarprodukt mit vy, ..., v, ein, so folgt ay = ... =
o, = 0 und deshalb

a = Opi1Upy1 + ...+ QpUy,.

Wir haben also Ut C (B) gezeigt.

19.1.4 Satz: Doppel-Orthogonal-Komplement
Fiir einen Unterraum U C V gilt

vttt = U

19.1.5 Beweis

Es ist klar, dass U C U*+. Weiter ist aufgrund von Satz 19.1.2
dmU* = n—dimU*+ = n—(n—dimU) = dimU.

Deswegen ist U+ = U.
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19.2 Der adjungierte Homomorphismus

19.2.1 Definition und Satz: Adjungierter Homomorphismus

Es seien f : V — W und fT: W — V zwei Endomorphismen zwischen unitéiren oder
euklidischen Vektorraumen.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(A) (Def) fT heifit der zu f adjungierte Homomorphismus.

(B) Fur allev e V,w e W gilt
(f@),w) = (v, fl(w))

(C) Sind B und C' geordnete Orthonormalbasen fiir V' bzw. W, so gilt fiir die Darstel-
lungsmatrizen

f ;c = fis
Der adjungierte Homomorphismus ist eindeutig bestimmt.

19.2.2 Beweis
Die Eindeutigkeitsaussage ist aus (B) mit Hilfe der Beobachtung 19.1.1 klar.
(C) = (B) Es gilt fiir alle v,w € V

(f),w) = (fep ()" ne(w) = np()" - fép nc(w)

(w, fiw)) = np@)" - fhe-new) = ns)" - fhe - no(w)

Sind also die beiden Matrixdarstellungen transponiert-konjugiert-komplex zueinander, so
folgt, dass f und ¢ adjungiert sind.

(B) = (C) Gilt umgekehrt Gleichheit zwischen den beiden Ausdriicken links, so folgt,
wenn man die Vektoren der geordneten Orthonormalbasen v; und wy, einsetzt, dass

(fre)iw = (F&p)in-
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19.2.3 Satz: Adjungierung ist Involution

(i) Fiir einen Homomorphismus f: V — W gilt

(Ot = r

115

(ii) Fiir zwei Homomorphismen f : V' — U und g : U — W zwischen drei unitéiren oder

euklidischen Vektorrdumen gilt
(gof)f = flog
Die beiden Eigenschaften driicken aus, dass Adjungierung eine Involution ist.

19.2.4 Beweis
(i) Unter Bezug auf die Aussage (B) gilt

(M) w) = (w M) = (flw),0) = (v fl(w) = (fv),w).
Die Beobachtung 19.1.1 liefert die Aussage (i).
(ii) Fir alle v € V und w € W gilt

(W (go N w) = ((goNHw)w) = (f(),g'(w) = (v, f1g"(w))).

Deshalb stimmen (g o f)! und f' o g aufgrund der Beobachtung 19.1.1 iiberein.

19.2.5 Satz: Kern und Bild beim adjungierten Homomorphismus
ker f = (im f7)* (ker f)* = im fT
ker fI = (im f)* (ker fH)* = im f

19.2.6 Beweis

Wir zeigen nur die erste Gleichung. Die anderen folgen dann durch Ubergang zur Adjun-

gierten bzw. zum orthogonalen Komplement.

Ist v € ker f, so folgt fiir beliebige w € W
(v, fl(w)) = (flv),w) = 0

und daher v € (im fT)*.

Sei v € (im f1)*. Fiir alle w € V ist dann
(fv),w) = (v, fl(w)) = 0.

Daraus folgt f(v) = 0 und damit v € ker f.
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19.3 Der adjungierte Endomorphismus

19.3.1 Definition und Satz: Adjungierter Endomorphismus

Es seien f : V — V und f7 : V — V zwei Endomorphismen in einem unitéiren oder
euklidischen Vektorraum. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(A) (Def) fT heifit der zu f adjungierte Endomorphismus.

(B) Fiir alle u,v € V gilt
(f(u),v) = (u, f'(v)).
(C) Ist B eine geordnete Orthonormalbasis von V| so gilt fiir die Darstellungsmatrizen
f ;B = E
19.3.2 Beweis
Dies ist der Satz 19.2.1 aus dem letzten Unterkapitel mit W = V.

19.3.3 Folgerung Fiir einen Endomorphismus f : V' — V und seinen adjungierten
Endomorphismus f1:V — V gilt

det fT = det f.

Dies folgt sofort aus der Matrixdarstellung:

det fI' = detfL, = detfL, = detfzs = detJ.
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19.4 Normale Endomorphismen

19.4.1 Definition und Satz: Normale Endomorphismen

Fiir einen Endomorphismus f : V' — V in einem unitidren Vektorraum V sind die folgen-
den Aussagen aquivalent:

(A) f heifit normal.
(B) Esist ffof = foff.
(C) Fiir alle u,v € V' gilt

(fu), f)) = (f'(w), f'(v))
(D) Ist B eine geordnete Orthonormalbasis von V', so gilt fir die Darstellungsmatrizen
I fos = fos- fis

(E) Es gibt eine geordnete Orthonormalbasis B aus Eigenvektoren von f, so dass fgp
Diagonalmatrix ist.

Beachte, dass die Voraussetzung ,,V euklidisch” fiir diesen Satz nicht ausreicht.

19.4.2 Beweis
(B) = (C) Fiir u,v € V gilt

(f), fv) = (u(ffof)w) = (u(fofHw) = (f(w) fl(v).
(C) = (B) Gilt umgekehrt (C), so ist fiir alle u,v € V

(u,(ffo ) = (f(u), f()) = {fT(w), f1(v) = (u,(fofN)(v)
und mit Beobachtung 19.1.1 folgt die Behauptung (B).
Die Aquivalenz (B) < (D) ist klar aus Satz 19.4.1.

Die Aquivalenz zu (E) wird weiter unten in Abschnitt 19.4.7 bewiesen.

19.4.3 Satz: Kern und Bild beim normalen Endomorphismus
Ist f:V — V ein normaler Endomorphismus, so gilt

ker fT = kerf
imff = imf

19.4.4 Beweis Fiir beliebiges v € V' haben wir aufgrund von
(f(v), f()) = (fH(v), f1(v))

die Aquivalenz
flwy =0 = [iv)=0

also ker fT = ker f. Weiter ist dann mit Satz 19.2.5
imf1 = (ker f)* = (ker f1)* = imf.
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19.4.5 Satz: Eigenraum eines normalen Endomorphismus

Es sei V' ein unitdrer oder euklidischer Vektorraum und f : V' — V ein normaler Endo-
morphismus, A € K. Dann gilt

(i) f — A ist normal.
(i) Eig(ff,A) = Eig(f ).
19.4.6 Beweis (i) wird einfach nachgerechnet:

(f=No(f=2 = (fT=No(f=2) = flof—flod=Xof+A
= foff—Xofl—foX+ X = (f=No(fl =X
= (f=No(f=N

(ii) folgt mit Satz 19.4.3
Eig(f,A\) = ker(f —)\) = ker(f =\ = ker(f —X) = Eig(f",\)

19.4.7 Fortsetzung des Beweises von Satz 19.4.1
(B) = (E) Es seien Ay, ..., A, € C die nicht-notwendig verschiedenen Eigenwerte von f.
Es sei v; € Big(f, A1) \ {0} und dann W, C V, so dass

V = <U1> D Wl, <U1> L Wl.
Wir zeigen, dass f(W;) C Wi und f1(W;) € Wy. Fiir w € W, gilt ndmlich

(fw),v1) = (w, fT(r)) = (w, A\oy) = Ai{w,vr) = 0
<fT(w)7U1> = (w, f(n)) = (w,\v1) = A(w,v) = 0.

Es ist dann auch die Einschrinkung von f auf W; normal und wir haben insgesamt das
Problem ,,eine Dimension” tiefer gesetzt.

Diesen Prozess kann man — per Induktion — immer weiter fortsetzen, bis V' ganz in
orthogonale Eigenrdume zerlegt ist.

(E) = (C) Sind v;,v; Eigenvektoren aus der geordneten ONB mit f(v;) = Av; und
f(v;) = A\jvj, so gilt
(F) F) = Qv o) = Aidi(oiv) = Aididyg
o), f1o)) = Qavs Ajug) = Adglon ) = Aiydy
Eine getrennte Betrachtung fiir i # j und 7 = j zeigt auf, dass die beiden rechten Seiten
— und damit die beiden linken Seiten — dieser beiden Gleichungsketten iibereinstimmen.

Per Sesquilinearitét gilt diese Gleichung dann fiir alle u,v € V

(), fv) = (f1(u), f1(v))
Das ist (C).
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19.5 Unitdre Endomorphismen

19.5.1 Definition und Satz: Unitire Endomorphismen

Fiir einen Endomorphismus f im unitédren Vektorraum sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(A) f heiit unitar.
(B) f ist bijektiv mit f~! = fT.
(C) Fiir alle u,v € V gilt

(f(u), f(v)) = (u,v).
(D) Fiir alle v € V gilt
IF @I =l

(E) f bildet eine ONB auf eine ONB ab.

(F) Ist B eine geordnete Basis von V', so ist die Darstellungsmatrix fpp unitér, d.h. sie
ist regular mit

(G) f ist normal, alle Eigenwerte haben den Betrag 1.
19.5.2 Beweis
(B) = (C) Es ist

(flu), f0)) = (u, f{(f(v)) = (u,0).
(C) = (B) Aufgrund von (C) gilt die Kette von Implikationen

=11

f) =0 = {0)./w) =0 = () =0 = v =
Daraus folgt ker f = {0} und dann f injektiv und dann f bijektiv.

Fiir die Vektoren einer Orthonormalbasis gilt dann

ST v = (o) flv)) = (vi,vg)
U)o = FUE@)) FETH ) = () [ ()
= (v, f(f 7 (w)) = (i, v5)
und deshalb mit Beobachtung 19.1.1
ffof = idy fofl = idy.
(C) = (D) ist ganz einfach:

IfI = V{f(v), f(v) = V{v,v) = |l
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Die Umkehrung (D) = (C) scheint anschaulich klar zu sein, der Beweis erfordert aber
den ,,Quadrat—Trick”. Es gilt

lu+o|> = wH+v,ut+v) = (u,u)+2{u,v) + (v,v)
= Jlull? + 2(u, v) + [Jo]]?
1f(w)+ f@)? = (f(u)+ f(v), f(u) + f(v))
= (f(u), f(u)) +2(f(u), f(v)) + (f(v), f(v))
= F@)I?+2(f(w), f(v)) + [ f(0)]*

Aufgrund von (D) stimmen die Normquadrate in der oberen und unteren Gleichungs-
kette jeweils iiberein. Also miissen auch die Skalarprodukte in der oberen und unteren
Gleichungskette iibereinstimmen.

Die Aquivalenz (B) < (F) folgt sofort mit Satz 19.3.1.

(C) = (E) ist trivial .

(E) = (C) Gilt fiir die Vektoren v;, v; einer ONB
<’U7;,Uj> = 61 = <f('UZ>, (U])> = 04,

so heifit dies nichts anderes als

(f (i), (0j))(vi,v3) = (wi, v5).
Mit der Bilinearitét des Skalarprodukts folgt (C).

(B) = (G) f ist wegen fo ff =idy = fTo f normal. Ist X Eigenwert von f, so gilt fiir
v € Eig(f, \) = Eig(f1,\)

vo= fifw) = ffw) = AMf(v) = M,
und damit |A? = A\ = 1.
(G) = (B) Da f normal ist, existiert eine geordnete ONB (vy, ..., v,) aus Eigenvektoren
mit

flvi) = N, INi| = L

Es gilt dann fiir 4,5 € {1,...,n}

(o), f)) = (A, Ajuy) - = Aidj (i, v5) = Ak
= )\i>\i52'j = 5ij = <Ui>7)j>

Mit der Bilinearitéit des Skalarprodukts folgt (C).

19.5.3 Zusatz

Bei den Aussagen (C) und (D) muss die Linearitét gar nicht vorausgesetzt werden. Sie
folgt automatisch.
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19.5.4 Folgerung: Charakterisierung unitirer Matrizen

Fiir eine Matrix in A € C™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(A) A ist unitér.
(B) A ist regulir mit A~' = AT = (A)7.

(C) Die Spaltenvektoren von A bilden eine ONB fiir (C", (-,-)), wobei (-,-) das
Standard-Skalarprodukt ist.

(D) Die Zeilenvektoren von A bilden eine ONB fiir (C'*" (-, -)), wobei (-,-) das
Standard-Skalarprodukt ist.

(E) A ist normal, alle Eigenwerte haben den Betrag 1.

(F) Es existiert eine unitidre Matrix T, so dass
D =T-AT"!
eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen vom Betrag 1 ist.

19.5.5 Beweis

Im wesentlichen muss nur Satz 19.5.1 auf diese Situation angewandt werden. Die Aussage
(C) dieses Satzes ist eine Umformulierung von Aussage (E) des letzten Satzes. Die in (F)
konstatierte Eigenschaft , 7" unitéir” folgt aus (E) dadurch, dass T~! die Eigenvektoren
als Spalten enthélt. Diese bilden aber eine Orthonormalbasis. Mit 7~! ist auch 7" unitéir.

19.5.6 Satz: Die unitidre Gruppe U(V)

Die Menge der unitdren Abbildungen in einem unitdren Vektorraum V bildet unter Hin-
tereinanderausfithrung eine Gruppe. Sie wird mit U(V') bezeichnet.

19.5.7 Beweis

Mit zwei unitdren Abbildungen f, g ist auch die Hintereinanderausfithrung unitér, da

(f(g(w)), f(g(®)) = (g(u),g(v)) = (u,v).

Die identische Abbildung ist ohne Zweifel unitér, sie ist das neutrale Element der Gruppe.
Es sei f(u) = 0. Dann gilt:

(wu) = (f(u), f(w) = (0,0) = 0,

wegen der Positiv-Definitheit des Skalarprodukts folgt u = 0. Das aber bedeutet, dass
die Abbildung f injektiv ist. Eine injektive lineare Abbildung innerhalb eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V ist aber bijektiv. Die Umkehrabbildung f~! ist das zu f
inverse Element in U(V'). Diese ist ebenfalls unitér, da

(7 w) ) = (FUT ) () = (u,v).



S. Hilger — Lineare Algebra 2 (BA/GYM) — Sommersemester 2017 — 5. August 2017 122

19.5.8 Satz: Die spezielle unitire Gruppe SU(V)
(i) Fiir einen unitdren Endomorphismus f gilt: |det f| = 1.

(ii) Die Teilmenge der unitéren Abbildungen mit Determinante +1 bildet eine Unter-
gruppe von U(V). Sie wird mit SU(V') bezeichnet.

19.5.9 Beweis
(i) Mit Folgerung 19.3.3 gilt
|det fI> = detf-detf = detf-detf = detf- -detfl = det(fofl) = L1

(ii) Fiir zwei Abbildungen f,g € SU(V) gilt
det(fog) = detf-detg = 1-1 =1

Y

also ist auch f o g in SU(V).
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19.6 Hermitesche und schief-hermitesche Endomorphismen

19.6.1 Definition und Satz: Hermitesche Endomorphismen

Fiir einen Endomorphismus f im unitdren Vektorraum sind die folgenden Aussagen édqui-
valent:

(A) f heifit hermitesch.
(B) f1 = .
(C) Fiir alle u,v € V gilt

(f(u),v) = (u, f(v)).

(D) Ist B eine geordnete Orthonormalbasis von V| so ist die Darstellungsmatrix hermi-
tesch

fes = [Ls

(E) f ist normal, alle Eigenwerte sind reell.

(F) Es existiert eine unitidre Matrix T, so dass
D =T AT
eine reelle Diagonalmatrix ist.

19.6.2 Beweis
Die Aquivalenzen (B) < (C) < (D) sind in Satz 19.3.1 enthalten.
(B) = (E) Wegen fT = f ist f normal. Ist A\ Eigenwert von f, so gilt mit Satz 19.4.5 (ii)

Eig(f,A\) = Eig(fl,A) = Eig(f, ).

Es folgt, dass A € R.

(E) = (B) Da f normal ist, existiert eine ONB aus Eigenvektoren von f. Fiir v €
flv) = xv = fiv).

f und fT stimmen also fiir die Eigenvektoren aus der ONB iiberein. Dann stimmen die

Abbildungen f und fT selbst iiberein.

Die in (F) konstatierte Eigenschaft ,,T" unitér” folgt aus (E) so, dass T~! die Eigenvektoren
als Spalten enthélt. Diese bilden aber eine Orthonormalbasis. Mit 7~! ist auch 7" unitér.
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19.6.3 Folgerung: Charakterisierung hermitescher Matrizen

Fiir eine Matrix in A € C™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) A ist hermitesch.

(B) Esist A= Al

(C) A ist normal, alle Eigenwerte sind reell.

(D) Es existiert eine unitidre Matrix T, so dass
D =T-AT"

eine reelle Diagonalmatrix ist.

19.6.4 Beweis

Im wesentlichen muss nur Satz 19.6.1 auf diese Situation angewandt werden. Die in (F)
konstatierte Eigenschaft ,, 7" unitir” folgt aus (E) dadurch, dass T~! die Eigenvektoren
als Spalten enthilt. Diese bilden aber eine Orthonormalbasis. Mit 7! ist auch 7" unitér.

19.6.5 Definition und Satz: Schief-hermitesche Endomorphismen

Fiir einen Endomorphismus f im unitédren Vektorraum sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(A) f heiit schief-hermitesch

(C) Fiir alle u,v € V gilt
(f(w),v) = —=(u, f(v))

(D) Ist B eine geordnete Basis von V, so ist die Darstellungsmatrix schief-hermitesch
fes = —fkg

(E) f ist normal, alle Eigenwerte sind rein imaginér.
(F) i- f ist hermitesch.

Der Beweis der Aquivalenzen (B) & ... & (F) erfolgt vollkommen analog zu dem von
Satz 19.6.1. Die Aquivalenz zu (F) ist ganz einfach nachzurechnen.
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19.6.6 Folgerung: Charakterisierung schief-hermitescher Matrizen

Fiir eine Matrix in A € C™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(A) A ist schief-hermitesch.
(B) Esist A = Sy

(C) A ist normal, alle Eigenwerte sind rein imaginér.

(D) Es existiert eine unitidre Matrix 7', so dass
D =T AT

eine rein imagindre Diagonalmatrix ist.
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20 Endomorphismen im euklidischen Vektorraum

20.1 Orthogonale Endomorphismen

20.1.1 Satz: Charakterisierung orthogonaler Endomorphismen

Die folgenden Aussagen iiber eine Abbildung f : V' — V in einem (reellen) euklidischen
Vektorraum sind dquivalent:

(A) f heiit orthogonal.
(B) f ist bijektiv mit f~! = fT.

(C) Das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren u,v € V wird durch f nicht veridndert:
(f(u), f(v)) = (u,v).
(D) Die Lange (Norm) eines beliebigen Vektors v € V' wird durch f nicht verdndert:

LF@I =l fiiralle veV.

(E) f bildet eine ONB auf eine ONB ab.

(F) Ist B eine geordnete Basis von V| so ist die Darstellungsmatrix fzp orthogonal, d.h.
sie ist reguldr mit

-1 T
fBB = fBB'

20.1.2 Beweis

Er erfolgt vollkommen analog zu dem von Satz 19.5.1.

20.1.3 Folgerung

Ist eine Abbildung f : V' — V orthogonal, so wird der Cosinus des Zwischenwinkels von
zwei beliebigen Vektoren durch f nicht veréndert:

cos<t(f(u), f(v)) = cos<(u,v) fir alle u,v € V.

20.1.4 Beweis

Das ist klar aufgrund der Beziehung zwischen Cosinus und Skalarprodukt

cos<((f(u), f(v)) = (), f(v)) = {u, v) = cos <(u,v).

V@), f)v/{f(v), f(v)) {u, u)/(v,v)
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20.1.5 Folgerung: Charakterisierung orthogonaler Matrizen

Fiir eine Matrix in A € R™*" sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(A) A ist orthogonal.
(B) A ist reguldr mit A=t = AT,

(C) Die Spaltenvektoren von A bilden eine ONB fir (R",(-,-)), wobei (-,-) das
Standard-Skalarprodukt ist.

(D) Die Zeilenvektoren von A bilden eine ONB fiir (R'*™ (-,-)), wobei (-,-) das
Standard-Skalarprodukt ist.

20.1.6 Beweis

Er erfolgt vollkommen analog zu dem von Folgerung 19.5.4.

20.1.7 Satz: Die orthogonale Gruppe O(V)

Die Menge der orthogonalen Abbildungen in einem euklidischen Vektorraum V' bildet
unter Hintereinanderausfithrung eine Gruppe. Sie wird mit O(V') bezeichnet.

20.1.8 Beweis
Analog zu dem Beweis des Satzes 19.5.6.

20.1.9 Satz: Die spezielle orthogonale Gruppe SO(V)

(i) Fiir einen orthogonalen Endomorphismus f gilt det f € {+1,—1}.

(ii) Die Teilmenge von O(V') der orthogonalen Abbildungen mit Determinante +1 bildet
eine Untergruppe von O(V). Sie wird mit SO(V') bezeichnet.

20.1.10 Beweis

Analog zum Beweis des Satzes 19.5.8.
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20.2 Orthogonale Endomorphismen im euklidischen R?
20.2.1 Einfiihrung

Es sei

a b
v ()
ein orthogonaler Endomorphismus in dem mit dem Standard—Skalarprodukt versehenen

euklidischen Vektorraum V = R2.

Uberlegen Sie mittels Anschauung: Wie schaut eine lingen- und winkelerhaltende lineare
Abbildung im R? aus?

20.2.2 Uberlegung

(1) Die Orthogonalititsbedingung an den Endomorphismus l4sst sich in den beiden For-
meln

I = AT. A und I = A- AT
darstellen. Ausgeschrieben lauten diese beiden Bedingungen
10 - a c\ (ab - a’+c? ab+cd
01 n b d c d N ab+cd b+ d?
10 - a b\ (ac - a’>+b* ac+bd
01 B c d b d n ac+bd A+d* )’
wir erhalten insgesamt sechs Gleichungen
a> 4+ =
V+d® =
a®+ b =
A+ d =

ab+cd =
ac+bd = 0

O = = = =

(2) Daraus folgen die Gleichungen
a? = d ¥ o=
und damit die vier Félle
a = =£d b = =
(3) Die beiden Félle
a=+d # 0  UND b=+4c#0

a=—d # 0 UND b=—c#0
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widersprechen den Gleichungen mit den ,,gemischten” Gliedern in (1). Es kénnen also nur
die beiden anderen Fille

a = +d UND b= —c ODER
a = —d UND b = +c
eintreten.

(4) Die Aussage in (3) bedeutet, dass die Matrix A die Form

A:(a—c) oder A:(a c):(l 0)(@—0)
c a c —a 0 —1 c a
—_—— ~

-~ -~

=D =:

t
Il
O

mit a? + ¢ = 1 hat.

(5) Man kann umgekehrt nachrechnen, dass Matrizen dieser Form orthogonal sind.

20.2.3 Satz und Definition: Charakterisierung von Drehmatrizen

Die folgenden Aussagen iiber eine Matrix D € R?*? sind dquivalent:
(A) (Def) D heifit Drehmatriz im R?.
(B) D € SO(R?), d.h. D ist orthogonal mit Determinante +1.

(C) Esist

D = (i _ac) mit a,c € R und a*+c*=1.

(D) Es existiert ein ¢ € R, so dass
D — cosp —singp
N singp  cosp

Diese Matrix dreht einen beliebigen Vektor um den Winkel ¢ (in Richtung es — €1),
das heifit D ist eine Drehmatrix.

(E) Wird D als Matrix in C**? aufgefasst, so hat D zwei Eigenwerte und Eigenvektoren

(itber C):
o() = (i) 2(h) = (L),
1 1 —1 —1
wobei
)\1 = )\_2 und |/\1| = |)\2’ =1

gilt. Insbesondere ist D iiber C diagonalisierbar.
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(F) ,,Identifiziert” man die Ebene R? mit der komplexen Zahlenebene C mittels der
bijektiven Abbildung

R? —» C

<x) = T4y
y b

so korrespondiert zum Endomorphismus D : R? — R? die Multiplikation in C mit
einer Zahl

d = cosp+ising, mit ¢ € R.
auf dem Einheitskreis.

Zusatz: Die beiden Zahlen ¢ in (D) und (F) konnen iibereinstimmend gewéhlt werden.

20.2.4 Beweis

(B) = (C): Das wurde in den dem Satz vorhergehenden Uberlegungen dargelegt.
(C) = (B) Die Gleichung D~ = DT ist leicht nachzurechnen.
(C) < (D): Das ist letztlich eine Aussage der Analysis.
(C) = (E): Setze Ay = a —ic und \y = a + ic.
(D) & (F): Es ist

p. (% B cospr —sinpy

Y N sinpx + cospy
(cosp+ising) - (z+iy) = (cospx—sinpy)+i(sinpx + cospy).

(E) = (C) Wir setzen D als reelle 2 x 2-Matrix an:

p=(20)
zZ W
Mit Ay = a — ic gilt dann:
T+ 1y - Ty 1 B . 1 - a —ic
<z+iw> N (z w>(2) = (e ZC)(Z’) N (c+ia)'
Daraus folgt, dass D die Darstellung in (B) hat. Es ist weiter a® + ¢ = [A\]? = 1.

20.2.5 Diagonalisierbarkeit

Diagonalisierbarkeit iiber R einer Matrix aus SO(R?) liegt genau dann vor, wenn die in
Aussage (E) genannten Eigenwerte reell sind:

Al = M E {—1,+1}
In diesen Féllen ergibt sich:

10 -1 0
D:<01>:] bZW.D:(O_l):—].

Die zweite Abbildung ist die Punktspiegelung mit 0 als Zentrum.
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20.2.6 Definition Spiegelungsmatrix

Eine Matrix S € R?*? heifit Spiegelungsmatriz, wenn sie die beiden Eigenwerte +1 und
—1 hat. Der Eigenraum Eig(S, +1) heifit die Spiegelungsachse.

20.2.7 Satz: Charakterisierung von orthogonalen Matrizen im R?

Die folgenden Aussagen iiber einen Endomorphismus A : R? — R? sind Aquivalent:
(A) A € O(R?), d.h. A ist orthogonal. Sieche auch Folgerung 20.1.5.
(B) Es ist

A = D oder A = D-8S,

wobei D eine Drehmatrix und S eine Spiegelungsmatrix ist.

(C) Es ist
A = D oder A = S-D,

wobei D eine Drehmatrix und S eine Spiegelungsmatrix ist.

(D) Es ist
A = (a—c) oder A:<a c)
c a c —a
—_——
=:D
mit >+ = 1.

20.2.8 Beweis

Die Aquivalenzen (A) < (B) < (D) sind in den Uberlegungen in Abschnitt 20.2.2 be-
griindet. Die Aquivalenz zu (C) ist leicht nachzurechnen.
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20.3 Normalform eines orthogonalen Endomorphismus

20.3.1 Satz: Invarianz von orthogonalen Komplementen

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Ist f selbstadjungiert, schief-selbstadjungiert oder
orthogonal, so gilt

U f-invariant = U" f-invariant.

20.3.2 Beweis

Es sei U f-invariant und v € U~ beliebig. Die Aussage f(U+) C U+ ist jeweils bewiesen,
wenn wir

(f(v),uy = 0 firalleueU
zeigen konnen.

(1) Ist f selbstadjungiert, so gilt fiir alle u € U:

(f(v),u) = (v, f(u))=0.
~~
U

(2) Wenn f schief-selbstadjungiert ist, so geht das (fast) ganz genauso:

(3) Es sei jetzt f orthogonal. Da f bijektiv ist, gilt allgemein dim f(U) = dim U. Des-
wegen folgt aus f(U) C U sogar f(U) = U, damit gilt aber auch f~1(U) = U. Siehe
Fufinote !

Jetzt konnen wir schlieflen:

(f)u) = (v, f(w) = (v, f(u)) = 0.
cU

20.3.3 Beispiel
Im R? mit dem Standard-Skalarprodukt sind die beiden Unterriume

U = (1), Ut = (&)
orthogonale Komplemente zueinander. Die Matrix
11
0 1

lisst U = (e;) invariant, nicht aber U+ = (e5).

st f: R — R die bijektive Halbierungsabbildung, so gilt 2Z C f(27).
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20.3.4 Satz

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum und f : V' — V ein orthogonaler Endomorphismus.
(i) Das charakteristische Polynom x zerfillt iiber C bzw. R wie folgt:
W@ = @=A)@=X) - (=A@ =X (2= 1) (1)
= (@*=2ReA +1)-...- (2> =2ReA, +1)- (z — 1) (z + 1)".
Es existieren also

2r echt komplexe Eigenwerte A\, A1, ..., A, A, mit Betrag 1,
s Eigenwerte gleich 1,
t Eigenwerte gleich —1.

(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis B von V', bzgl. der die Matrixdarstellung fzp
die folgende Form hat:

A

fep =

—1

mit r orthogonalen 2 x 2-Matrizen Aj, wie sie in Satz 20.2.7 beschrieben wurden,
sowie s Einsen und ¢ Minus-Einsen.

20.3.5 Beweis

(i) Es sei A= fsg € R C C™™ die Matrixdarstellung von f bzgl. einer geordneten
Orthonormalbasis B. Als komplexe Matrix ist dann A unitér. Die Eigenwerte unitérer

Matrizen haben Betrag 1. Dies gilt dann auch fiir den Endomorphismus f. Es folgt die
Aussage iiber das charakteristische Polynom.

(i)
(1) Zu den beiden Eigenwerten 1 und —1 existieren jeweils Eigenrdume Eig(f, —1) und

Eig(f,+1). Sie haben jeweils eine ONB und sind orthogonal zueinander. Dies liefert den
Diagonalmatrix-Block unten rechts in der Matrix fgg.

(2) Das orthogonale Komplement
W= (Big(f,—1) & Eig(f, +1))*
ist f-invariant. Die Einschrdnkung g von f auf W hat das charakteristische Polynom

Xo(z) = (@=M)(@—X) - ... (z=A)(@—X).
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Es sei nun A = ggp die Darstellungsmatrix fiir g bzgl. einer geordneten ONB B von W.

(3) Zu dem echt komplexen Eigenwert A = A gibt es einen komplexen Eigenvektor w, so
dass

Aw = Aw Aw = Aw.
Es seien die reellen Vektoren u, v definiert durch
u = Rew v = Imuw.
(4) Wir zeigen, dass (u,v) = 0. Zunéchst gilt:
No(wow) = Qwdw) = (f(w), f(w) = (w,w).

Da A% # 1 ist, muss (w,w) = 0 sein. Dies ist kein Widerspruch zur Positiv-Definitheit des
bilinearen euklidischen Skalarprodukts, da w ein komplexer Vektor ist.

Weiter ist dann

4i{u,v)y = (u+iw,u+w) — (u—iv,u—iv) = (w,w)— (w,w) = 0.

(5) Auflerdem gilt:

Au = A(Rew) = Re(Aw) = Re(Mw) = (ReAu— (ImA\)v

Av AImw) = Im(Aw) = Im(Aw) = (ImA)u+ (ReX)o.

Der durch u,v aufgespannte Unterraum von W ist also A-invariant. Die Einschrankung
auf diesen Unterraum ist die im Satz beschriebene orthogonale 2 x 2-Matrix Aj.

(6) Fithrt man dieses Verfahren fiir alle Eigenwerte Ao, ..., A, fort, so erhélt man die
Aussage des Satzes.
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20.4 Symmetrische und schiefsymmetrische Endomorphismen

20.4.1 Definition und Satz: Symmetrische Endomorphismen

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Fiir einen Endomorphismus f : V' — V sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(A) f heifit symmetrisch oder selbstadjungiert.
B) f = [
(C) Fiir alle u,v € V gilt

(f(u),v) = (u, f(v))

(D) Ist B eine geordnete Orthonormalbasis von V', so ist die Darstellungsmatrix sym-
metrisch

e = f gB
(E) f ist diagonalisierbar, alle Eigenwerte sind reell.

20.4.2 Beweis
Die Aquivalenzen (B) < (C) < (D) zeigt man wie im Beweis von Satz 19.6.1.

(D) = (E) Die Matrix fgp € R"™™ ist symmetrisch und daher als Matrix fgg € C**"
Hermitesch. Nach Satz 19.6.1 ist die Hermitesche Matrix fpp iiber C diagonalisierbar mit
Eigenwerten aus R.

Ist v € Eig(f, \;) € C", so gilt wegen
fepv = fepv = Av = A\D

auch v € Eig(f, \;) C C". Das bedeutet aber, dass man die komplexen Eigenvektoren in
einer ONB durch ihre Realteile und/oder Imaginérteile ersetzen kann. Es existiert also
auch eine ONB aus reellen Eigenvektoren.

Insgesamt ist also fpp iiber R diagonalisierbar.

(E) = (D) ist trivial.

20.4.3 Definition und Satz: Schiefsymmetrische Endomorphismen

Fiir einen Endomorphismus f im unitdren Vektorraum sind die folgenden Aussagen édqui-
valent:

(A) f heifit schiefsymmetrisch

(C) Fiir alle u,v € V gilt

(f(u)v) = —(u, fv))
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(D) Ist B eine geordnete ONB von V| so ist die Darstellungsmatrix schiefsymmetrisch
fee = —fks

Der Beweis erfolgt vollkommen analog zu dem von Satz 20.4.1.
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21 Dualitat

21.1 Der duale Vektorraum

Es sei V' ein K-Vektorraum. Meist werden wir es mit dem Fall dim V' < oo zu tun haben.
Ein Skalarprodukt muss nicht vorhanden sein.

21.1.1 Definition
Die Menge
V' = L(V,K) = {ala ist lineare Abbildung von V nach K}

tragt die Struktur eines K-Vektorraums. Er heifit der zu V' duale Vektorraum oder Dual-
raum. Seine Elemente heiflen Linearformen auf (iiber) V.

21.1.2 Definition: Duale Basis

Es sei in dem n-dimensionalen Vektorraum V eine geordnete Basis B = (vy,...,v,) gege-
ben. In Abhéngigkeit davon definieren wir die Linearformen vj, ... v} durch die Vorgabe
der Bilder auf der Basis B:

* e 1 = 7=k
vi(ve) = O = {0 ik

Man beachte, dass die Definition von v} von der ganzen geordneten Basis B — und nicht
etwa nur von dem einzelnen Vektor v; € B — abhingt.

21.1.3 Satz und Definition: Duale Basis

Das n-Tupel B* = (vf,...,v}) ist eine geordnete Basis von V*.

Es heifit die zu B duale geordnete Basis.

21.1.4 Beweis

Fiir eine beliebige Linearform a € V* machen wir den Ansatz
a = vy + ...+ o).
Bei Anwendung dieser Linearform auf den Basisvektor vy gilt

a(vg) = (o] + ...+ a,v))(vg)
= ovy(vg) + ...+ auur(vg) = ag
Das bedeutet zunéchst, dass die oy, eindeutig bestimmt sind, B* ist also linear unabhéingig.

Setzt man umgekehrt im Ansatz ay = a(vy), so ist die Gleichung bei Anwendung auf
alle vy, erfiillt, sie stimmt also als Gleichung zwischen Linearformen. Dies bedeutet, dass
B* ein Erzeugendensystem fiir V* ist.

21.1.5 Folgerung
(i) Zu jedem Vektor v € V' \ {0} gibt es ein a € V* mit a(v) # 0.

(ii) Esist dim V* =n.
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21.1.6 Beweis

(i) Man setze v; = v und ergénze die Menge {v; } zu einer Basis B von V. Fiir das Element
v} der dualen Basis gilt dann v} (vy) = 1.

21.1.7 Definition
Ist U C V eine Teilmenge von V', so heifit die Teilmenge
U = {a€V*a(u) = Ofiiralleuec U} C V*

der Annihilator von U.

21.1.8 Satz: Dimension des Annihilators

Die Teilmenge U° ist ein Unterraum von V*. Ist U ein Unterraum, so gilt
dimU° = dimV —dimU

21.1.9 Beweis

(1) Sind a,a € UY, so gilt fiir alle u € U
(oa+aa)(u) = aalu)+aa(u) = 0,

also ca+aa € U°.

(2) Man betrachte eine Basis
By = Av,...,u} von U
und ergénze sie zu einer Basis
By = {vi,..., 00,001, ., 00} von V
(3) Wir iiberzeugen uns nun davon, dass die Teilmenge
R R Wl
eine Basis von Uj ist.
(3a) Die lineare Unabhéngigkeit ist klar.
(3b) Wegen v}(vx) =0 fiir j =7+ 1,...,nund k =1,...,7 ist (Byo) C U°.
(3c) Ist @ € U, so gibt es eine Basisentwicklung bzgl. Bj,

a = v+ ...+ o+ Qv oy
Setzt man hier die Vektoren vy, ..., v, ein, so folgt a; = ... = a, = 0 und deshalb
_ * *
a = QiU+ ...+ U,

Wir haben also U° C (Byo) gezeigt.
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21.2 Der duale Homomorphismus
21.2.1 Definition: Der duale Homomorphismus
Es sei f:V — W ein Homomorphismus zwischen zwei K-Vektorrdumen.

Ist a € W* gegeben, so ist die lineare Abbildung

JV = K
f{ v = a(f(v))

ein Element von V*. Wir definieren nun den dualen Homomorphismus

I wr* — v
' a — aof.

Er bildet also Linearformen iiber W auf Linearformen iiber V ab.

21.2.2 Satz: Dualisierung entspricht Transponierung

Es seien V. W zwei K-Vektorrdaume und V*, W* die dazu dualen K-Vektorrdume mit
dimV = dim V* = n sowie dim W = dim W* = m.

Sie seien mit geordneten Basen B fiir V', C fiir W, B* fiir V* und C* fiir W* ausgestattet.

Die Darstellungsmatrix fop € K™*™ fiir einen Homomorphismus f : V' — W und die
Darstellungsmatrix fg... € K"*™ fiir den dazu dualen Homomorphismus f*: W* — V*
sind transponiert zueinander:

T
fE*C* = fCB-

21.2.3 Beweis

Es seien
B = (v1,...,v,), C = (wy,...,wpy)
B* = (vj,...,v}), cr = (wi,...,w})

die im Satz genannten geordneten Basen. Die j-te Spalte der Matrix A = fop enthélt die
Entwicklungskoefizienten von f(v;) bzgl. der Basis C":

f(’Uj) = ;W + ...+ Qo j Wi«

Die k-te Spalte der Matrix A* = f}... enthélt die Entwicklungskoeffizienten von f*(wj)
bzgl. der Basis B*:

frlwp) = apor + .o 4 apy

Wir setzen die obere Gleichung ein in wj, die untere wenden wir an auf v;. Dann erhalten
wir

wi(f(v)) = ax

[ (wi(vy)) = aj,

GeméiB Definition von f* stimmen die linken Seiten iiberein, deshalb dann ay; = aj.
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21.2.4 Satz: Dualisierung ist Involution

(i) Fiir einen Homomorphismus f: V — W gilt
f) = f

(ii) Fir zwei Homomorphismen f : V' — U und g : U — W zwischen drei Vektorraumen
gilt

(gof) = [royg
Die beiden Eigenschaften driicken aus, dass Dualisierung eine Involution ist.

21.2.5 Beweis
Beide Aussagen folgen sofort aus Satz 21.2.2.

21.2.6 Satz: Kern und Bild des dualen Homomorphismus

Es seien V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume und V*, W* die dazu dualen
K-Vektorrdume.

Dann gilt

(im f)* = (ker f)°
(ker f)* = (imf)o

21.2.7 Beweis
(1) Es sei a € im f*. Dann gibt es b € W* mit a = f*(b).
Ist v € ker f, so gilt dann

a(v) = (f'b)(v) = b(f(v)) = 0.

Das bedeutet aber a = 0, weiter a € (ker f)°.

ker f

(2) Es sind Basen wie folgt vorhanden

B = {v1,. .., 00, Us1, -, Un}y ker f = (Upy1,...,0n)

C = H{wy,...,w,Wpp1,..., w5}, imf = (wy,...,w.).

Ist nun a € (ker f)?, also a

= 0, so definieren wird b € W* durch

ker f

B a(vy), fallsi=1,...,r
bwi) = { 0, fallsi=r+1,...,m.

Es ist dann

B b(w;)) = b(f(v)), fallsi=1,...,r
alvi) = { 0 = b(f(v)), falli=r-+1,...,n
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Das bedeutet a = bo f = f*(b) und demzufolge a € im f*.

(3) Sei b € im f*, das heifit f*(b) = 0. Zu beliebigem w € Im f existiert v € V mit
w = f(v). Dann

b(w) = b(f(v)) = f(b)(v) = 0.

also insgesamt bl , = 0, d.h. . b€ (im f)°.

(4) Sei b € (im f)°, d.h. bl » = 0. Dann ist fiir alle v € V
) (w) = b(f(v)) = 0.

Insgesamt also f*(b) = 0, demzufolge b € ker f*.
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21.3 Der biduale Vektorraum
21.3.1 Definition: Die Evaluation

Es sei V' ein K-Vektorraum. Ein fester Vektor v € V' kann in eine beliebige Linearform a
iitber V' eingesetzt werden. Auf diese Weise ist eine Abbildung

{ Ve —» K
Ey
a — a(v)
definiert. Wir nennen sie Fvaluation (von a) an der Stelle v.

Diese Situation ist etwas ungewohnlich. Wir betrachten nicht mehr die Vektoren v € V
als Objekte und die Linearformen a € V* als Abbildungen, sondern umgekehrt: Die
Linearformen a € V* sind die Objekte, die Vektoren v € V werden zu Abbildungen &,
auf V™.

21.3.2 Der Bidualraum

Der Vektorraum der Linearformen auf V* hei3t der biduale Vektorraum oder Bidualraum.
Er wird — naheliegend — bezeichnet mit

Die Abbildung ¢, ist linear und damit ein Element von V**. Sieht man jetzt auch das v
als variabel an, so haben wir es insgesamt mit einer Abbildung

- V =
v o= gy,

zu tun. Sie ist ohne Zweifel linear.

21.3.3 Satz:
Ist V' endlich-dimensional, so ist die Abbildung

e: V-V

ein (nattrlicher) Isomorphismus.

21.3.4 Beweis
Wir wissen bereits (21.1.5 (ii)), dass dim V** = dim V* = dim V.
Ist e, fiir ein v € V' die Null-Linearform auf V*, so ist fiir alle b € V*

bv) = e,(b) = 0.

GeméiB Folgerung 21.1.5 (i) gibt es aber zu jedem v # 0 eine Linearform in b € V* mit
b(v) # 0. Es bleibt also nur, dass v = 0 ist.

Demzufolge ist ¢ injektiv, wegen der Gleichheit der Dimensionen von V' und V** dann
auch bijektiv.
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21.3.5 Identifizierung

Es ist allgemein {iiblich, bei Vorliegen eines natiirlichen Isomorphismus € : M — N zwi-
schen zwei mathematischen Strukturen (Mengen), die einander durch & zugeordneten
Elemente von M und N zu identifizieren, d.h. als gleich anzusehen.

Im hier vorliegenden Fall heifit das, dass wir zwischen v € V und ¢, € V** nicht unter-
scheiden. Eine Linearform auf V* wird einfach durch den Vektor aus V' beschrieben, der
diese Linearform durch ,,eingesetzt werden” hervorbringt:

Vr o K Ve o K
Ep v
a +— a(v) a — a(v)

Auf diese Weise werden auch die Mengen V' und V** gleich:
Ve =V
Der natiirliche Isomorphismus zwischen diesen beiden Mengen wird ,,iiberfliissig”.

Durch diese Sichtweise werden die Rollen von V und V* | gleichberechtigt” bzw. ,,sym-
metrisch zueinander”. Dies kommt durch die bilineare Abbildung bzw. Schreibweise

VxVs — K
(’){ (v,a) = (vja) = alv) = &,(a)

zum Ausdruck. Im englischen spricht man hier von einem “pairing” zwischen V' und V*.

Beachte aber den Unterschied zum Skalarprodukt auf einem Vektorraum: Das ist eine
bilineare Abbildung V' x V — K.

Der néichste Satz erhilt so eine besondere und kompakte Formulierung:

21.3.6 Satz: Der Doppel-Annihilator
Fiir einen Unterraum U C V und seinen ,,Doppel-Annihilator” U% C V** gilt

ur = U.
21.3.7 Beweis
Wir schlielen mit Satz 21.1.8, dass

dmU” = dimV —dimU° = dimV — (dimV —dimU) = dimU.
Es sei jetzt v € U und a € U° beliebig. Dann ist

(ula) = alu) = 0,

da a im Annihilator von U enthalten ist. Die umgekehrte Deutung ist aber, dass u im
Annihilator von U° enthalten ist. Insgesamt ist so U C U und dann aufgrund der
Dimensionsgleichheit U = U%.
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22 Affine Riaume

22.1 Einfiihrung

Was sind freie Vektoren, Verschiebungsvektoren, Ortsvektoren, Punkte, Klassen parallel-
gleicher Pfeile,...7

22.1.1 Definitionen: Affiner Raum

Eine Menge P heit (reeller) affiner Raum der Dimension n, wenn es einen reellen Vek-
torraum V' der Dimension n gibt und eine Abbildung

JVxP = P
T (v,P) — 71,(P)=:P+w,

so dass die folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:
(1) Fiir jedes feste v € V ist 7, : P — P eine bijektive Abbildung.

(2) Zu P,Q € P gibt es genau ein v € V, so dass
.(P) = Q.

Dieser Verbindungsvektor v wird dann mit @ bezeichnet.

(3) Fiir v,w € V gilt:

Ty OTw = Totw-

22.1.2 Bemerkungen
(1) Die Elemente von P heilen die Punkte des affinen Raumes.
(2) Die Abbildung 7, heiBt Translation oder Verschiebung (in P) um den Vektor v.

(3) Deshalb kann der Vektorraum V auch als der Vektorraum der Translationen von P
bezeichnet werden.

(4) Man kann 7 auch auffassen als Abbildung

{ V. — F(P,P) (= Menge der Abbildungen P — P)
Vo= Ty

Man sagt dann auch, dass der Vektorraum V' auf P operiert.

(5) Die Schreibweise in der Definition von 7 macht bereits deutlich, dass man sich die
Operation von V' auf P vorstellen kann als eine Art Anheften des Vektorpfeils v an einen
Punkt P € P. Das Bild Q = P + v ist dann durch die Spitze des Pfeils festgelegt.

(6) Mit dieser Definition wird eine Unterscheidung von Punkten (den statischen Objek-
ten) und den Verschiebungen (den dynamischen Objekten) in der Geometrie moglich.
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22.1.3 Satz

Wird in P irgendein Punkt O (“Origin”) als Ursprung ausgezeichnet, so kommt dadurch
eine bijektive Abbildung

V = P
v = 7,(0)=0+v

mit Umkehrabbildung {7; : g—}g

zustande. Die Rdume sind ,,als Mengen gleich”. In diesem Zusammenhang heifit der Vektor
OP auch der Ortsvektor (beziiglich O) fiir den Punkt P.

Jeder affine Raum erbt also in gewisser Weise Strukturen von seinem Vektorraum V. Der
umgekehrte Sachverhalt kommt in dem folgenden Beispiel zum Ausdruck.

22.1.4 Beispiel

Jeder (reelle) Vektorraum V kann als affiner Raum P = V (mit sich selbst als
Translationenvektorraum aufgefasst werden. Die zugehorige Abbildung ist einfach durch

VxV = V
-
(v,w) = T(w)=:w+wv.

gegeben. Der kanonische Vektorraum R™ wird so zum kanonischen affinen Raum A™. Als
Ursprung wird hier oft der Punkt 0 gewéhlt.

Der wesentliche Unterschied von affinen Rdumen gegeniiber Vektorrdumen besteht darin,
dass in ihnen kein Nullpunkt von vornherein (auf natiirliche Weise) ausgezeichnet ist.

Unsere ,,Anschauungsrdume” der Dimension 2 (Zeichenebene) oder der Dimension 3 (der
Raum, in dem wir leben) werden geeigneter als Affine Rdume denn als Vektorrdume
modelliert.

Erste Beobachtungen und Rechenregeln werden in dem folgenden Satz zusammengefasst:

22.1.5 Satz

(i) Die Translationsoperation hat die folgenden Eigenschaften:

5 = ldp

-1
T, = Ty

(ii) Es seien P,Q, R € P. Fiir Verbindungsvektoren gilt:

PP = 0
PO +Ok — PR
QP = —PQ

(iii) Es seien P,@Q € P. Fiir Ortsvektoren gilt:

PG = 0G-O0P.
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22.1.6 Beweis (i) Es sei P ein beliebiger Punkt von P. Dann gilt:

o (P) € mg(P) = T3(P).

=

Da 75 geméafl Eigenschaft (1) bijektiv ist, konnen wir die Umkehrabbildung 5 L auf diese
Gleichung anwenden. Es folgt:

5(P) = P.

Also ist 75 die identische Abbildung von P.

Die zweite Aussage ist jetzt ganz einfach zu zeigen: Es gilt ndmlich
T_y0Ty, = T35 = idp und 7,07, = 75 = idp.

und das heifit, dass 75 die Umkehrabbildung von 7, ist.
(ii) Der Vektor @ ist geméaf (2) durch die Eigenschaft

Tre(P) = Q

eindeutig charakterisiert.

Dann folgt die erste Behauptung mit
ep(P) = P = 15(P).
Die zweite Behauptung sieht man so:
Troran(P) = Tan(tra(P)) = Ton(@) = R = 7en(R).

Die dritte Behauptung ergibt sich mit der ersten und zweiten so:

P+QP = PP = 0.

(iii) ist klar.
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22.2 Affine Unterraume
22.2.1 Definition

Es sei P ein affiner Raum mit Translationsvektorraum V. Eine Teilmenge Q C P heifit
affiner Unterraum von P der Dimension m, wenn es einen Punkt ¢ € Q und einen
Unterraum U C V mit dim U = m gibt, so dass

Q = Q+U = {Q+uucU}
Der Unterraum U ist durch Q eindeutig bestimmt, da dann
U = {PQIP.Q € Q).
Ein affiner Raum heif3t
e (Gerade, wenn seine Dimension gleich 1 ist,
e Fbene, wenn seine Dimension gleich 2 ist,
e Hyperebene, wenn seine Dimension gleich n — 1 ist.

Eine Menge {P}, die genau einen Punkt von P enthilt, ist ein 0-dimensionaler affiner
Unterraum.

22.2.2 Definition: Affine Basis

Ist Q ein affiner Unterraum eines affinen Raums P, so wihle dazu
e cinen Punkt P € @ und
e cine geordnete Basis B = (wy, ..., w,,) des zugeordneten Unterraums U von V.

Dann gibt es zu jedem Punkt @ € Q ein-eindeutig ein m-Tupel (pq,. .., un) € K™, so
dass

Q = P+ pmwi+ ...+ W,
In diesem Zusammenhang wird das (m + 1)-Tupel (P, wy,...,w,,) auch eine affine Basis

(oder ein affines Koordinatensystem) fiir Q genannt.

22.2.3 Definition: Parallelitiat

Zwei affine Unterrdume Q; und Qs heiflen parallel (zueinander), wenn fir die zugehorigen
Unterrdume U; und U, gilt:

U CU; oder U, CUy (%)

Symbolisch schreibt man fiir Parallelitit bzw. Nicht—Parallelitét:
Q1 || Qo Q1 J Qo

Gilt dim Q; = dim Qs, so ist die Bedingung () dquivalent zu
U, = Us.
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22.2.4 Definition: Windschief

Zwei affine Unterrdume Q; und Qs heilen windschief (zueinander), wenn

01NQYy, = J und Q9 ) Qs.

22.2.5 Bemerkung

Fiir zwei affine Unterrdume Q; und Qs mit dim Q; = dim Q, kann man dann die folgenden
Falle unterscheiden:

e Q) =

o Q) # Qo mit Q1N Qy # J.
e Q) # Qo mit Q || Qy,

e Qi windschief zu Q.

Betrachte als Beispiele Geraden und Ebenen im zwei- oder drei-dimensionalen Anschau-
ungsraum. Welche Félle konnen dann gar nicht auftreten?

22.2.6 Satz: LGS-Losungsmengen als affine Unterrdume

Wir konnen die Losungsmengen von Linearen Gleichungssystemen geometrisch beschrei-
ben. Es sei

Axr = b
ein lineares Gleichungssystem mit einer reellen m x n—Matrix A und einem Vektor b € R".

Dann ist die Losungsmenge £(A|b) genau dann nicht-leer, wenn
Rang(A|b) = RangA.

Ist die Losungsmenge nicht—leer, so bildet sie einen affinen Unterraum der Dimension
dim £(A|b) = n — RangA.

Die Gleichung Az = b heifit in diesem Zusammenhang auch einfach die Gleichung des
affinen Unterraums.
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23 Euklidische affine Raume

23.1 Einfiihrung
23.1.1 Definition: Euklidischer affiner Raum

Es sei P ein affiner Raum iiber R.
Ist auf dem zugehorigen R-Vektorraum V' der Translationen ein Skalarprodukt (-, -) ge-
geben, so heiflt P ein euklidischer affiner Raum.

Fiir zwei Punkte P, Q) € P heifit die nicht-negative reelle Zahl

PQ = d(P.Q) = |PQ| = \/(PQ.PQ)

der Abstand zwischen P und Q.

23.1.2 Beobachtung
Fiir alle P,Q, R € P gilt:

dPQ) = 0 < P = Q
d(P,Q) = d(Q,P)
d(P,R) < d(P,Q)+d(Q,R).

Die Funktion d : M x M — R{ ist also eine Metrik auf P, vgl. Definition 11.8.3.
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23.2 Abstand zu einem Unterraum

23.2.1 Satz und Definition: Der Lotfuflpunkt

Es sei Q ein m—dimensionaler affiner Unterraum von P und P € P. Die folgenden Aus-
sagen iiber einen Punkt L € Q sind dquivalent.

(A) (Def) Der Punkt L heifit Lotfufpunkt (bzgl. des Lots von P auf Q).

(B) Ist {wy,...,w,} eine Orthonormalbasis des Translationsvektorraums U von Q, so

gilt fiir alle Q € Q
QL = @P.wi)wi+ ...+ QP wy) wn,
d.h. Cﬁ ist die ,,senkrechte Projektion des Vektors Cﬁ auf Q.
(C) Es gilt (ﬁ, m) = 0 fiir alle @ € Q, d.h. PL steht senkrecht auf Q.

(D) Es ist ||ﬁ|| < ||@|| fir alle @ € Q\ {L}, d.h. L € Q ist ndher an P als alle
anderen Punkte von Q.

(E) Es gilt: HﬁH < HﬁH fir alle @ € Q, d.h. bei L wird der Abstand der Punkte
Q@ € Q zu P minimal.

Durch diese Aussagen ist der Punkt L eindeutig bestimmt.

23.2.2 Beweis
(B) = (C): Der Vektor m hat die folgende Entwicklung bzgl. der ONB

IO = (L0, w)w +...+ (LG, wn) wn,

was man leicht durch Skalarmultiplikation dieser Gleichung mit den Vektoren w; der
Orthonormalbasis nachweisen kann. Es gilt dann weiter:

(PL,IQ) = (PQ+QL,IQ) = (PQ,LQ)+ (QL,LQ)
2 (PO, IQ) + ({Q@P,wiwy + ...+ (@P, wn)wn, IG)
(PG, LO) + (QP,wi) (wy, LO) + . .. + (QP, wn) (wpn, LQ)
(PQ, LO) — (PG, w) (w1, LQ) — ... — (PG, w) (wyn, L)
(PG, LO — (w1, LQ)w1 — ... — (wy, LQ)w,) = (PG,0) = 0.
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(C) = (B): Der Vektor Qj ist in U enthalten, besitzt also eine Entwicklung bzgl. der in
(B) vorgegebenen Orthonormalbasis:

Cﬁ = )\1w1++)\mwm
Die Koeffizienten ergeben sich zu

A= (@QLw) = (@QP,w)+ (PLaw) = (QP,w,).
——

=0 wegen (C))
(C) = (D): Fir Q € Q\ {L} gilt:
IPQ|? - |PL|> = ||PL+LQ|* - |PL|?
— (PL+LQ,PL+LQ) — (PL, PL)
~ 2(PL,I0) + (LQ.LQ) = |LQ|’ > 0.

(D) = (E): Die Aussage (D) impliziert, dass Hﬁ” < ||@|| fir alle Q € Q. Das ist aber
gerade die Aussage (E).

(E) = (C): Fiir @ = L ist die Aussage (C) trivial. Sei also O.B.d.A. @ € Q\{L} beliebig.
Der Punkt R, definiert durch

_ (PLLQ)
PR = PL- 54 7@

ist wegen [7%) = P‘}% - ﬁ € Q ebenfalls in Q. Daher gilt mit (E)
P 2—P—L>2: ﬁ_(ﬁm>L Q_ﬁz
0 < [PR|*-|PLI* = | 7] LG|” - | PL|

(PLIG)  (PLIG) __(PLLQ)
(LQ.LO) +mm2.<m,m> - oo -V

Daraus folgt aber <FTL>, m> =0.
Die Eindeutigkeit folgt direkt aus Aussage (B).

= -2

23.2.3 Definition: Abstand Punkt — Affiner Unterraum

Ist Q ein affiner Unterraum von P und P € P ein Punkt, so heifit der Abstand zwischen
Punkt und zugehorigem LotfuBBpunkt

d(P,Q) := inf{d(P,Q)|Q € Q} = d(P,L)

der Abstand zwischen dem Punkt P und dem affinen Unterraum O.
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23.3 Hyperebenen und Normalenvektoren

23.3.1 Definition: Normaleneinheitsvektor

Es sei Q eine Hyperebene in P und U der zugehorige (n — 1)-dimensionale Unterraum
von V. Eine Orthonormalbasis B = {wy,...,w,_1} von U lésst sich durch einen Vektor
7 zu einer Orthonormalbasis von V' ergénzen. Er ist bis auf einen Faktor £1 eindeutig
bestimmt. Ein solcher Vektor 77 hat also die Liange 1 und steht senkrecht auf den Verbin-
dungsvektoren in Q, er heifit deshalb Normaleneinheitsvektor fiir Q.

23.3.2 Satz
Fiir den Abstand eines Punktes P € P von einer Hyperebene Q gilt

d(P.Q) = |(i, PQ)I,
wobei ) € Q beliebig ist.

23.3.3 Beweis

Ist ndmlich L € Q der zugehorige Lotfuipunkt, so stehen sowohl 77 als auch PL (geméB
obigem Satz) auf (allen Verbindungsvektoren innerhalb) der Hyperebene Q senkrecht.
Damit sind sie aber linear abhéngig.

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung bei linearer Abhéngigkeit, vgl. Satz 11.4.2 (iv), gilt
dann

d(P,Q) = d(P,L) = |PL| = ||-|PL| = |(#,PL)
— (i, PL) + (i, LQ)| = |(, PQ)|.

23.3.4 Hessesche Normalform

Ist P € Q ein fest gewdhlter Punkt in einer Hyperebene, so gilt fiir alle ) € Q
(ii,00 — OP) = 0.

Fiithrt man eine ONB in dem zugehorigen Translationsvektorraum U ein und ergénzt
sie durch 7 zu einer ONB von V', so kann diese Gleichung auch in Koordinatenform
aufgeschrieben werden.

Diese Gleichung heifit dann die Hessesche Normalform der Hyperebene Q.
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23.4 Isometrien

23.4.1 Definition

Eine Abbildung f : P — P in einem euklidischen affinen Raum heif3t eine Isometrie oder
Kongruenzabbildung, wenn

d(f(P), f(Q)) = d(P,Q) firalle P,Q € P.

23.4.2 Satz: Isometrien

(i) Translationen sind Isometrien.

(ii) Es sei D € P, die beiden Abbildungen f : P — P und f*: V — V seien durch die

Beziehung
= Df(P) fiiralle P€P

wechselseitig definiert.

Genau dann ist f eine Isometrie mit Fixpunkt D, wenn f* orthogonal ist.

(iii) Ist f eine Isometrie, so gibt es einen Vektor v und einen Punkt D € P, so dass

f = g°Ty,

wobei g eine Isometrie mit D als Fixpunkt ist.

23.4.3 Beweis
(i) Es ist
d(Tv(P)aTv(Q>) = ||TU(P)TU(Q || = ||Tv +@+m”
= |—v+ P+l = ||P‘c§||
(i) Es sei f eine Isometrie mit Fixpunkt D. Dann gilt fiir beliebiges veV,P = 1,D):

I1£@I = I#DP)| = IDFP) = IFDFP) = IDP| = |,

daraus folgt mit dem Satz uber die Eigenschaften orthogonaler Abbildungen (Satz 20.1.1),
dass f* orthogonal ist.

Ist umgekehrt eine Abbildung f* mit der im Satz angegebenen Eigenschaft gegeben, so
gilt:
Df(D) = f(DD) = fi(0) = 0 = f(D) = D.
AuBerdem ist
A(F(P),F(Q) = IFPYF@I = IFP)D+DF@) = |- #(DP)+ f4(DG)|
Hfﬂf@—ﬁ ~ |DG-DP| = PG|

(iii) Wahle als Vektor
v = fYD)D.
Dann gilt:
forw(D) = fof (D) = D.

Daraus folgt, dass g := f o7_, eine Isometrie mit Fixpunkt D ist.
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23.5 Anwendungen in der Elementargeometrie

Es sei P ein euklidischer affiner Raum, beispielsweise die klassische ,,Zeichenebene” der
Schulgeometrie.

Im folgenden seien A, B, C' € P. Man stelle sich ein Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C'
VOr.

23.5.1 Satz des Pythagoras

Es gilt die Aquivalenz
2

(AC,BC) = 0 «= AC +BC' = 4B

23.5.2 Beweis Aufgrund der Bilinearitiat des Skalarprodukts ist

AC" + BC' - AB° = (AC,AC) + (BC,BC) — (AB, AB)
— (AC,AC) + (BC,BC) — (AC — BC, AC — BC)
— 2(AC,BC)

Damit zeigt sich, dass der Satz von Pythagoras schon in der Definition des euklidischen
Skalarprodukts enthalten ist.

Die eigentliche Bedeutung des klassischen Satzes von Pythagoras liegt starker in der Fest-
stellung, dass die uns umgebende Welt durch das mathematische Modell des affinen eu-
klidischen Raums gut beschrieben ist.

23.5.3 Satz von Thales
Essei M = A+ %@ der Mittelpunkt der Strecke [AB].

Es gilt die Aquivalenz
MC = MA <« (AC,BC) = 0

Geometrisch: Der Innenwinkel bei C' ist genau dann ein rechter Winkel, wenn C auf dem
Kreis liegt, der die Strecke [AB] als Durchmesser hat.

C
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23.5.4 Beweis
(1) Aus der Definition von M folgt die (aus der Anschauung vollig klare) Tatsache, dass

B = A+AB = M+ LAB
und deswegen

VB = 1B = A = WA

(2) Die Aquivalenz geht nun aus der folgenden Rechnung hervor:

IMCP2 — |MA? = (MC,MC) — (MA, MA)
= (MC — MA,MC + MA)
(
(

MC — MA,MC — MB)

23.5.5 Satz: Schnittpunkt der Hohen in einem Dreieck

Die Hohen eines Dreiecks ABC schneiden sich in einem Punkst.

23.5.6 Beweis

ol

>
SH

@)

(1) Wir wéhlen irgendeinen Punkt O als Ursprung und bezeichnen die Ortsvektoren von
A, B,C mit @,b,c.
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Weiter bezeichnen wir mit £,, 6, ¢, € V' \ {0} Vektoren, die jeweils senkrecht (fotrecht)
auf den Seiten des Dreiecks stehen, d.h. die Eigenschaft

(0,,BC) = (6,,CA) = (I,,AB) = 0 (%)
haben.

(2) Wir berechnen den Ortsvektor ha des Schnittpunkts der Hohen auf a und b durch
den Ansatz

—

i_iab = d+ ,U/aga = 6—|— /,Lbé;,
Um 1, zu bestimmen, bilden wird das Skalarprodukt mit BC und beachten dabei (%):
@BC) = (5,BC)+ {6, BO)

Daraus folgt

(@—b,BC) (BA, BC)

" 0BG, (6 BO)

und weiter

. . (BABO) -
hab = b—’_W)_éb

(3) Die genau gleiche Prozedur — mit den Rollen von C' und A vertauscht — liefert den
Ortsvektor h. des Hohenschnittpunkt:

. (BC,BA4) -
hg = b—i-mgb

(4) Weiter gilt mit (x):
(6, BC) = (6, BA)+{0,AC) = (G, BA)

und damit ﬁab = ﬁcb.

—
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23.5.7 Satz: Schnittpunkt der Mittelsenkrechten in einem Dreieck

Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks ABC' schneiden sich in einem Punkt.

23.5.8 Beweis

(1) Wir wéahlen irgendeinen Punkt O als Ursprung und bezeichnen die Ortsvektoren von
A, B,C mit a,b,c.

Weiter bezeichnen wir mit ¢,, ¢, 0, € V \ {0} Vektoren, dic jeweils senkrecht (fotrecht)
auf den Seiten des Dreiecks stehen, d.h. die Eigenschaft

(., BC) = (5,,CA) = (I,,AB) = 0 (%)
haben.

(2) Wir berechnen den Ortsvektor 1, des Schnittpunkts der Mittelsenkrechten auf a und
b durch den folgenden Ansatz:

- _ b+e ;7 _ a+e 7
May = 35+ Hala = 55+ by

Die Lote werden jetzt also von dem Mittelpunkt der Seiten aus geféallt. Wir bilden wieder
das Skalarprodukt mit BC und beachten dabei wieder (%):

(B2 BC) = (Z£,BC) + m!ly, BC)

2 2

Daraus folgt:

— 1 J
o 5 <&7B>
und weiter
T = 504y VBEC)

" (i,BC)

(3) Die genau gleiche Prozedur — mit den Rollen von C' und A vertauscht — liefert den
Ortsvektor m,, des Schnittpunkts der Mittelsenkrechten

. (CB.BA) 7

a+c
T BA)

2

N =

Mep

(4) Weiter gilt mit (x):
(6, BC) = (b, BA) + (0, AC) = (0, BA)

und damit Mg, = Mep.

24 Nachtrag: Orientierung

In diesem Abschnitt ist der zugrundeliegende Korper der der reellen Zahlen: K = R.
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24.1 Orientierung eines R-Vektorraums

24.1.1 Einstieg

Wir betrachten zu einem gegebenen R-Vektorraum V' der Dimension n > 1 die Menge
aller geordneten Basen

G = {(vi,...,v,) € V" | {vy,...,v,} ist Basis }.

Die folgenden Aussagen iiber zwei geordnete Basen B = (vy,...,v,) und B= (U1, ..., Un)
sind dquivalent.

(A) (Def) B und B heifien gleich-orientiert.
(B) Der durch die Festlegung

f { Vo= Y . .
v; — v; firalleie{1,...,n}
definierte Automorphismus hat positive Determinante.
(C) Fiir die zugehorige Ubergangsmatrix gilt
det©gz,; > 0.

Es ist leicht zu sehen, dass diese Relation zwischen zwei geordneten Basen eine Aquiva-
lenzrelation auf G ist. Es zerfillt dann G in zwei Aquivalenzklassen

G = B UB.
Zwei geordnete Basen heiflen gleich-orientiert, wenn sie zur gleichen Klasse gehoren, an-
derenfalls verschieden-orientiert.

24.1.2 Definition: Orientierter Vektorraum

Wird in einem R-Vektorraum eine der beiden Aquivalenzklassen ausgezeichnet, so spricht
man von einem orientierten R-Vektorraum, symbolisch wird er als Paar (V, B) notiert.

Eine geordnete Basis B aus B heifit dann positiv orientiert.

24.1.3 Bemerkungen

1. Zu einem gegebenen R-Vektorraum V' gibt es also zwei orientierte R-Vektorraume.

2. Fiir zwei geordnete Basen, die die gleichen Vektoren enthalten, gilt

(1)1, . ,’Un) ~ (’2777(1), . ,’ﬁﬂ(n))

<= 7 ist eine gerade Permutation.

3. Die Vertauschung zweier Vektoren in einer geordneten Basis fiihrt zu einem Wechsel
der Orientierung.

4. Die Ersetzung eines Vektors in einer geordneten Basis durch seinen (additiv) inver-
sen fithrt zu einem Wechsel der Orientierung.

5. Ein reeller affiner Raum P wird zu einem orientierten affinen Raum, wenn der
zugeordnete Vektorraum V' der Translationen orientiert wird.
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24.1.4 Direkte Summe

Man kann die direkte Summe zweier orientierter Vektorrdume (V, B) und (V, B) dadurch

orientieren, dass man die Aquivalenzklasse der geordneten Basis von V @V auswéhlt, die
durch das Nebeneinanderschreiben von zwei geordneten Basen aus B bzw. B entsteht.

By = [(B,E)]a wobei B, B positiv orientiert.
Man schreibt dann
(V.B)&(V.B) = (VaV,Bs).

Aus dieser Gleichung ist auch ersichtlich, dass die Orientierung zweier dieser Rdume die
Orientierung des dritten nach sich zieht.

Genau dann, wenn beide Vektorrdume V_und 1% ungerade Dimension haben, sind die
beiden orientierten Vektorraume (V, B)@ (V, B) und (V, B) & (V, B) verschieden orientiert.

24.1.5 Orientierungerhaltender Isomorphismus

Ein Isomorphismus f : (V,B) — (V,B) zwischen zwei orientierten Vektorrdumen heift
orientierungserhaltend, wenn das Bild einer positiv orientierten Basis von V' wieder eine
positiv orientierte Basis von V ist.

Im anderen Fall heiflt f orientierungsumkehrend.

24.1.6 Orientierungerhaltender Automorphismus

Fiir einen Automorphismus f : (V,B) — (V, B) in einem orientierten Vektorraum sind die
drei folgenden Aussagen dquivalent:

(A) f ist orientierungserhaltend
(B) f ist bei Auswahl der anderen Orientierung orientierungserhaltend

(C) Esist det f > 0.

Die Eigenschaft , orientierungerhaltend” eines Automorphismus kann also gefasst werden,
ohne dass der Vektorraum V' orientiert sein muss.
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24.2 Orientierung des R"
24.2.1 Definition

Wihlt man fiir den R™ als Aquivalenzklasse von geordneten Basen diejenige aus, die die
kanonische Basis enthélt,

B = [(61, Ce ,en)],

so heiit (R™, B) kanonisch orientiert.

24.2.2 Beobachtung FEine geordnete Basis (vy,...,v,) von R™ ist also genau dann
positiv orientiert, wenn die zugehdrige Matrix der Spaltenvektoren positive Determinante
hat:

det(vy,...,v,) > 0.

Diese Zahl heifit auch das ,, Volumen des von (vy, ..., v,) aufgespannten Parallelepipeds”.

24.2.3 Orientierung des R3

Sind zwei Vektoren v, v, im kanonisch orientierten R? linear unabhingig, so ist die Basis
(v1, V2,11 X V2)

positiv orientiert. Die Definition des Vektorprodukts ist gerade so gemacht.

24.2.4 Orientierung von C

Fasst man C als 2-dimensionalen R-Vektorraum auf, so kann er — kanonisch — orientiert
werden durch Auswahl der geordneten Basis (1,7).
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24.3 Orientierung eines euklidischen Raums

24.3.1 Existenz einer positiv orientierten ONB

Es sei V' ein euklidischer n-dimensionaler Raum, der zusétzlich mit einer Orientierung
versehen sei.

Ist B’ = (v}, v}, ...,v)) eine Orthonormalbasis, die nicht positiv orientiert ist, so kann sie

rrn

durch Vertauschung der ersten beiden Vektoren in eine solche umgewandelt werden.

In jedem orientierten euklidischen Raum existiert also eine positiv orientierte ONB.

24.3.2 Die Gruppe S

Wir definieren die kommutative (und damit additiv geschriebene) Gruppe (S, +) als Quo-
tientengruppe der Gruppe (R, +) nach der diskreten Untergruppe

21Z = {z€R|Fke€Z: v =k 2r}.
Also
S = R/(272).

Die Elemente von S lassen sich eineindeutig durch reelle Zahlen in [0, 27| reprisentieren.
Wenn die Addition oder Subtraktion zweier Elemente einen Wert auflerhalb von [0, 27|
produziert, so muss er durch Addition von geeignet vielen Vielfachen von 27 wieder nach
[0, 27[ ,,zuriickgeholt” werden. Man rechnet ,;modulo 27”.

Man mache sich klar, dass ein Winkel ¢ € S durch den Vektor ( :?r?z ) € R? eindeutig

bestimmt ist.

24.3.3 Satz und Definition: Drehung
Es sei V' ein orientierter euklidischer Raum der Dimension 2.

Die folgenden Aussagen iiber einen Endomorphismus f : V' — V stimmen iiberein.
(A) f heifit Drehung.
(B) f ist orientierungserhaltend und orthogonal. Vgl. auch Abschnitt 24.1.6.

(C) Es gibt einen ,,Drehwinkel” ¢ € S, so dass bzgl. jeder positiv orientierten ONB
B = (wy, ws) gilt:

flwy) = COS ( Wy + sin p wy

flwg) = —siny wy + cosp we,

oder — dquivalent dazu —

cos — sin
fep = ( 14 ¥ )

sing  cosp

Beachte, dass diese Matrix — und damit der Drehwinkel — bereits durch einen
einzigen Vektor ungleich Nullvektor und Bildvektor festgelegt ist.
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24.3.4 Beweis

Er ist im wesentlichen mit Satz 20.2.3 erbracht.

24.3.5 Bemerkungen

(1) Man konnte in der Aussage (C) das ,,Minuszeichen beim Sinus” jeweils diagonal in
die andere Ecke verschieben. Dann ist der Drehwinkel ebenfalls eindeutig bestimmt, aber
gleich dem negativen des durch die urspriingliche Aussage bestimmten.

(2) Bemerkenswert an der Aussage (C) ist, dass sie fiir beliebige positiv orientierte ONBen
gilt.

(3) Wiirde man in der Aussage (C) des Satzes alle geordneten Basen — und nicht nur
die positiv orientierten — zulassen, so wiirde der Satz falsch sein. Man konnte dann
gleichzeitig den Drehwinkel ¢ durch —¢ und eine geordnete Basis (wy, ws) durch (ws, wq)
ersetzen. Um die Eindeutigkeit des Drehwinkels zu erzwingen, muss der Vektorraum V'
orientiert sein.

24.3.6 Satz und Definition: Winkelmaf3

Es sei V' ein orientierter euklidischer Raum der Dimension 2. Dann gibt es genau eine
Abbildung — das Winkelmafl —

w { AVEBP 8

(v,0) = p(v,v),
so dass die folgenden Aussagen erfiillt sind:

e Liangeninvarianz: Sind A, A > 0, so gilt

n(Av,A0) = (v, ).

Additivitét: Fiir drei Vektoren vy, vy, v3 € V'\ {0} gilt:

/‘L(vlv UZ) + ,LL(UQ, '03) = lu(vlu U3>'

Invarianz unter Drehungen: Ist D eine Drehung, so gilt fiir zwei Vektoren v,v €

v\ {0}

p(D(v), D@)) = p(v,v).

e Normierung: Fiir jede positive orientierte ONB (wy,wy) gilt p(wy, wa) = +7.

Stetigkeit: Die Abbildung u ist stetig. Das heifit, wenn

lo—2|| =0 und |[o—7] — 0, dann  p(v,0) — p(v',0") = 0.
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24.3.7 Beweis Existenz

Wir konstruieren die Abbildung fiir normierte Vektoren v, v. Mit Hilfe der Léngeninvarianz
kann sie dann fiir alle Vektoren ungleich Nullvektor fortgesetzt werden. Seien also v,v € V'
mit [|v]| = [[v]] = 1.

(1) Bzgl. einer positiv orientierten ONB B seien

)= (6) wa m@= (7).

Dann ist die Gleichung

v _ cosp —singp «

) a sinp  cosp B )
dquivalent zu

v B a —p cos

) N B« sin
und zu

cos B a f v

sin B -8 « 5 )

Es gibt also ein eindeutig bestimmtes ¢ € S, so dass v = D,(v), wobei D,, die in Satz 77
beschriebene Drehung mit Drehwinkel ¢ ist.

(2) Durch
p(v,v) = ¢, wobei U = Dy(v).

ist also das Winkelmafl wohldefiniert.

(3) Sind drei normierte Vektoren vy, vg, v3 mit
vy = Dy(v1) und wvs = Dy(vs)

und damit
vs = Dy(v2) = Dy(Dy(v1)) = Dyiy(vn)

gegeben, so gilt
p(v,v2) + (v, vs) = o4+¢ = plv,vs).

(4) Die Drehinvarianz ist offensichtlich.

(5) Ist (wq,ws) eine positiv orientierte ONB, so gilt mit Satz 77
Dg(wl) = cosjwy +sinfwy = wy

und damit pu(wy, wy) = 5.

2
(6) Den Uberlegungen in Schritt (1) kann die Stetigkeit der Abbildung

(0.3) = (0,8,7,0) = (cosp,sing) = @

entnommen werden.
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24.3.8 Beweis Eindeutigkeit

Es sei p die eben konstruierte Abbildung und g eine weitere Abbildung mit den im Satz
genannten Eigenschaften. Wir miissen zeigen, dass p(v,v) = p/(v,v) fiir alle normierten
v,v € V.

(1) Ist p(v,v) = 5 fiir ein n € N, so gilt Dv = v, wenn D = D = die Drehung um diesen
Winkel ist. Weiter ist dann
n- ' (0,0) = p(0,0) + @/ (Do, DV) + ... + /(D" v, D"'%)
= ¢/ (v, Dv) + p/(Dv, D*v) + ...+ /(D" v, D"v)
= WD) = f(0.D50) = plvw) = 3
= n-pv,0),

also

//(U?,ﬁ) - /1’(1)75)‘

(2) Es sei nun p(v,v) = %= fiir m,n € N. Wir definieren den Vektor w € V durch w = Duv,

wobei D = D = ist. Aufgrund von (1) ist dann
2n

/J(U, ’LU) = :u,<va w)

und weiter
M p(w) = me (o, w)
= (v,w)+ /' (Dv, Dw) + ...+ /(D™ v, D™ w)
= (v, Dv) + i/ (Dv, D*v) + ...+ /(D™ v, D™)
= :ul(vv D™v) = /“L/(U7%J)
also

w(v,0) = pv,).
(3) Es sei schlieBlich p(v,7) = a-§ mit a € R\ Q.
Da (v, ) surjektiv ist, gibt es zu jedem £ > 0 einen normierten Vektor w mit

(@, w)] < 5
W@ w)| < 5
und
lp(v,w)] = =%, wobei m,n € N.

Es ist dann p/(v, w) = p(v, w) und deshalb
(v, 0) = ' (v, 0)] = |[p(v,0) = p(v,w)] = [ (v, ) = p/ (v, w)]|
= |u(w,v) — 4/ (w,v)|
< Ju(w, 0) + |W'(w,0)] < e

Da diese Ungleichung fiir alle € > 0 gilt, muss

{(v,0) = p(v,0).
gelten.
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24.4 Orientierung der zweidimensionalen ,,Zeichenebene”

Als Modell fiir die aus der Schule bekannte Zeichenebene wéhlen wir einen (bis auf Iso-
morphie: den) orientierten euklidischen Raum der Dimension 2.
Die Zeichenebene wird durch Festlegung einer geordneten Basis

(v1,v2)

orientiert, die aus zwei senkrecht zueinander stehenden Vektoren besteht, so dass der
zweite Vektor aus dem ersten durch Drehung um 90 ° gegen den Uhrzeigersinn hervorgeht.

Die in der Schule und im Alltag hiufig anzutreffende Sprechweise, dass es sich bei ,,ge-
gen den Uhrzeigersinn” um den ,,mathematisch positiven Drehsinn” handelt, ist héchst
fragwiirdig, da diese ,,Situation aus der Wahrnehmung der Wirklichkeit” eben nicht inner-
mathematisch erfasst werden kann.

24.4.1 Achsenspiegelungen in der Zeichenebene sind orientierungsumkehrend.
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24.5 Orientierung des dreidimensionalen ,,Anschauungsraums”

24.5.1 Einstieg

Rene Descartes hat entdeckt, dass der uns umgebende Raum (bzgl. vieler Aspekte unse-
rer Wahrnehmung) durch den dreidimensionalen (affinen) euklidischen Raum modelliert
werden kann.

Eine Orientierung des Anschauungsraums sei durch eine der folgenden gleich-orientierten
geordneten Basen vorgenommen:

e (Daumen, Zeigefinger, Mittelfinger)  der vom Herzen abgewandten Hand

(
e (Blick nach vorne, Blick nach oben, Blick seitlich in Richtung , herzabgewandt”)
e (Minus Bewegung eines Elektrons, Richtung des Magnetfelds, Lorentzkraft)

(

Erdachse Nordpol — Siidpol, Radius Mittelpunkt — Eichstdtt, Bewegung
von Eichstétt aufgrund Erddrehung)

Man nennt diese Orientierung die Rechts-Orientierung.

24.5.2 Beispiel: Schrauben

Weltweit werden Schrauben aller Art (technisch, Wasserhdhne, Korkenzieher,. . .) so her-
gestellt, dass die durch sie definierte geordnete Basis

(Kopf — Spitze, radial nach aufien, Bewegung eines Punktes auf dem Umfang
beim Hinein- bzw. Zudrehen)

rechts-orientiert ist.

24.5.3 Beispiel: Spielwiirfel

Untersuchen Sie einen Spielwiirfel daraufhin, ob er bei Zuordnung einer geordneten Basis
mittels

(Mitte — 1-Seitenfliiche, Mitte — 2-Seitenfliche, Mitte — 3-Seitenfléche)

rechtsorientiert ist.

24.5.4 Ebenenspiegelungen im dreidimensionalen Raum sind orientierungsumkeh-
rend.



