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1 Einstieg ©

1.1 Ziele zum Geometrieunterricht
1.1.1 Personlich—psychologisch

Das mathematische Denken ist an Raumvorstellung und Raumorientierung ge-
kniipft. Eine Forderung des geometrischen Denkens ist zugleich Forderung des
mathematischen Denkens — und damit eines wesentlichen Anteils der , kognitiven
Personlichkeit”.

1.1.2 Sicht der Welt

e Geometrie in der Natur: Achsensymmetrie bei Schmetterlingen, festgelegte Formen
bei Kristallen.

e Geometrie im Alltag: Kuchenformen, Wohnzimmerparkett, DIN A Papier.
e Geometrie in der Kunst: Zeichnen, Bildhauerei, Architektur.
e Geometrie in der Technik:

— Handwerk: Fliesenlegen, Pflastern, Hausbau, Gartenbau, Tapezieren, Schrei-
ner.

— Technik: Maschinenbau, Fahrzeuge.

Viele andere Beispiele werden wir noch kennenlernen.

1.1.3 Im Hinblick auf die Propiddeutik und Grundlegung der ,,h6heren Mathe-
matik”

e Griechisch—klassische Mathematik,

e Geometrie ist in der Fachmathematik eng mit Analysis und Algebra verkniipft (Ana-
lytische Geometrie, Differentialgeometrie).

e Kombinatorik.

e Grundlegende Fertigkeiten des mathematischen Denkens (Abstraktion, Idealisie-
rung) werden gefordert.

1.1.4 Unterrichtsprinzipien Viele iibergeordnete Unterrichtsprinzipien lassen sich
zwanglos einbringen:

o Kreativitat: Vielfiltige Materialien kénnen eingebracht werden (Eine umfangreiche
Sammlung ist wunderbar).

e Handeln (Motorik): Umgang mit Lineal, Zirkel und anderen Zeichengeriten.

e Abwechslung von sonst eher strenger aufgebauten Lehrgéingen, ,,Farbe” in der Un-
terrichtsgestaltung.
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e Soziale Lernziele: Gruppenarbeit, Freiarbeit.

e Sprachliche Fertigkeiten im Hinblick auf die Beschreibung des uns umgebenden
Raumes.

e Fachiibergreifender Unterricht: Erdkunde, Werken/Textiles Gestalten, Kunst.

e Differenzierung: Beispielsweise erfahren rechenschwéchere Kinder Erfolg, damit Mo-
tivation und dann eine andere Sichtweise der Mathematik.

e Lernorte auflerhalb des Klassenzimmers finden Eingang in das Unterrichtsgeschehen:
Turnhalle, Schulhof, Gemeinde, Gebaude in der Stadt.

Im folgenden werden wir die geometrischen Teilgebiete, die in der Schule wirksam wer-
den, elementar—fachlich und dann im Hinblick auf Ideen zur schulpraktischen Umsetzung
beschreiben. Der Gesichtspunkt eines nach Jahrgangsstufen geordneten Lehrgangs tritt
hier nicht so klar wie bisher hervor.
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1.2 Ré&aumliche Vorstellung

1.2.1 Beschreibung Unter rdumlicher Vorstellung versteht man die Représentation
von Situationen und Prozessen in dem uns umgebenden Raum durch innere kognitive
Leistungen.

Kognitive
Leistungen
Raum
W/\
x
Individuum

1.2.2 Der ,,uns umgebende Raum” meint dabei genauer den dreidimensionalen
Raum, mit dem wir als Individuum dadurch interagieren, dass wir

e (INPUT) ihn mit Hilfe von Sinnesorganen wahrnehmen, insbesondere
— sehen (mit den Augen)
— tasten (mit Handen, Fiilen, Haut)

— horen (mit den Ohren)

— ein Gleichgewicht empfinden (Organ im Innenohr)
und
e (OUTPUT) in ihm mit Hilfe unseres ganzen Korpers operieren, insbesondere

— uns in ihm bewegen,

— materielle Dinge und Abldufe gestalten.

1.2.3 Die inneren kognitiven Leistungen umfassen dabei genauer
e die Herstellung innerer mentaler Objekte, beispielsweise von
— elementaren Handlungen
— Wortern, Sétzen, Sprache

— allgemeineren Symbolen

— mathematisch—abstrakten Objekten
e das Bewahren solcher Objekte (im Gedéchtnis)

e das Denken als kognitives Operieren (Kombinieren, Verkniipfen, Assoziieren) mit

den Objekten.
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Anregungen

Ist ein Parallelogramm symmetrisch?

Warum ist ein DIN A4 Blatt so und ,,net anders”?
Braucht man zum Wiirfeln unbedingt einen Wiirfel?
Beschreiben Sie mit Worten eine Wendeltreppe!

Warum vertauscht ein Spiegel ,,Links” und ,,Rechts”, nicht aber ,,Oben” und ,,Un-
ten”?

Mit welcher Drehrichtung 6ffnen Sie eine Schraube an Threm Fahrrad?
Mit welcher Drehrichtung spitzen Sie Thren Bleistift?

Ein Kind der fiinften Klasse fragt Sie nach dem Satz des Pythagoras?
Kann man den Boden eines Bades mit lauter gleichen Dreiecken fliesen?
Warum sind Kanaldeckel kreisférmig?

Ist der Regenbogen kreisférmig?

Sie drehen einen Spielwiirfel erst nach rechts, kippen ihn dann nach oben; bei ei-
nem anderen mit gleicher Ausgangslage fithren Sie die Bewegungen in umgekehrter
Reihenfolge aus. Sind anschlieBend beide Wiirfel in gleicher Lage?

Sie sehen einen Spielwiirfel an. Vorne ist ,,Eins”, ,,Zwei” ist auf der rechten Seite.
Welche Zahl ist oben?

Warum ist unsere Welt dreidimensional?

Beschreiben Sie mit Worten den Vorgang des Schuhebindens!

Welchen Winkel nimmt die Sonnenscheibe (oder Mondscheibe) am Himmel ein?
Welche n—zéhlige Drehsymmetrie sieht man bei Autorad—Felgen?

Was bedeutet geometrisch Friihlingsanfang, Sommeranfang, Vollmond, Neumond,
Sonnenfinsternis, Mondfinsternis ...?7

Warum gibt es Jagerstinde?
Konnen Sie ein Viereck mit einer Linie in drei Teile teilen?
Warum sind Spielkarten punktsymmetrisch?

Sind bei Thnen zu Hause alle Tiiren rechteckig?
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2 Die Zeichenebene — wesentliche Begriffe

2.1 Menge von Punkten ©
2.1.1 Punkte in der Zeichenebene
Die Zeichenebene E kann als Menge von unendlich vielen Punkten aufgefasst werden.

Dies ist alles andere als eine korrekte vollstdndige mathematische Definition. Innerhalb
der Fachmathematik wird die Zeichenebene als affine euklidische Ebene A% modelliert.

2.1.2 Unendlichkeit Die Zeichenebene enthilt in zweifacher Hinsicht unendlich viele
Punkte

e Sie ist ,,im Groflen” unendlich. Die Zeichenebene ist in alle Richtungen unendlich
ausgedehnt

e Sieist ,,im Kleinen” unendlich. Jede kleine Umgebung eines Punktes kann unendlich
vergroBert (herausgezoomt) werden.

Beide Unendlichkeitseigenschaften vereinfachen die mathematische Auseinandersetzung
mit der Geometrie. In der Wirklichkeit ,st683t die Unendlichkeit an Grenzen”. Zeichen-
bléatter, Landkarten oder Grundstiicke konnen weder unendlich ausgedehnt noch unendlich
vergrofert werden.

2.1.3 Markierung Die Punkte der Zeichenebene werden — je nach Zweckméfigkeit
und Genauigkeitsanspruch — durch

+ gerade Kreuze,
x schriagstehende Kreuze,
o Kreise oder
e Kreisscheiben

markiert und durch GrofSbuchstaben A, B,C, P, (), ... bezeichnet.

2.1.4 Ebene Figur

Eine beliebige Teilmenge der Zeichenebene, also eine Menge von Punkten, heift ebe-
ne Figur. Aufgrund der Bildungsstandards hat auch der Begriff | Form” Eingang in die
Schulpraxis gefunden.

Weiteres zu ebenen Figuren in Kapitel 5.

LPt M5 LB3
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2.2 Strecken, Halbgeraden, Geraden

2.2.1 Definition: Strecke Die Menge aller genau zwischen zwei gegebenen Punkten
A und B liegenden Punkte zusammen mit den Endpunkten wird bezeichnet mit Strecke

[AB]. Es gilt also [AB] = [BA].
A

B

2.2.2 Liange Die Linge der Strecke [AB] wird mit AB bezeichnet. Im Beispiel: AB =
5,2 cm.

2.2.3 Definition: Halbgerade Verlingert man die Strecke [AB] iiber B hinaus unbe-
grenzt und geradlinig, so entsteht die Halbgerade [AB. Beachte: [AB # [BA.

Gelegentlich werden Halbgeraden — wie frither — als Strahlen bezeichnet.

A

B

2.2.4 Definition: Gerade Verlingert man die Strecke [AB] iiber A und B hinaus
unbegrenzt und geradlinig, so entsteht die Gerade AB. Es gilt AB = BA.

2.2.5 Kommentare

e Kleinbuchstaben werden sowohl fiir Strecken als Punktmengen, fiir Streckenldngen,
fiir Halbgeraden und Geraden als Symbole benutzt. Man sollte sich dieser ungliick-
lich—verwirrenden, gleichwohl unabénderlichen Tatsache bewusst sein.

e Die gestrichelte Darstellung erhéht den Eindruck der unendlichen Fortsetzung. Oft
werden aber (Halb—)Geraden auch ohne Strichelung dargestellt. Der fehlende Be-
grenzungspunkt symbolisiert die Fortsetzung.

e In der Alltagssprache werden auch die Begriffe | Linie” oder ,,Strich” fiir gerade
Objekte benutzt. Die Fachsprache kennt die ,,Grundlinie” eines Dreiecks, aber auch
die ,,Kreislinie”.

LPt M5 LB3
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3 Winkel, Lot und Parallele

.1 Winkel
J
3.1.1 Definition: Winkel Ein geordnetes Paar (g, h) von Halbgeraden mit gemeinsa-

H16 T2 A1l
mem Anfangspunkt S heifit Winkel. Er wird symbolisch als <(g, h) angegeben.

In diesem Zusammenhang heift g der erste Schenkel, h der zweite Schenkel und S Schei-
telpunkt des Winkels.

7
e

7
e

3.1.2 Formel-Darstellung Sind auf den beiden Schenkeln zwei Punkte A € g und
B € h gegeben, so ist der Winkel auch durch die drei Punkte A, S, B festgelegt:

<ASB = <(g,h).

Man spricht hier von der Drei—Punkte—Darstellung und der Zwei—Schenkel-Darstellung.

3.1.3 Spezielle Winkel
Stimmen die beiden Halbgeraden {iberein, so heifit der Winkel Vollwinkel.

Ergeben die beiden Halbgerade eine Gerade, so spricht man vom gestreckten Winkel.

3.1.4 Winkelfeld

Ist ein Winkel < (g, h) gegeben, so heifit die Menge der Punkte ,,zwischen” den Halbge-
raden g und h das zugehorige Winkelfeld.
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Ein bisschen unmathematisch ist dabei das Wort ,,zwischen”. Man behilft isch mit der
Konvention, dass der erste Schenkel g das Winkelfeld auf der Seite entgegen dem Uhrzei-
gersinn, der zweite auf der Seite im Uhrzeigersinn begrenzt.

Beachte, dass im Falle des gestreckten Winkels bzw. Vollwinkels das Winkelfeld eine Halb-
ebene bzw. die gesamte Zeichenebene ist. Man kann also den Schnittpunkt gar nicht mehr
erkennen.

3.1.5 Drehwinkel

Anschaulich verbindet man mit dem Begriff des Winkels auch die dynamische Auffassung,
dass der erste Schenkel g in mathematisch positiver Richtung (Gegenuhrzeigersinn) bis
zum zweiten Schenkel h bewegt wird. Man spricht dann vom Drehwinkel.

3.1.6 Definition: Winkelmaf
Jedem Winkel kann ein Winkelmaf§ — gemessen in Grad — zugeordnet werden.

Ein Winkel hat genau dann das Mafl 1°, wenn bei 360-fachem Aneinanderlegen dieses
Winkels der Vollwinkel entsteht.

Im Beispiel:
|<<ASB| = |« (g,h)| = 27°.

Winkel und Winkelmafle werden in der Regel mit kleinen griechischen Buchstaben be-
zeichnet.

Je nach Winkelmafl o gibt es verschiedene Bezeichnungen fiir Winkel.

0°<a<90°| spitz a=90° recht

90° < v < 180° | stumpf a=180° | gestreckt

180° < v < 360° | diberstumpf a=360°| Voll(-winkel)
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3.1.7 Orientierung ©

Die Orientierung eines Winkels ist eine mathematisch klare, aber begrifflich diffizile An-
gelegenheit, die wir hier nicht genau herausarbeiten wollen. Es sei nur bemerkt, dass die
Anderung der Orientierung eines Winkels damit korrespondiert, dass

die Rollen von erstem und zweitem Schenkel vertauscht werden,

bzw. die beiden Schenkel an der Winkelhalbierenden gespiegelt werden,

Winkelmafle mit —1 multipliziert werden,

in Zeichnungen der Kreisbogenpfeil seine Richtung &dndert.

3.1.8 Aktivitaten
e Wie werden Winkel mit dem GEO-Dreieck bzw. Winkelmesser gemessen?

Schwierigkeiten ergeben sich vor allem im Zusammenhang mit Winkelmaflen > 90 °.

Uhrzeiten: Winkel zwischen den Zeigern, Uberstreichen der Zeiger.

Geographie: Langen und Breitenkreise. Fichstatt: 49°N, 11°0.

Astronomie: Sehwinkel Sonne und Mond.

Sport: ,,Verkiirzung” des Winkels.

Konstruktion von Winkeln mit bestimmten Maflen. Siehe néchstes Unterkapitel 3.2.
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3.2 Konstruktionen mit Winkeln

3.2.1 Winkelhalbierende

Zu einem gegebenen Winkel kann die Symmetrieachse konstruiert werden.

In diesem Zusammenhang heiflit die Symmetrieachse die Winkelhalbierende. Es entstehen
zwei Winkel mit dem halben Maf3.

3.2.2 Beschreibung der Konstruktion

(1) Um den Scheitelpunkt des gegebenen Winkels werden zwei Kreisbogen mit gleichem
Radius r, die die Schenkel schneiden, gezogen.

(2) Um die beiden Schnittpunkte werden zwei Kreisbogen mit gleichem (geniigend
groffem) Radius R gezogen. Sie schneiden sich in einem neuen Schnittpunkt.

(3) Die Halbgerade durch den Scheitelpunkt und den neuen Schnittpunkt ist die Winkel-
halbierende.
3.2.3 Kommentare

e Man kann die Winkelhalbierende als Halbgerade oder Gerade konstruieren. Die Ge-
rade halbiert auch den zugehorigen Scheitelwinkel.

e Mit abstrakt-algebraischen Methoden kann man beweisen, dass die Drittelung eines
Winkels per Konstruktion im allgemeinen nicht moglich ist.

3.2.4 Ubertragung eines Winkels
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Vorgegeben sind ein Winkel <RST und ein freier Schenkel SR.

Beschreibung der Konstruktion

(1) Ziehe Kreise mit gleichem Radius um die beiden Scheitelpunkte S und S. Es entstehen
die Schnittpunkte A, A der Kreise mit dem jeweils ersten Schenkel und ein Schnittpunkt
B des Kreises mit dem zweiten Schenkel des gegebenen Winkels.

(2) Ziehe einen Kreisbogen um A mit Radius AB. Es entsteht ein Schnittpunkt B des
Kreises um S und des Kreisbogens um A.

(3) Die Halbgerade [SB ist der zweite Schenkel des iibertragenen Winkels.

3.2.5 Konstruktion des 90°-Winkels
Die Konstruktion des Lotes wird gleich in Abschnitt 7?7 beschrieben.

Tatsachlich handelt es sich bei der dort beschriebenen Konstruktion um die der Winkel-
halbierenden des gestreckten (180°) Winkels.

3.2.6 Konstruktion des 60°-Winkels

Die Idee fiir die Konstruktion besteht darin, ein gleichseitiges Dreieck zu konstruieren.

Beschreibung der Konstruktion:
(1) Um den Anfangspunkt der gegebenen Halbgerade wird ein Kreis mit Radius r gezogen.

(2) Um den Schnittpunkt des Kreises mit der Halbgeraden wird ein Kreisbogen mit glei-
chem Radius r, der den Kreis schneidet, gezogen.

(3) Die Halbgerade durch den Anfangspunkt und den Schnittpunkt von Kreis und Kreis-
bogen ist der zweite Schenkel des gesuchten Winkels.

3.2.7 Konstruktion weiterer Winkel

Weiter kénnen dann Winkel mit MaBen konstruiert werden, deren Maf sich durch (wie-
derholte) Addition, Subtraktion oder Halbierung aus den Mafien 60° oder 90° ergibt.

Es gibt noch weitere Winkel(-mafle), die konstruiert werden konnen, beispielsweise der
72 °-Winkel wie folgt.
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3.2.8 Konstruktion des 72°-Winkels ©

Die Idee fiir diese schon etwas aufwéandigere Konstruktion besteht darin, ein Mittelpunkts-
Teildreieck RST des regelméfliges Fiinfecks zu konstruieren.

Beschreibung der Konstruktion: Vorgegeben ist die Halbgerade [SR als erster Schenkel
des gesuchten Winkels.

(1) Errichte das Lot auf SR durch S.

(2) Ziehe einen Kreis k um S, beispielsweise mit Radius SR. Schnittpunkt A von Kreis
und Lot.

(3) Konstruiere den Mittelpunkt B von [SA].

(4) Ziehe einen Kreisbogen um B mit Radius BR. Schnittpunkt C des Kreisbogens mit
Halbgerade [BS

(5) Ziehe einen Kreisbogen um R mit Radius RC. Schnittpunkt 7" des Kreisbogens mit
dem Kreis k.

(6) Die Halbgerade [ST ist der gesuchte zweite Schenkel.

(7) Zusatz: Durch Abtragen der Streckenlinge RT entlang des Kreises k kann das re-
gelméBige Fiinfeck vervollstandigt werden.
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3.3 Rechter Winkel und Lot

3.3.1 Definition: Rechter Winkel
Ein Winkel heifit ein rechter Winkel, wenn er das Mafl 90 ° hat.

3.3.2 Darstellung In Zeichnungen werden rechte Winkel durch einen Punkt gekenn-
zeichnet.

s2

3.3.3 Bemerkung

Zur Erfassung des Begriffs des rechten Winkels ist die Winkelmessung eigentlich gar nicht
notig. Er ist allein schon dadurch bestimmt, dass bei zweimaliger oder viermaliger Anein-
anderlegung ein gestreckter Winkel bzw. ein Vollwinkel entsteht.

3.3.4 Definition: Lot und Senkrechtstehen

Man sagt, dass zwei sich schneidende Geraden senkrecht oder lotrecht zueinander stehen,
wenn der Schnittwinkel ein rechter Winkel ist.

Man sagt dann auch, dass die eine Gerade eine Lotgerade (kurz: ein Lot) fiir die andere
ist.

Entsprechendes gilt fiir Halbgeraden und Strecken.

h

Symbolisch: g L h.

3.3.5 Aufgabe: Lot durch einen Punkt
Zeichne oder konstruiere (ZoK) zu einer gegebenen Geraden g und einem gegebenem
Punkt P (auf oder auerhalb der Geraden) ein Lot auf g durch P.
e Konstruktion mittels Zirkel und Lineal
1. Ziehe einen Kreis um P und bestimme die beiden Schnittpunkte G, Gy der
Kreislinie mit g.
2. Ziehe um G und G4 zwei Kreise mit gleichen Radien.

3. Die Gerade durch die beiden Schnittpunkte K; und K5 der beiden Kreise ist
das gesuchte Lot.
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e Zeichne mittels GEO-Dreieck
1. Lege das GEO-Dreieck so auf, dass die Symmetrieachse des GEO-Dreiecks auf
der Geraden g zu liegen kommt.

2. Verschiebe dann das GEO-Dreieck so lange, bis die Hypotenuse (= langste
Seite) durch den Punkt geht.

3. Die Hypotenuse bildet das gesuchte Lot.

Diese Beschreibungen (und weitere, die noch kommen) sind gute Beispiele fiir das ,,Lear-
ning by Doing”.

Eine weitere ganz andere Alternative ist der Einsatz von Dynamischer Geometrie-Software
(DGS).

3.3.6 Kontextfelder
e Warum spricht man vom rechten Winkel?

In Bezug auf zahllose handwerkliche, technische, logistische, wirtschaftliche Situa-
tionen erweist sich der rechte Winkel als der RICHTIGE Winkel.

e Die Schwerkraft wirkt senkrecht zur Erdoberflache:
— Lésst man einen Gegenstand (ohne Schubs) los, so féllt er senkrecht auf den
Boden.
— Eine Kerzenflamme richtet sich immer senkrecht aus.
— Das Senkblei richtet sich genau nach unten aus.
e Stabilitdt unter dem Einfluss der Schwerkraft. Natiirliche, kiinstliche und technische

Dinge aller Art stehen auf der Erde viel stabiler, wenn sie senkrecht zur Erdober-
flache stehen.

— Béume, Halme, Stalaktiten und Stalagmiten in Tropfsteinhohlen, Tiere und
Menschen
— Gebédude, Tiirme, Masten, Ziegelsteine

— Mobel, Bierkastenturm,
e Auftreten rechter Winkel in der Schul- und Alltagswelt

— Blatt Papier, Tapete, Verpackungen, Mobel, Architektur
— Der rechte Winkel an der Schultafel, beim GEO-Dreieck

— Werkzeuge, die einen (exakten) rechten Winkel beinhalten: Schublehre, Papier-
schneider

— Kochsalzkristalle
e Asthetik: Gleichmafl «~ Hundertwasser

o Aktivitdten:
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— Ein rechter Winkel kann durch zweimaliges Falten eines Papierfetzens erzeugt
werden.

Schneide von einem Blatt Papier ein Stiick ab, so dass ein rechter Winkel
entsteht.

— Turmbau mit (irgendwelchen) Bausteinen, Getrénkekisten oder Zuckerwiirfeln.

Ein hoher Stapel aus Biichern.

Balancieren eines Besenstiels oder Zeigestocks.

— Ausprobieren eines ,,Senkbleis” oder einer Wasserwaage.



S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018 20

3.4 Parallelitat

3.4.1 Definition: Parallelitéit Zwei Geraden g und h heiflen parallel zueinander, wenn

F10 T1 A1l
sie ein gemeinsames Lot ¢ haben.

3.4.2 Ergidnzungen und Kommentare

1. Sind zwei Geraden parallel zueinander, so kann dies symbolisch ausgedriickt werden
durch

gl h.

2. Da Strecken und Halbgeraden immer zu Geraden verlédngert werden konnen, lésst
sich auch fiir zwei Strecken, Halbgeraden oder Geraden, angeben, ob sie parallel
sind.

3. Man mache sich bewusst, dass fiir zwei Geraden der Zeichenebene genau eine der
drei Konstellationen auftritt:

e Die beiden Geraden stimmen iiberein (und sind deshalb parallel).
e Die beiden Geraden sind verschieden und parallel.

e Die beiden Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.

4. Im dreidimensionalen Raum ist die obige Definition unbrauchbar. Zwei Geraden im
Raum haben immer ein gemeinsames Lot.

3.4.3 Beispiele Veranschaulichende Beispiele aus der Sachwelt sind:
e Langlaufloipen, Eisenbahnschienen
e Parallelschwung beim Skifahren.
e In etwa: Lichtstrahlen, die von der Sonne kommen.

e Optische Tauschungen mit Parallelitat
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3.4.4 Parallel?

<<

F10 T1 A1

3.4.5 Alternative Definitionen von Parallelitét
Es gibt dquivalente Aussagen, die die Parallelitdt beschreiben.

Zwei Geraden g und h heiflen parallel zueinander, wenn sie . ..

e sich in keinem Punkt der (unendlich ausgedehnten) Zeichenebene schneiden — oder
identisch sind.

Diese Definition ist zugleich simpel und abstrakt, da sie vollig ohne Hilfsbegriffe wie
,,Lot” oder ,,Winkel”” auskommt. Beim alltdglichen Umgang mit Parallelitit ist sie
nicht gut verwendbar.

e von einer dritten Gerade unter dem gleichen Winkel geschnitten werden.
e _.an jeder Stelle” den gleichen Abstand haben.

Diese Definition ist vergleichsweise anschaulich und lebensnah, hat aber den Nach-
teil, dass der Begriff ,,Abstand” erst im Nachhinein (3.4.8) geklért wird.
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3.4.6 Aufgabe: Parallele mit Abstand

Zeichne oder konstruiere (ZoK) zu einer gegebenen Geraden g eine parallele Gerade (oder
beide) mit gegebenem Abstand d!

Die folgenden Moglichkeiten werden in der Vorlesung dargestellt. Es wird davon ausge-
gangen, dass das ZoK von Lotgeraden bereits bekannt ist (vgl. Abschnitt 3.3.5).
e Lot auf Lot

1. ZoK eine Lotgerade ¢ auf die Gerade g.

2. Bestimme auf der Lotgeraden ¢ den Punkt P (oder die beiden Punkte P, P)
im Abstand d.

3. ZoK das Lot auf ¢ durch P (und P).
e Zweimal Lot

1. ZoK zwei Lotgeraden /1, {5 auf die Gerade g.

2. Bestimme auf beiden Lotgeraden die Punkte P;, ﬁl und B, ﬁg mit Abstand d
zur Geraden g.

3. ZoK die Ceraden P, P, und P,P;.

Lo

Py

Q@

P

Hilfsmittel beim Zeichnen ist das GEO-Dreieck. Eventuell konnen auch die eingepréigten
Parallellinien auf dem GEO-Dreieck herangezogen werden.

Hilfsmittel beim Konstruieren sind ausschliefilich das Lineal und der Zirkel.

Eine weitere ganz andere Alternative ist der Einsatz von Dynamischer Geometrie-Software

(DGS).
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3.4.7 Aufgabe: Parallele durch Punkt

Zeichne oder konstruiere zu einer gegebenen Geraden g eine parallele Gerade durch einen
gegebenen Punkt P.

Die folgenden Moglichkeiten werden in der Vorlesung dargestellt:
e Lot auf Lot

1. ZoK die Lotgerade ¢ vom gegebenem Punkt P auf die Gerade g (,,Lotféllen”).
2. ZoK das Lot auf ¢ durch P.

e Konstruktion mittels Parallelogramm-Idee.

Wihle zwei Punkte G; und G5 auf der Geraden g.

Ziehe einen Kreis um Gs mit Radius G4 P.

Ziehe einen Kreis um P mit Radius G1Gs.

Die beiden Kreise haben zwei Schnittpunkte S; und Ss.

Eine der beiden Geraden PS; oder PS5, ist die gesuchte parallele Gerade.

ANl S A

e Zeichnen mittels Parallelverschiebung des GEO-Dreiecks entlang eines Lineals.

1. Lege eine Seite s des GEO-Dreiecks an die gegebene Gerade.

2. Lege das Lineal an eine andere Seite des GEO-Dreiecks.

3. Verschiebe das GEO-Dreieck entlang dem Lineal (als Gleitschiene), bis die Seite
s durch den Punkt P geht.

Die Begriindung fiir dieses Vorgehen liefert die zweite Definition in 3.4.5.

3.4.8 Definition: Abstand von parallelen Geraden ©

Sind zwei Geraden g und h parallel, so nennt man die Lénge einer Lotstrecke ¢ zwischen
den beiden Geraden den Abstand der beiden Geraden.

g9

Dieser Abstand ist minimal unter allen Léngen von Strecken [GH] mit Endpunkten G auf
g und H auf h.

~ Uberqueren einer Strafle, eines Flusses.
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3.5 Winkel an einer Einfach-Kreuzung
3.5.1 Situation: Einfach-Kreuzung

Es schneiden sich zwei (verschiedene) Geraden. Am Schnittpunkt treten vier Schnittwinkel
auf, die mit «;, 5,7, 0 bezeichnet werden.

3.5.2 Grundsatz: Scheitelwinkel und Nebenwinkel Beziiglich der obigen Situation
gilt

(i) (Scheitelwinkelsatz) Scheitelwinkel sind gleich grof:
a = 7.

(ii) (Nebenwinkelsatz) Nebenwinkel ergénzen sich zu 180°:
B = 180°— a.

3.5.3 Bemerkungen

1. Die obige Aussage nennen wir Grundsatz, da sie im Rahmen der Schulmathema-
tik nicht weiter begriindbar ist. Man kann diesen Grundsatz beispielsweise aus der
Definition des Winkelmafles in der analytischen Geometrie heraus beweisen.

2. Natiirlich gelten auch die analogen Aussagen

g =9 bzw. 0 = 180° —~.
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3.6 Winkel an einer Doppel-Kreuzung
3.6.1 Situation: Doppel-Kreuzung

Zwei (verschiedene) parallele Geraden werden von einer dritten Gerade geschnitten. An
den beiden Schnittpunkten treten acht Schnittwinkel auf, die mit o, 8,v,6 und &, 5,7, d
bezeichnet werden.

3.6.2 Satz: Stufenwinkel und Wechselwinkel In Bezug auf die obige Situation gilt

(i) (Stufenwinkelsatz) Stufenwinkel (= F-Winkel) sind gleich grof:

(iii) C-Winkel ergéinzen sich zu 180°:

B = 180° —a.
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3.6.3 Bemerkungen

1. Der Stufenwinkelsatz ist wieder ein Grundsatz, der hier nicht weiter begriindet wird.
Er ist unmittelbar mit dem Begriff der Parallelitit verkniipft. Vergleiche dazu die
dritte Alternativdefinition der Parallelitit in Abschnitt 3.4.5.

Die anderen beiden Satze lassen sich iiber den Scheitelwinkelsatz bzw. Nebenwin-
kelsatz aus dem Stufenwinkelsatz herleiten.

2. Natiirlich gelten viele weitere Zweier-Gleichheiten, die sich so zusammenfassen las-
sen:

a=7=a=7 bzw. B=6=p=056.

3. Es sind auch die Kehrsitze giiltig: Wenn zwei Geraden von einer dritten so geschnit-
ten werden, dass die Stufenwinkel (oder Wechselwinkel) iibereinstimmen, dann sind
sie parallel.
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4

4.1

Abbildungen der Zeichenebene

Grundlagen ©

4.1.1 Definition: Abbildung der Zeichenebene

Von einer geometrischen Abbildung spricht man, wenn

& jedem Punkt P der Zeichenebene

[ )

genau ein Punkt P’ der Zeichenebene

zugeordnet wird. P’ heifit dann Bildpunkt von P.

Die geometrischen Abbildungen der Schulgeometrie sind ein-eindeutig. Das bedeutet, dass

auch

O jedem Bildpunkt P’ der Zeichenebene

¢

genau ein Urbildpunkt P’ der Zeichenebene

zugeordnet werden kann.

Deshalb kann P als Urbildpunkt von P’ bezeichnet werden.

4.1.2 Kommentare

Geometrische Abbildungen sind also spezielle Abbildungen, wie sie in der Grundla-
genmathematik bzw. Mengenlehre definiert werden. Die Zeichenebene E ist sowohl
Definitionsmenge als auch Wertemenge der geometrischen Abbildung.

Man sagt weiter, eine ebene Figur F wird auf eine andere Figur F (Bildfigur)
abgebildet, wenn jeder Punkt P von F auf einen Punkt P’ von F’ abgebildet wird.

Ein Punkt der Zeichenebene heiflt Fixpunkt der geometrischen Abbildung, wenn er
auf sich selbst abgebildet wird.

Eine Figur (Gerade, Strecke, Kreis) heifit Fizfigur (Fizgerade, Fizkreis), wenn sie
auf sich selbst abgebildet wird.

Eine Fixfigur muss nicht notwendig Fixpunkte enthalten: Wird eine Kreisscheibe
um 90° gedreht, so ist sie Fixfigur ohne Fixpunkte.

Eine Abbildung, bei deren zweimaliger Ausfiihrung die Ausgangssituation wieder-
hergestellt ist, heifit Involution.

Im Zusammenhang mit perspektivischen Darstellungen (Schrigbildern, Technisches
Zeichnen) spielen Projektionen eine grofie Rolle. Diese Abbildungen sind grundsétz-
lich nicht bijektiv.

Viele, aber nicht alle, bisherigen Ausfithrungen kénnen auch auf Abbildungen im
Raum (oder hoherdimensionale Réume) verallgemeinert werden.
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4.2 TUberblick iiber die Abbildungen der Schulgeometrie ©

Identische Abbildung

Punktspiegelung /

Drehung Verschiebung Achsenspiegelung

Zentrische Streckung Kongruenzabbildung

Ahnlichkeitsabbildung

Affinitit

Ein-eindeutige Abbildung

28
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4.3 Achsenspiegelung

4.3.1 Definition der Achsenspiegelung: Senkrechter Abstand

Es sei g eine Gerade.

Eine geometrische Abbildung heifit Achsenspiegelung (bzgl. der Geraden g ), wenn fir jeden
Punkt P und seinen Bildpunkt P’ gilt:

Die Strecke [PP’] wird von der Gerade g  senkrecht  halbiert.

Da die Punkte auf der Geraden g von dieser Eigenschaft nicht prézise erfasst werden,
vereinbart man noch, dass diese auf sich selbst abgebildet werden.

Man sagt dann, dass P an g auf P’ achsengespiegelt wird. Die Gerade ¢ heifit in diesem
Zusammenhang Symmetrieachse.

4.3.2 Diagramm zur Achsenspiegelung

4.3.3 Anschauliche Deutung

Anschaulich bedeutet die Achsenspiegelung bzgl. einer Geraden g, dass die Zeichenebene
ldngs g ,,geteilt” und dann die beiden Teile iibereinandergefaltet werden. Punkt P und
Bildpunkt P’ kommen zur Deckung.
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4.3.4 ZoK des Bildpunkts mittels Lot

Daraus ergibt sich die folgende Handlungsanweisung fiir die Achsenspiegelung eines Punk-
tes P an einer Achse g:

e Fille ein Lot von P auf die Achse g!

e Mit Zirkel oder GEO-Dreieck: Bestimme den Bildpunkt P’ auf diesem Lot, so dass
sein Abstand zu g gleich grof3 ist wie der Abstand von P zu ¢!

4.3.5 Aquivalente Definition: Gleicher Abstand

Eine geometrische Abbildung heifit Achsenspiegelung (bzgl. der Geraden g), wenn jeder
Punkt P so auf den Bildpunkt P’ abgebildet wird, dass

PG1 = P/Gl und PG2 = P/GQ,

wobei GG; und G5 zwei beliebige verschiedene Punkte auf der Geraden ¢ sind.

4.3.6 Konstruktion des Bildpunkts mittels Zirkel

Daraus ergibt sich die folgende Konstruktion fiir einen achsengespiegelten Punkt:

e Wihle zwei beliebige Punkte G; € g und Gy € ¢ aus. (Giinstig, wenn sie nicht zu
nahe beieinanderliegen.)

e Ziehe einen Kreis um G, durch P.
e Ziehe einen Kreis um G5 durch P.

e Der zweite Schnittpunkt der beiden Kreise ist der gesuchte Bildpunkt P’.

4.3.7 Aquivalente Definition: Gleicher Winkel ©

Eine geometrische Abbildung heifit Achsenspiegelung (bzgl. der Geraden g), wenn jeder
Punkt P so auf den Bildpunkt P’ abgebildet wird, dass

| <(PGy,g)| = |<(P'Gy,9)] und |<(PGs,g)| = |<(P'Gs,9)l,

J/ J/
-~ -~

entgegengesetzt orientiert entgegengesetzt orientiert

wobei GG; und G5 zwei beliebige verschiedene Punkte auf der Geraden g sind.

4.3.8 Konstruktion des Bildpunkts mittels Winkel ©

Daraus ergibt sich die folgende Konstruktion fiir einen achsengespiegelten Punkt:

e Wihle zwei beliebige Punkte G; € g und G € ¢ aus. (Giinstig, wenn sie nicht zu
nahe beieinanderliegen.)

e Trage den Winkel, unter dem P bei (G; gegeniiber der Geraden g erscheint, auf der
anderen Seite von ¢ an.

e Trage den Winkel, unter dem P bei G5 gegeniiber der Geraden g erscheint, auf der
anderen Seite von ¢ an.

e Der Schnittpunkt der beiden neuen Schenkel ist der gesuchte Bildpunkt P’.
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4.3.9 Aquivalente Definition: Gleicher Abstand und Winkel ©

Eine geometrische Abbildung heifit Achsenspiegelung (bzgl. der Geraden g), wenn jeder
Punkt P so auf den Bildpunkt P’ abgebildet wird, dass

PG=PCG wd |<(PG,g)| = |a(P'G,g),

-

entgegengesetzt orientiert

wobei G ein beliebiger Punkt auf der Geraden g ist.

4.3.10 Konstruktion des Bildpunkts mittels Abstand und Winkel ©

Daraus ergibt sich die folgende Konstruktion fiir einen achsengespiegelten Punkt:

e Wihle einen beliebigen Punkt G € ¢ aus.

Trage den Winkel, unter dem P bei G gegeniiber der Geraden g erscheint, auf der
anderen Seite von g an.

e Ziehe einen Kreis um G durch P.

Der Schnittpunkt von Kreis und dem neuen Schenkel ist der gesuchte Bildpunkt P’.
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4.3.11 Treue-Eigenschaften von Achsenspiegelungen

e Die Tatsache, dass viele (geo—)metrischen Eigenschaften bei einer Achsenspiegelung
unveradndert bleiben, bezeichnet man als ,, Treue” bzgl. dieser Eigenschaft. Genauer:

Geradentreue: Das Bild einer Geraden bei einer Achsenspiegelung ist wieder
eine Gerade.

Parallelititstreue: Werden zwei parallele Geraden achsengespiegelt, so sind die
beiden Bildgeraden wieder parallel.

Lingentreue: Wird eine Strecke [AB] achsengespiegelt, so ist die Bildstrecke
[A’B’| genauso lang wie die urspriingliche Strecke.
Allgemeiner bleibt die Lange von (auch gekriimmten) Linien unverdndert.

Wird ein Winkel <ABC' achsengespiegelt, so hat der Bildwinkel <A’B’'C" das
gleiche Ma#f.

Kreistreue: Ein Kreis wird bei einer Achsenspiegelung auf einen Kreis mit glei-
chem Radius abgebildet.

Flichentreue: Die Flidche einer geometrischen Figur bleibt bei einer Achsen-
spiegelung unveréndert.

o Orientierungsumkehrung: Vgl. das Diagramm 4.3.2.

Ist der Drehsinn eines Dreiecks AABC positiv (=Gegenuhrzeigersinn), so ist der
Drehsinn des Bilddreiecks AA’B'C’" negativ (=Uhrzeigersinn).

Daraus folgt auch die umgekehrte Formulierung:

Ist der Drehsinn eines Dreiecks A ABC negativ (=Uhrzeigersinn), so ist der Drehsinn
des Bilddreiecks AA’B'C" positiv (=Gegenuhrzeigersinn).

e Direkt aus der Definition folgt, dass der Bildpunkt P’ durch die gleiche Achsenspie-
gelung wieder auf den Urbildpunkt P zuriickabgebildet wird. Die Achsenspiegelung
ist also eine Involution.
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4.4 Punktspiegelung

4.4.1 Definition: Punktspiegelung FEs sei Z ein Punkt in der Zeichenebene.

Eine geometrische Abbildung heifit Punktspiegelung bzgl. Z, wenn jeder Punkt P der
Zeichenebene so auf seinen Bildpunkt P’ abgebildet wird, dass die Strecke [PP’] durch Z
halbiert wird.

Der Punkt Z wird auf sich selbst abgebildet.

Man sagt dann, dass P an Z auf P’ (punkt-)gespiegelt wird. Der Punkt Z heifit in diesem
Zusammenhang Zentrum.

4.4.2 Diagramm zur Punktspiegelung

Al
P
+' .

B/

C/

Pl
A

4.4.3 ZoK des Bildpunkts

Daraus ergibt sich die folgende Anleitung fiir die Punktspiegelung eines Punktes P an
einem Zentrum Z:

e Zeichne einen Strahl mit Anfangspunkt P durch Z.

e Zeichne den Bildpunkt P’ auf diesem Strahl, so dass sein Abstand zu Z gleich grof§
ist wie der Abstand von P zu Z! Dafiir ist auch ein Zirkel gut geeignet.

4.4.4 Alternativen
Mit einer Punktspiegelung gleichbedeutend sind . ..

e eine 180°-Drehung um Z  oder

e cine zweifache Achsenspiegelung bzgl. zweier Geraden, die sich in Z senkrecht schnei-
den.

Dieser Zusammenhang wird im néchsten Unterkapitel 4.5 iiber Drehungen genauer auf-
gezeigt.
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4.4.5 Eigenschaften von Punktspiegelungen

e Liangentreue, Winkeltreue, Geradentreue, Kreistreue, Flachentreue, Paralle-
litatstreue.

e Die Orientierung bleibt erhalten, d.h. ist der Drehsinn eines Dreiecks AABC' po-
sitiv (Gegenuhrzeigersinn), so ist der Drehsinn des Bilddreiecks AA'B'C” ebenfalls
positiv. Siehe die Zeichnung 4.4.2.

e Direkt aus der Definition folgt, dass der Bildpunkt P’ durch die Punktspiegelung
bzgl. Z wieder auf den P zuriick abgebildet wird. Die Punktspiegelung ist also auch
eine Involution.
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4.5 Drehungen

4.5.1 Definition: Drehung Essei Z ein Punkt der Zeichenebene und a ein Winkelmaf.

Eine geometrische Abbildung heifit Drehung (um Z mit Winkel o), wenn jeder Punkt P
der Zeichenebene so auf einen Punkt P’ abgebildet wird, dass

PZ = P'Z und |<PZP| = a.
In diesem Kontext heiit Z der Drehpunkt (= Zentrum) und « der Drehwinkel.

Wie bereits erwéhnt, ist die Punktspiegelung ein Spezialfall der Drehung, ndmlich der des
Drehwinkels 180 °.

4.5.2 Handlung Daraus ergibt sich die folgende Handlungsanweisung fiir die Drehung
eines Punktes P um ein Zentrum Z mit dem Winkel a:

e Zeichne die Strecke [PZ]!

e Zeichne einen Strahl mit Anfangspunkt Z, der mit der Strecke [PZ] den Winkel «
bildet.

e Zeichne den Bildpunkt P’ auf den Strahl, so dass sein Abstand zu Z gleich grof} ist
wie der Abstand von P zu Z! Dafiir ist auch ein Zirkel gut geeignet.

4.5.3 Treue

Drehungen haben ebenfalls die typischen Treue-Figenschaften: Sie sind ldngentreu, win-
keltreu, flichentreu, geradentreu, kreistreu, parallelentreu. AuBlerdem sind sie orientie-
rungserhaltend.

4.5.4 Satz iiber Drehungen
Es seien g und h zwei Geraden, die sich in einem Punkt Z unter dem Winkel 5 schneiden.
e Eine Nacheinanderausfiithrung von zwei Achsenspiegelungen an den beiden Geraden
ist gleichbedeutend mit
e ciner Drehung mit Drehpunkt Z und Drehwinkel 2 - 3.

4.5.5 Fragen zu diesem Satz

Ist diese Feststellung ein purer Zufall, eine Laune der Geometrie?

Ist diese Feststellung von einer Allmacht in unsere Welt hineinbestimmt, quasi ver-
ordnet?

Miissen wir als geometrieinteressierte Menschen diese Beobachtung als zuféllig oder
verordnet kommentarlos hinnehmen?

NEIN. Kraft unseres Denkens konnen wir uns davon iiberzeugen, dass diese Beob-
achtung aus der Geometrie heraus (d.h. aus der Sache heraus — intrinsisch) unaus-
weichlich ist.

Eine sinnvolle Zusammenstellung von Gedanken, die diese Uberzeugung hervorbrin-
gen, heifit ...... 5w

H13 T2
F12 T1 A1
HO03 T1 A3

F12 T1 A1
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4.5.6 Beweis

(0) Wir studieren die erste im Satz angegebene Situation.

Es sei weiter P — stellvertretend fiir alle Punkte der Zeichenebene — irgend ein
beliebiger Punkt.

(1) Wir spiegeln den Punkt P zuerst an der Geraden g, es entsteht der Bildpunkt Q.
Anschlieend wird dieser Punkt @) an der Geraden h gespiegelt. Es entsteht ein
weiterer Bildpunkt, den wir P’ nennen.

(2a) Bei der ersten Achsenspiegelung an ¢ gilt aufgrund der Eigenschaften der Achsen-
symmetrie:

Z = Q7 und |<U(PZ,g)| = |<(QZ,9g)|

(2b) Bei der zweiten Achsenspiegelung an h gilt:

QZ = PZ ud 1<(QZ,h)| = |<(P'Z,h).
5 S

(3) Durch ,,Zusammenfiigen” dieser Eigenschaften ldsst sich folgern

PZ = PZ
|<(PZ,P'Z)] = m—+1+0i+0 = 27%+26 = 2(72+ &)

Diese beiden Gleichungen bedeuten aber genau, dass P’ als Bildpunkt entsteht,
wenn P um Z als Drehzentrum mit dem Drehwinkel 2 - 5 gedreht wird.

(4) Damit ist die Oben = Unten—Richtung des Satzes iiber Drehungen bewiesen.
Die mathematisch notwendige Vervollstdndigung des Beweises durch die Unten =
Oben-Richtung ersparen wir uns.
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4.6 Verschiebungen
4.6.1 Definition: Verschiebung

Es sei R eine Richtung in der Zeichenebene und a eine Streckenlénge. In diesem Kontext
heifit R die Verschiebungsrichtung und a die Verschiebungslinge.

Eine geometrische Abbildung heifit Verschiebung (in Richtung R mit Lange a), wenn jeder
Punkt P der Zeichenebene so auf einen Punkt P" abgebildet wird, dass

der Pfeil von P nach P’ die Richtung R hat und PP’ = a ist.

4.6.2 Kommentare

e Wir wollen den Begriff der Richtung hier nicht ndher unter die Lupe nehmen, son-
dern nur darauf hinweisen, dass eine Richtung durch einen Pfeil (bzw. einen Vektor)
definiert wird.

e Man konnte auf die Idee kommen, dass auch die Achsenspiegelung eine Verschiebung
ist. Ein Punkt P wird senkrecht zur Spiegelachse um den zweifachen Achs-Abstand
,,verschoben”.

NEIN. Beachte, dass bei einer Verschiebung alle Punkte der Zeichenebene mit glei-
cher Verschiebungslénge verschoben werden.

4.6.3 Treue

Schon eintonig mutet die Feststellung an, dass Verschiebungen ebenfalls die Treue—
Eigenschaften erfiillen: Sie sind langentreu, winkeltreu, flichentreu, geradentreu, kreistreu,
parallelentreu. Aulerdem sind sie orientierungserhaltend.

4.6.4 Satz iiber Verschiebungen

Es seien g und h zwei parallele Geraden mit Abstand b.
e Eine Nacheinanderausfithrung von zwei Achsenspiegelungen an den beiden Geraden
ist gleichbedeutend mit

e ciner Verschiebung in Richtung senkrecht zu den beiden Geraden und Léange 2 - b.

Vergleichen Sie die Formulierung dieses Satzes und seines Beweises mit der des Satzes
iitber Drehungen. Die starke Analogie kann in der ,,Projektiven Geometrie” mathematisch
begriindet werden.
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4.6.5 Beweis ©
(0) Wir studieren die erste im Satz angegeben Situation.
Es sei weiter P irgend ein beliebiger Punkt der Zeichenebene.

(1) Wir spiegeln den Punkt P zuerst an der Geraden g, es entsteht der Bildpunkt Q).
Anschliefend wird dieser Punkt ) an der Geraden h gespiegelt. Es entsteht ein
weiterer Bildpunkt, den wir P’ nennen.

g h

(2a) Bei der ersten Achsenspiegelung an ¢ gilt aufgrund der Eigenschaften der Achsen-
symmetrie:

PQ Ly und d(P,g) = d(Q,9)

(2b) Bei der zweiten Achsenspiegelung an h gilt:

QP Lh  und  d(Q,h) = d(P,h)
d d

(3) Durch ,,Zusammenfiigen” dieser Eigenschaften lisst sich folgern

der Pfeil von P nach P’ steht senkrecht auf den beiden Geraden
PP/ = Cl—|—CQ+d1—|—d2 = 202+2d1 = 2(Cg+d1) = 2b

Diese beiden Aussagen bedeuten aber genau, dass P’ als Bildpunkt entsteht, wenn
P senkrecht zu den Geraden mit Lénge 2 - b verschoben wird.

(4) Damit ist die Oben = Unten-Richtung des Satzes iiber Drehungen bewiesen.
Die mathematisch notwendige Vervollstdndigung des Beweises durch die Unten =
Oben-Richtung ersparen wir uns.
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4.7 Kongruenzabbildungen

4.7.1 Definition und Satz iiber Kongruenzabbildungen

Fiir eine geometrische Abbildung sind die folgenden Eigenschaften dquivalent ( = gleich-
bedeutend)

(A) (Def) Die Abbildung heifit Kongruenzabbildunyg.
(B) Die Abbildung ist ldngentreu.

(C) Die Abbildung ist lingentreu, winkeltreu ( = formtreu), flichentreu, geradentreu,
parallelentreu und kreistreu.

(D) Es lassen sich eine, zwei oder drei Geraden finden, so dass die Abbildung als Nach-
einanderausfithrung von Achsenspiegelungen an diesen Geraden realisiert werden
kann.

4.7.2 Begriindungen fiir diesen Satz ©

Begriindung fiir (B) = (C): Ein beliebiger Winkel lésst sich in ein Dreieck ,,einbauen”.
Dieses Dreieck wird durch die lingentreue Abbildung in ein kongruentes Dreieck abge-
bildet (SSS-Satz). Deswegen ist der abgebildete Winkel wieder gleich grof. Also ist eine
langentreue Abbildung auch winkeltreu. (Die Umkehrung gilt nicht!) Die anderen Treue—
Eigenschaften ergeben sich dhnlich. Wir wollen nicht alles ,,zerkleinern”.

Begriindung fir (B) = (D):

1. Zunéchst kann man sich iiberlegen, dass eine Kongruenzabbildung dadurch festge-
legt ist, wie ein beliebiges Dreieck abgebildet wird. Wir miissen also zeigen, dass ein
Dreieck auf ein deckungsgleiches mit hochstens drei Achsenspiegelungen abgebildet
werden kann. Es seien also zwei beliebige deckungsgleiche Dreiecke ABC und PQR
gegeben.

2. Wir fithren zunéchst eine Achsenspiegelung durch, die A auf A’ = P abbildet. Es
entsteht ein Dreieck A’B'C".

3. Haben die beiden gegebenen Dreiecke ABC und PQR gleiche Orientierungen, so
haben die Dreiecke ABC und A’B’C’ verschiedene Orientierungen. Es geniigt jetzt
eine Achsenspiegelung, die B’ auf @) (oder R) abbildet. Dabei wird auch C’ auf R
(bzw. Q) abgebildet.

4. Haben die beiden urspriinglich gegebenen Dreiecke ABC' und PQR verschiedene
Orientierungen, so haben die Dreiecke ABC und A’'B’C’ gleiche Orientierungen.
Es geniigt jetzt eine Drehung (also eine Zweifach—Achsenspiegelung), die B" auf @
(oder R) abbildet. Dabei wird auch C”" auf R (bzw. Q) abgebildet.

Begriindung fiir (D) = (B): Da eine einzelne Achsenspiegelung léngentreu ist, gilt dies
auch fiir die Nacheinanderausfiithrung von mehreren Achsenspiegelungen.
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4.7.3 Diagramm der Kongruenzabbildungen

Achsenspiegelung Punktspiegelung

@

Drehung Verschiebung

@ @

S

Orientierungsumkehrende Orientierungserhaltende

Kongruenzabblldung Kongruenzabbildung @

\/

Kongruenzabbildung

Geometrische
Abbildung

e Ein Pfeil ist als ,,ist Spezialfall von” zu lesen.

e Die jeweils einem Typ von geometrischer Abbildung A zugeordnete eingekreiste Zahl
@ hat die folgende Bedeutung;:

Die Abbildung A lasst sich als Nacheinanderausfithrung von héchstens n
Achsenspiegelungen (bei geeigneter Auswahl der Achsen) durchfiihren.

e Das Diagramm konnte noch weiter ergénzt werden durch die beiden folgenden Typen
von orientierungsumkehrenden Kongruenzabbildungen

— Drehspiegelung: Das ist eine Drehung mit anschlieBender Achsenspiegelung
oder umgekehrt.

— Gleitspiegelung (= Schubspiegelung): Das ist eine Verschiebung mit anschlie-
Bender Achsenspiegelung oder umgekehrt.
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4.8 Zentrische Streckung ©

4.8.1 Definition Es sei Z ein fester Punkt der Zeichenebene und m # 0 eine feste reelle
Zahl.

Eine Abbildung der Zeichenebene heifit zentrische Streckung mit Streckungszentrum Z
und Streckungsfaktor m, wenn fiir alle Punkte P der Zeichenebene und ihre Bildpunkte
P’ gilt:

7P = m-ZP.

4.8.2 Alternativ-Definition ohne Vektorbegriff

Will man die Schreibweise mit Vektoren vermeiden, so wird die Formulierung der definie-
renden Bedingung aufwéandiger.

Eine geometrische Abbildung heifit zentrische Streckung mit Streckungszentrum Z und
Streckungsfaktor m, wenn der Bildpunkt P’ eines beliebigen Punktes P durch die beiden
folgenden Bedingungen gegeben ist:

e Bsgilt PZ = |m|-PZ
e Im Fall m > 0 liegt der Bildpunkt auf der gleichen Seite wie P bzgl. des Zentrums.
Im Fall m < 0 liegt der Bildpunkt auf der anderen Seite wie P bzgl. des Zentrums.

4.8.3 Sechs Konstellationen

Es gibt im wesentlichen sechs verschiedenen Konstellationen:

m > 1:  Eine wirkliche zentrische Streckung. Der Punkt P wird vom Zentrum
weiter weg in die gleiche Richtung abgebildet.

m = 1: Das ist die identische Abbildung. (,,Nichts passiert”)

0 <m < 1: Eine zentrische ,,Stauchung”. Der Punkt P wird ndher ans Zentrum
in die gleiche Richtung abgebildet.

—1 <m < 0: Der Punkt P wird ndher ans Zentrum abgebildet, aber in entgegen-
gesetzte Richtung vom Zentrum aus.

m = —1: Das ist die Punktspiegelung.

m < —1:  Der Punkt P wird weiter weg und entgegengesetzt vom Zentrum abge-
bildet.

4.8.4 Geometrische Darstellung

P ........................................................................ Pl
Z ........... .P?/ o
........................ JU s P
.......................... PR P/ 0<m<1
.............................................. P’ —-1<m<o0

M10 LB 3
HO02 T1 A4
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4.8.5 Weitere Kommentare

Aus der Definition ergibt sich, dass das Zentrum auf sich selbst abgebildet wird.

Auch bei m = 0 wiirde eine geometrische Abbildung vorliegen: Alle Punkte der
Zeichenebene werden auf das Zentrum abgebildet. Man spricht aber nicht von einer
zentrischen Streckung.

Der Begriff Streckung erscheint erst bei der Abbildung von ebenen Figuren passend.
Dass einzelne Punkte gestreckt werden, mutet seltsam an.

Jede zentrische Streckung besitzt eine Umkehrabbildung, nédmlich die zentrische
Streckung mit gleichem Zentrum und Streckungsfaktor %

Die Aussage iiber die Liangenmafle ldsst sich umschreiben in

Pz
PZ

= |m| fiir alle Punkte P der Zeichenebene.

Fasst man Urbildstreckenldnge und Bildstreckenlédnge als Gréflen auf, so liegt also
eine direkte Proportionalitat vor.

4.8.6 Treue-Eigenschaften bei zentrischen Streckungen

Geradentreue: Das Bild einer Geraden bei einer zentrischen Streckung ist wieder
eine Gerade.

Parallelititstreue: Werden zwei parallele Geraden zentrisch gestreckt, so sind die
beiden Bildgeraden wieder parallel.

Winkeltreue: Wird ein Winkel <ABC' zentrisch gestreckt, so hat der Bildwinkel
<A'B'C’ das gleiche Ma8.

Kreistreue: Ein Kreis wird wieder auf einen Kreis abgebildet.

Orientierungstreue: Der Drehsinn eines Dreiecks AABC' bleibt bei der zentrischen
Streckung erhalten.

Ldangenverhdltnistreue: Das Léngenverhéaltnis zweier Strecken bleibt bei einer zen-
trischen Streckung gleich.

NEIN! Ldngentreue: Vielmehr wird bei einer zentrischen Streckung mit dem
Streckungsfaktor m eine Strecke [AB] auf eine Strecke mit |m|-facher Lange ab-
gebildet.

NEIN! Flichentreue: Vielmehr wird bei einer zentrischen Streckung mit dem
Streckungsfaktor m eine ebene Figur auf eine Figur mit m2-fachem Flicheninhalt
abgebildet.
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4.9 Ahnlichkeitssabbildungen ©

4.9.1 Definition: Ahnlichkeitssabbildung Eine geometrische Abbildung f heift
Ahnlichkeitsabbildung, wenn eine der folgenden dquivalenten Aussagen erfiillt ist:

(A) fist die Hintereinanderausfithrung einer Kongruenzabbildung und einer zentrischen
Streckung.

(B) Es gibt eine positive Konstante m, so dass fiir je zwei beliebige und verschiedene
Punkte P, der Zeichenebene und deren Bildpunkte P’, Q" gilt:

g
PQ

m.

4.9.2 Satz: Treue-Eigenschaften einer Ahnlichkeitsabbildung
Eine Ahnlichkeitsabbildung hat folgende Eigenschaften:

(i) Existenz eines Mafistabs. Sind [AB], [C'D] zwei beliebige Strecken positiver Léange,
so gilt

A CD
AB  CD’

(ii) Konstante Léngenverhéltnisse. Sind [AB], [C'D] zwei Strecken positiver Léinge, so
gilt

A'B’ AB

D  CD

(iii) Winkel. Sind A, B, C' drei paarweise verschiedene Punkte, so gilt

|<A'B'C'| = |<ABC.

(iv) Die Bilder von zwei parallelen Geraden g, h sind wieder zwei parallele Geraden ¢', h'.

(v) Kreise werden auf Kreise abgebildet.

(vi) Konstante Flichenverhéltnisse. Sind F und F zwei geometrische Figuren mit posi-
tiven Fldcheninhalten A(F) bzw. A(F), so gilt

4.9.3 Treue-Eigenschaften bei Ahnlichkeitsabbildungen
Es sind die gleichen wie bei zentrischen Streckungen. Siehe Abschnitt 4.8.6.

M10 LB 3
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5

5.1

Ebene Figuren

Grundlagen

5.1.1 Definition: Ebene Figuren

Eine Menge von Punkten in der Zeichenebene E heifit ebene Figur, wenn sie von Strecken
und gekriimmten Linien begrenzt ist und dabei zusammenhéngend und beschrankt ist.

5.1.2 Kommentare

Als ebene Figuren konnte man allgemeiner jede beliebige Menge von Punkten be-
zeichnen. In der Schulgeometrie treten aber nur die in Definition 5.1.1 beschriebenen
einfacheren Gebilde als ebene Figuren auf.

Gelegentlich ist es giinstig, sich der Unterscheidung von Kontur— und Flachenfigur
bewusst zu sein!

O #* @

Die Summe der Léngen aller Begrenzungslinien heiit Umfang der Figur.

Eine ebene Figur heifit konvex, wenn zu je zwei Punkten der Figur immer auch die
gesamte Verbindungsstrecke dazugehort.

Beispiele: Dreieck, Kreis, Ellipse jeweils als Flachenfigur.
Nicht-Beispiele: Windvogel-Viereck, Dreieck als Konturfigur, Kreisring.

Ein in der Mathematik sehr selten benutzter Begriff ist, dass eine nicht—konvexe
Figur konkav heif3t.
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5.2 Ebene Figuren in der Schulwelt
5.2.1 Wahrnehmung

Ebene Situationen oder ,,Gegensténde mit ebenen Ansichten” werden mit den Sinnesor-
ganen (Sehen, Tasten) wahrgenommen, die Namen der zugehorigen abstrakten Figuren
erarbeitet.

Ein zunehmender Schwierigkeitsgrad ist dabei, dass die Figuren ,,versteckt” sind.
o [hre duflere Lage stimmt nicht mit der ,,Standardauffassung” iiberein. Beispiele:

— Das quadratische Vorfahrt—Schild steht auf einer Ecke.

— Die Diagonalen einer Raute sind nicht horizontal bzw. vertikal ausgerichtet.

e Die Konturen der Figur stimmen nicht geometrisch—exakt, wohl aber strukturell mit
den Konturen der mathematisch idealisierten Figur {iberein.

e Die ebenen Figuren treten als Seitenflichen oder Querschnittsflichen von eigentlich
drei—dimensionalen Kérpern auf.

e Die Figuren sind verborgen in Graphiken oder anderen die Aufmerksamkeit zunéchst
auf sich ziehenden Situationen.

Beispiel: Wie viele Dreiecke kannst Du in der folgenden Figur (aus dem Lehrplan
MGS 2001) erkennen?

5.2.2 Beispiele
e Verkehrsschilder: Vorfahrt, Vorfahrt Achten, Stopp, Einfahrt verboten,

e GEO-Dreieck, Bogen Papier, ist eine CD-Box quadratisch?, Schallplattenhiille

Tafel Schokolade (quadratisch, rechteckig), Pralinenschachtel, Tischdecke,

Schachbrett, Memory-Karten

Ober- oder Frontseite von Mobeln, Geréten, Waschmaschine

Mond und Sonne
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5.2.3 Zeichnen

Mit verschiedenen Hilfsmitteln zeichnen:
e Frei, spielerisches Zeichnen / Sorgsames Zeichnen
e Luft— oder Sand—Zeichnen, Riicken-Zeichnen
e mit Lineal, GEO-Dreieck, Zirkel konstruieren!
e mit Schablone
e mit Hilfe von Késtchenpapier

e Computereinsatz (Windows-Zubehor/Paint, Dynamische Geometrie Software)

5.2.4 Herstellen

Mit verschiedenen Hilfsmitteln herstellen:
e Legen mit Schaschlik—Spielen, Streichholzern oder dhnlichem
e Ausschneiden aus Papier, Pappe, oder anderen ,,Werkstoffen”
e Aussigen aus Holzplatten
e Falten aus Papier, Teile zusammenkleben
e Auf dem GEO-Brett spannen
e Kinder stellen oder legen sich zu einer Figur

e Spannen oder Legen mit einem Seil

5.2.5 Andere Aktivitidten zu ebenen Figuren

e Komplexere Figuren aus elementaren Figuren zusammensetzen. Tangram

e Mosaike oder Parkette legen.

5.2.6 Geometrische Eigenschaften erkunden

e Symmetrien feststellen, Symmetrieachsen finden.

e Schwerpunkt (Mittelpunkt) finden: Ausbalancieren einer Pappe-Figur.

5.2.7 Weitere Uberlegungen

Grundsétzlich ist es nicht ganz einfach, spezielle ebene Figuren (z.B. ein Parallelogramm)
frei herzustellen. Es bleibt abzuwéigen, inwieweit technische Hilfsmittel aller Art hier eine
Erleichterung bringen, andererseits aber die Verwirklichung von Unterrichtsprinzipien wie
Handlungsorientierung, Lebensnéhe, freies Arbeiten beeintréichtigen.
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5.2.8 Herausarbeitung des Begriffs der 2-Dimensionalitit ©

Frage: In wie viele grundsétzlich verschiedene Richtungen (vorwérts, riickwérts sollen eine
Richtung bedeuten) muss sich ein Mensch (oder ein Tier) bewegen koénnen, um iiberall
hinzukommen?

Antwort:

e Beim Laufen entlang einer Strecke (gespannte Schnur, Weg, Aschenbahn) geniigt
eine Richtung.

e Beim Bewegen auf einer ebenen Figur (Sportplatz, Turnhalle) muss man sich in
zwei Richtungen bewegen konnen.

e Ein Vogel oder Hubschrauber in der Luft oder ein Fisch im Wasser muss sich in
drei Richtungen bewegen konnen, um iiberall hinzukommen.
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5.3 Vielecke
5.3.1 Definition: Vieleck

e Eine ebene Figur heifit Vieleck (= Polygon), wenn sie durch Strecken begrenzt wird.

e [st die Zahl der Strecken drei, vier, fiinf, ..., n, so spricht man auch von einem
Dreieck, Viereck, Finfeck bzw. n—FEck.

In diesem Zusammenhang heiflen die Punkte FEcken (=Eckpunkte) des Vielecks, die
Strecken heiflen Seiten des Vielecks.

5.3.2 Mittelpunkt eines Vielecks ©

Das wesentliche am Begriff , Mittelpunkt eines beliebigen Vielecks” ist, dass er nicht
verniinftig definiert werden kann.

Es stehen verschiedene Angebote zur Auswahl:
U Der Umbkreismittelpunkt, wenn das gegebene Vieleck einen Umkreis besitzt.
Z Das Zentrum, wenn das gegebene Vieleck punkt- oder drehsymmetrisch ist.
S Der Schwerpunkt.
I Der Inkreismittelpunkt, wenn das gegebene Vieleck einen Inkreis besitzt.

D Der Diagonalenschnittpunkt oder der Schnittpunkt der Seitenmittenverbindenden
bei Vierecken.

5.3.3 Beispiele zum Mittelpunkt
e Lediglich der Schwerpunkt S ist fiir alle Typen von Vielecken definiert.

e Bei Rechtecken stimmen alle Mittelpunktstypen bis auf I iiberein. Echte Rechtecke
haben keinen Inkreis.

e Bei Rauten stimmen alle Mittelpunktstypen bis auf U {iberein. Echte Rauten haben
keinen Umkreis.

e Bei Parallelogrammen stimmen alle Mittelpunktstypen bis auf U, I iiberein. Echte
Parallelogramme haben weder Umkreis noch Inkreis.

e Bei einem stumpfwinkligen Dreieck liegt U auferhalb der Figur. Bei einem Wind-
vogelviereck liegen D und evtl. S aulerhalb der Figur.

e Bei regelmiBigen Vielecken (siehe néchster Abschnitt 5.4) entsteht das Mittelpunkt-
Problem nicht. Alle oben angegebenen Mittelpunktstypen stimmen dann iiberein.



S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018 49

5.4 Regelméaflige Vielecke

5.4.1 Definition: Regelmiflige Vielecke
Ein Vieleck heifit regelmdfig (= regulir), wenn ...

e alle Seiten gleich lang sind und
e alle Innenwinkel gleich grof3

sind.

Beachte, dass die beiden Bedingungen unabhéngig voneinander sind. Ein Viereck mit
gleich langen Seiten oder vier gleich groflen Winkeln ist nicht unbedingt ein Quadrat.

> OO0
OO0

5.4.2 Spezialfille

e Ein regelméfliges Dreieck heifit auch gleichseitig, es wird ausfithrlicher in Abschnitt
7.5.6 beschrieben.

e Ein regelméfliges Viereck ist dasselbe wie ein Quadrat. Es wird in Kapitel 8.2
ausfiihrlicher beschrieben.

5.4.3 Weitere Eigenschaften von regelmifligen Vielecken

e Achsen-, Punkt- und Drehsymmetrie?

Welche (Wieviele) Symmetrieachsen hat ein regelméfliges n—Eck?

Sind regelméfige n—Ecke punktsymmetrisch?

360°
n

Wird ein regelméfliges n—Eck um den Mittelpunkt mit Winkel
es in sich selbst {iber.

gedreht, so geht

Parkettierungen mit regelméfligen n-Ecken: Siehe Abschnitt 6.8.2.
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e Regelmiflige Vielecke haben einen eindeutigen Mittelpunkt, einen Inkreis und einen
Umbkreis.

e Fiir festes n sind alle regelméfigen n-Ecke dhnlich zueinander.
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5.4.4 Frage °©

Die klassische Frage ob — fiir ein gegebenes n — das regelméflige n—Eck mit Zirkel und

Lineal konstruiert werden kann, hat Carl Friedrich Gauss 1796 beantwortet:

Genau dann ist das regelméfige n—Fck konstruierbar, wenn n ein Produkt von
,.Zweien” und lauter verschiedenen Fermat’schen Primzahlen ist.

Eine Primzahl heifit Fermat’sch, wenn sie die Form 2(2") 4 1 hat. Die heute
bekannten Fermat’schen Primzahlen sind in der Tabelle aufgelistet:

k 0 1 2 3 4 5
ok 1 2 4 8 16 32
2% L2t 1| 22412412841 2641 232 4 1
- - = 17| =257 | = 65537 | = 4294967297
FPZ| FPZ| FPZ| FPZ FPZ | = 641 - 6700417

Man vermutet, dass es aufler den fiinf Fermat’schen Primzahlen

3 > 17

keine weiteren gibt.

257

65 537
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5.5 Kreise
5.5.1 Definition: Kreis

Es seien M ein fixierter Punkt der Zeichenebene und r eine Lénge.

e Die Menge aller Punkte, die von M hochstens den Abstand r haben, bilden eine
Kreisscheibe.

e Die Kontur der Kreisscheibe heifit Kreislinie. Der doppelte Radius wird Durchmesser
d genannt.

Innerhalb der Alltagssprache werden beide Figuren oft vereinfachend als Kreis bezeichnet.

5.5.2 Weitere Begriffe In diesem Zusammenhang heifit . ..
o M der Mittelpunkt,
e 1 der Radius,
e der doppelte Radius d = 2 - r der Durchmesser

des Kreises.

Durchmesser d

5.5.3 Bemerkungen

e Verwenden Sie — auch im Alltag — das Adjektiv , kreisformig” anstelle von ,,rund”
zur Beschreibung von Kreisen!

e Oft werden die Begriffe Radius und Durchmesser sowohl fiir die geometrischen Ob-
jekte (= Punktmengen der Zeichenebene) als auch fiir die Léngen (= Zahl mit
Langeneinheit) verwendet. Kraftloser Purismus stort sich daran.
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5.5.4 Definition: Sehne, Kreissektor und Kreissegment
Es seien ein Kreis gegeben.

Eine Teilmenge der Kreislinie, die von zwei Punkten der Kreislinie begrenzt wird, heift
Kreisbogen.

Eine Strecke, deren beide Endpunkte auf der Kreislinie liegen, heifit Sehne.

Eine ebene Figur, die von einer Sehne und dem zugehédrigen Kreisbogen begrenzt wird,
heifit Kreissegment.

Eine ebene Figur, die von zwei Radien und einem Kreisbogen begrenzt wird, heifit Kreis-
sektor.

Kreissegment

Kreisbogen

5.5.5 Definitionen: Kreis und Gerade ©
Wir betrachten die Schnittmenge eines gegebenen Kreises und einer Gerade.

Die Gerade heif3t ...

e Sekante, wenn die Schnittmenge zwei Punkte enthélt,
e Tuangente, wenn die Schnittmenge genau einen Punkt enthlt,

e Passante, wenn die Schnittmenge leer ist.

Passante
Tangente

Sekante

Die Tatsache, dass eine Tangente genau einen gemeinsamen Punkt mit der Geraden hat,
erweckt den Eindruck, dass sie den Kreis ,,beriihrt” (lat. tangere = beriihren).
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5.5.6 Kreis als topologische Idee

Der Begriff Kreis hat sowohl fachlich (in der mathematischen Topologie) als auch all-
tagssprachlich die Bedeutung eines ,,linearen Gebildes”, das an den beiden Enden wieder
zusammengefiihrt ist.

Diese Deutung setzt sich dann fort fiir Situationen, die ,,begrenzt” oder ,,abgeschlossen”
erscheinen:

e Suchen Sie das Wort Kreis in den Lehrpléanen!

e Stromkreis, Schaltkreis, Farbkreis

e Wasserkreislauf, Stoffkreislauf (Recycling)

e Jahreskreis

e Morgenkreis, Gespréachskreis, Freundeskreis, Arbeitskreis, Landkreis
e Zirkeltraining, Kreislauf beim Tischtennis

o Lernzirkel

5.5.7 Kreise in der Schulwelt
e Naturphdnomene

— Hexenringe, Feenkreise
— Sonnenblume
— Kreise bei Nieseln auf dem Wasser, Tropfen auf das Wasser

— Regenbogen: Warum kreisférmig?
o Gegenstande aller Art. Warum wéhlt man die Kreisform?

— Rader

— Miinzen, Herdplatten, Verkehrsschilder, Geschirr, Kuchenformen, CD, Schall-
platte

— Kanaldeckel
— Ringe, Reifen (Hulla-Hoop), Frisbee—Scheibe

— Ansicht von Mond und Sonne
e Die Kreisform fiir Bewegungen und Situationen

— Kreisbewegungen auf der Kirchweih, Karussell
— Kreisverkehr

— Voltigierzirkel

Bestimmung der Reichweite bei einer Tankfiillung,

Bewiésserungsanlagen
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— Maschinen aller Art (Spiil-, Wasch—, Riihr—, Bohr-)

— Bei Aufleuchten der Tankanzeige im Auto reicht das Benzin noch fiir 70 km.
Zeichne die erreichbaren Orte bei Mafistab 1 : 1000 000.

e AuBeres Handeln

— Kreise ziehen

x freihand
x mit geeigneten ,,gelochten” Schablonen aus Pappe, Holz, Plastik, Metall
* mit einer Schnur oder Stoffband. Ein Ende wird im Mittelpunkt fixiert. Am
anderen Ende wird die Kreide in einer Schlaufe oder Schliisselring gefiihrt.
- Gartner—Konstruktion zur Anlage einer Baumscheibe, eines Blumen-
beetes, einer Pflasterfliche
- Im Schulhof oder in der Sporthalle: Im Mittelpunkt wird eine Stange
(Turngerat, Kartenstéinder o.4.) aufgestellt, an dem das Ende einer
Schnur (Tau, Band) festgebunden wird. Bewegt man nun das andere
Ende der gespannten Schnur um die Stange, so beschreibt dieses einen
Kreis.

« mit Schul-Zirkeln (Hinweis: Markiere vorher den Mittelpunkt)

Muster mit Kreisen

Wie findet man den Mittelpunkt eines Kreises?

Offnungsraum fiir Tiiren, Mébel in Bauplinen

— Zusammenhang mit regelméfligem Sechseck.
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6 Symmetrie bei ebenen Figuren

6.1 Achsensymmetrie

H17 T2 A1l

6.1.1 Definition: Achsensymmetrie

e Zwei ebene Figuren F; und F; heiflen bzgl. der Geraden g achsensymmetrisch zu-
einander, wenn JF; auf Fy achsengespiegelt bzgl. g wird.

e Eine einzelne ebene Figur F heiflt achsensymmetrisch in sich, wenn sie bei einer
Achsenspiegelung mit ihrer Bildfigur iibereinstimmt.

achsensymmetrisch zueinander achsensymmetrisch in sich

6.1.2 Beispiele aus der abstrakten Geometrie

e Ein Dreieck ist genau dann achsensymmetrisch, wenn es gleichschenklig ist. Ein
Dreieck wiederum heifit gleichschenklig, wenn es zwei gleich lange Seiten hat.

Drachen- oder Windvogelviereck (Spezialfille: Raute, Quadrat)

Gleichschenkliges Trapez (Spezialfille: Rechteck, Quadrat)

o Kreis

RegelméBiges n—Eck
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6.2 Achsensymmetrie in der Schulwelt

6.2.1 Betrachtung von Bildern oder ,,ebenen” Gegenstédnden: Welche sind achsensym-
metrisch, welche nicht?

e Biologie: Blétter, Schmetterlinge, viele andere Lebewesen

e Zuhause: Teppiche, Brettspiele, Schere, Besteck, Geschirr

e Zeichen aller Art: Verkehrszeichen, Flaggen, Logos, Spielkartensymbole
e Kunst: Ornamentik in der islamischen Kunst

e Vorder- und Riickseite transparenter Bilder: Folie, Dia, Fensterbilder.

6.2.2 Betrachtung mit einem Spiegel

Ein Spiegel wird senkrecht aufgestellt. Beim schrégen Blick in den Spiegel wird die Situa-
tion vor dem Spiegel durch die Situation im Spiegel achsensymmetrisch ergénzt.

o Alltagsspiegel
e Fliesenspiegel (Baumarkt)
e halbdurchlassigen Spiegel (fertige Plastiksténder, Lehrmittelverlage)

e optischen Spiegel. Beachte, dass bei einem gewohnlichen Glasspiegel aus dem Alltag
die spiegelnde Fldache unter der Glasscheibe liegt. Dies kann bei geometrischen Auf-
gaben zu Ungenauigkeiten fiihren. Bei einem optischem Spiegel wird dies vermieden.

6.2.3 Symbolische Achsensymmetrie

e Buchstaben, Ziffern,
Worter mit geometrischer Symmetrie: OTTO, HEIKE

Scherzrechnung ,,Die Hélfte von 12 ist 7”7: erhélt man bei der horizontalen Halbie-
rung der Zahl XII die Zahl VII.

Worter mit symbolischer Symmetrie (Drehwiirmer, Palindrome):

MARKTKRAM, ANNA, RENTNER, ABBA, REITTIER,

Ganze Sétze mit symbolischer Symmetrie:

EIN NEGER MIT GAZELLE ZAGT IM REGEN NIE
EINE TREUE FAMILIE BEI LIMA FEUERTE NIE
STEP ON NO PETS

Quadratisches Palindrom:
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O H = w»
(@Ravilcoli=vi s
Htoe s
> o|m Yo
»n>H+HOX

e Spiegelzahlen: 303, 5775, 1991, 2002 (nur zweimal in unserem Leben).

Eine Spiegelzahl mit gerader Stellenzahl ist durch 11 teilbar. (Warum?)

e Es gibt Menschen, die der Tatsache, dass am 19.9.1991 der Eismann (Otzi) am
Hauslabjoch (Grenze Italien—Osterreich) aufgefunden wurde, eine mystische Di-
mension beimessen.

e Am 20.02.2002 sendete der Bayerische Rundfunk einen Beitrag iiber Palindrome:
Daraus:

NA, FAKIR, PAPRIKAFAN?

6.2.4 Handeln (Enaktiv)

Vielfaltige Spiel- oder Bastelspiele im Zusammenhang mit dem Falten oder Klappen.
e Scherenschnitt

e Herstellen achsensymmetrischer Bilder mit verschiedensten ,,Spiel-Moglichkeiten”:
Ministeck, Plastikkndpfe, Holz—Plittchen—Nageln

e Drucken: Kartoffel- oder Spielstempel, Linoldruck. Der Figur auf dem Stempel und
die gedruckte Figur erscheinen achsensymmetrisch zueinander.

e Arbeiten mit dem Geobrett

e Basteln von Papierflugzeugen

6.2.5 Zeichnen (Ikonisch)
e Papier:

— Kariertes Papier: Die Gitterlinien dienen zur Orientierung.
— Blankes Papier
— Folien

— Kohlepapier
e Genauigkeit:

— Freies Zeichnen
— Zeichnen mit Lineal, GEO—Dreieck,

— Zeichnen bzw. Konstruieren mit dem Zirkel.



S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018 59

Symmetrie-Simultan—Zeichnen: Symmetrie ist offenbar irgendwie in unserer ,,Psy-
chomotorik” angelegt.

Malen und Féarben:

— Symmetrisches Einférben (Kindermalbuch)
— Klecksbilder

6.2.6 Weitere Aktivitidten

Bildbearbeitungsprogramme: Bilder oder Fotos werden per Befehl gespiegelt und
ausgedruckt.

Spiegelschrift.

Einbringen von Uberlegungen zur Bedeutung der Symmetrie. Ist sie notwendig,
zweckméfig, interessant, langweilig, dsthetisch?

Denksport: Wie oft an einem Tag bilden die beiden Zeiger einer Uhr eine achsen-
symmetrische Figur?

6.2.7 Unterschiedliche Schwierigkeitsgrade

Liegt Achsensymmetrie vor?
Auffinden der Symmetrieachsen / Zahl der Symmetrieachsen.
Ergénzen zu achsensymmetrischen Figuren.

Die Figur enthélt vertikale, horizontale, diagonale Strecken, Kreisbogen, gekriimmte
Linien.

Lage der Achse gegeniiber den Blattrindern oder der Késtcheneinteilung: Vertikal,
horizontal, diagonal, beliebig schrég.

Lage der Achse gegeniiber der Figur: Durch den Mittelpunkt — am Rand — aufler-
halb.
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6.3 Ebenensymmetrie ©
Ein zur Achsensymmetrie irgendwie dhnlicher, dann aber doch in vielerlei Hinsicht unter-

schiedlicher Symmetriebegriff ist der der Ebenensymmetrie.

6.3.1 Tabelle In der folgenden Tabelle sind die Kennzeichen und Unterschiede zwischen
drei Symmetrietypen zusammengestellt:

Symmetrietyp Punktsymmetrie Achsensymmetrie Ebenensymmetrie
Abbildung Punktspiegelung Achsenspiegelung Ebenenspiegelung
WO (Geometrischer Kontext) Ebene (2-dim) Ebene (2-dim) Raum (3-dim)
WAS (Zu spiegelnde Objekte) Ebene Figuren Ebene Figuren Réaumliche Koérper
WORAN (Merkmal) Zentrum Z (Punkt) Achse g (Gerade) Ebene e
Orientierung erhalten umkehrend (Drehsinn) | umkehrend (Links-Rechts)

Es ist eine ,,Dimensions—Analogie” zwischen der Ebenensymmetrie im Raum und der
Achsensymmetrie in der Ebene zu erkennen. Man sollte sich des Unterschieds bewusst
sein.

Es besteht ein Zusammenhang zwischen den beiden Symmetrietypen, da die ebenen An-
sichten oder Schnitte von rdaumlich spiegelbildlichen Situation achsensymmetrisch sind.

6.3.2 Ebenensymmetrie in der Schulwelt

e Betrachten von Situationen oder Gegensténden:

— Menschlicher Korper, Insekten,
— Fahrrad, Auto (Fahrer, Beifahrer).
— Musikinstrumente, Geréte aller Art, Mdbel.

— Geometrische Korper: Wiirfel, Quader, Pyramide, Kugel.
e Das Zeichnen ist hier — aufgrund der Natur der Sache — schwieriger.
e Handeln: Spiegelbewegungen, Erfahrungen mit (Fliesen—)Spiegeln.

e Arbeiten mit halbdurchlissigen Spiegeln (Glasscheiben)

6.3.3 Links und Rechts Bei welchen Gegenstianden, Gerédten, Situationen oder Bewe-
gungen treten die Begriffe ,,Rechts” und ,,Links” auf?

e Mit welcher Hand schreiben Sie?

Sie spitzen einen Bleistift

Sie drehen einen Hahn oder Schraube zu

Jimi Hendrix spielt Gitarre

Werden ,,Links” und ,,Rechts” im Spiegel vertauscht?
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6.4 Punktsymmetrie ©

6.4.1 Definition: Punktsymmetrie

e Zwei ebene Figuren F; und JF; heiflen bzgl. des Zentrums Z punktsymmetrisch
zueinander, wenn F; auf F, punktgespiegelt bzgl. Z wird.

e Eine einzelne ebene Figur F heifit punktsymmetrisch in sich, wenn sie bei einer
Punktspiegelung mit ihrer Bildfigur iibereinstimmt.

punktsymmetrisch zueinander punktsymmetrisch in sich
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6.5 Punktsymmetrie in der Schulwelt ©

6.5.1 Betrachtung von ,,ebenen” Situationen, Bildern oder Symbolen

S N 7 §

Spielkarten

Anordnung der Pralinen in einer Schachtel

Sport (Fufiball, Tennis, Tischtennis, Volleyball):

Gleiche Aufstellung nach einem Seitenwechsel

Parallelogramm

e Regelmiflige n—Ecke nur fiir gerades n

Generell sind Figuren, die

e sowohl punktsymmetrisch als auch achsensymmetrisch sind (Rechteck, Raute, Qua-
drat, Kreis)

e cine hohere Drehsymmetrie (s.u.) aufweisen (Kreis, Mandala, Bliiten)

als Beispiele nicht so gut geeignet, da dann die Punktsymmetrie in der Wahrnehmung
,,abgedréngt” wird.

6.5.2 Handeln
e Figuren, Gegenstinde werden um 180 °~gedreht.

e Drehfolien: Fixierung des Drehpunkts mit einem Nagel (Zirkelspitze).

6.5.3 Zeichnen

Késtchenfiguren werden punktsymmetrisch ergénzt.
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6.6 Drehsymmetrie
6.6.1 Definition: Drehsymmetrie

Eine ebene Figur heiit a—drehsymmetrisch (in sich / bzgl. Z), wenn sie bei einer a—
Drehung in sich selbst iibergeht. Man spricht auch von n—zdhliger Drehsymmetrie, wenn

der Drehwinkel a = g ist.

Eine ebene Figur heifit vollstindig drehsymmetrisch (in sich) (bzgl. Z ), wenn sie bei Dre-
hungen um beliebige Winkel « in sich selbst iibergeht.

6.7 Drehsymmetrie in der Schulwelt

6.7.1 Betrachtung von Bildern oder ,,ebenen” Gegensténden, Situationen:
e Darts—Scheibe, Windrad, Brettspiele (Halma)
e Bliiten, Schneeflocken, Quer—Schnitt durch das Kerngehéuse eines Apfels
o Werkzeuge, Muttern,
e Speichenrdder, Autofelgen, Sonnenschirme,
e Gugelhupf
e Rosetten an Bauwerken, in Fenstern oder Mébeln.
e Regelméflige n—Ecke haben eine n—zédhlige Drehsymmetrie.
e Kreise, Kreisscheiben und Kreisringe sind vollstdndig drehsymmetrisch

e Querschnitt von Kerzen, Dosen, Seilen

6.7.2 Handeln
e Basteln: Weihnachtssterne, Windrader.
e Schneiden von Sternen nach Mehrfachfaltung.
e Drehfolien: Fixierung des Drehpunkts mit einem Nagel (Zirkelspitze).

e Mandalas farben

6.7.3 Zeichnen
o Kistchenfiguren werden drehsymmetrisch ergénzt

e Rosetten werden mit dem Spirograph gezeichnet

6.7.4 Zunehmende Schwierigkeit hinsichtlich der Lage des Drehpunkts bzgl. der
Figur: Mittelpunkt, Eckpunkt, Randpunkt, aulerhalb, innerhalb.
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6.8 Parkettierungen
6.8.1 Vorbemerkung

Anders als bei Achsenspiegelungen oder Drehungen kann die Nacheinanderausfithrung
von mehreren gleichen Verschiebungen nicht die identische Abbildung ergeben.

Das bedeutet, dass eine ebene Figur durch mehrfache Verschiebungen immer neue Figuren
ergibt, genauer: sich immer weiter ,,entfernt”.

Im Schul- und Alltagsleben spricht man nicht von (beschrinkten) verschiebungssymmetri-
schen Figuren, sondern eher von so genannten periodischen Parkettierungen oder Mustern.

6.8.2 Parkettierungen Es scien eine (zwei, drei oder endlich viele) ebene Figuren
vorgegeben.

(A) Von einer Parkettierung spricht man, wenn die Zeichenebene durch ebene Figuren
vollstandig belegt ist, die alle zu den gegebenen Figuren kongruent sind.

(B) Eine Parkettierung heifit periodisch, wenn sie bei Verschiebungen in zwei Richtungen
in sich selbst {ibergeht.

6.8.3 Kommentare

e Es gibt Parkettierungen mit zwei Figuren — beispielsweise so genannte Penrose-
Muster — die nicht periodisch sind.

6.8.4 Parkettierungen mit einer einzigen Figur
e Beliebiges Rechteck, Parallelogramm

e Beliebiges Dreieck. Zwei Dreiecke konnen zu einem Parallelogramm zusammengefiigt
werden.

o Kreuze
e Parkettierung 60 °/120 °-Parallelogrammen. Es entstehen ,,Perspektiv—Wiirfel”.

e Platonische Parkettierung: Vgl. Abschnitt 6.8.5. mit einem regelméffigen n-Eck: Nur
fiir n = 3,4 oder 6 moglich.

e Es gibt zur Zeit 15 bekannte Parkettierungen mit einem Fiinfeckstyp.
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6.8.5 Satz: Platonische Parkettierungen

Eine Parkettierung mit einem Typ von regelméfigen n-Eck ist nur fiir n = 3,4 oder 6
moglich.

Die Zeichenebene kann also parkettiert werden ...

e mit regelméfBigen (d.h. gleichseitigen) Dreiecken, wobei immer 6 an einer Ecke zu-
sammenstoflen,

e mit regelméfigen Vierecken (d.h. Quadraten), wobei immer 4 an einer Ecke zusam-
menstofien,

e mit regelméfigen Sechsecken, wobei immer 3 an einer Ecke zusammenstofien.

Andere regelméflige n—Ecke kommen nicht in Frage.

6.8.6 Begriindung

1. Esist bekannt (siehe spéter), dass fiir den Innenwinkel « eines regelméfligen n—Ecks
gilt:

a = 180° — 392 (%)

Als Tabelle ergibt sich

ni 3 4 ) 6 7 8 12 16 18 10.000

a || 60°]90°]108° | 120° | ~ 128,57° | 135° | 150° | 157,5° | 160° | 179,964 °
vivi-lvl] - | -1-1-1-1-

2. Da an einer Ecke sich mehrere dieser Innenwinkel @ genau zu einem Vollwinkel
zusammenfiigen lassen miissen, muss der Vollwinkel 360 © ein ganzzahliges Vielfaches
(=s) von « sein.

360° = s-q.

3. Schaut man jetzt die obige Tabelle durch, so sicht man, dass diese Bedingung nur
in den drei Fallen mit / erfiillt ist.

6.8.7 Illustration bei Fiinfecken

Mit regelméfigen Fiinfecken kann man nicht parkettieren. Werden s = 3 Fiinfecke an
einer Fcke aneinandergelegt, so bleibt eine Liicke. Dies liegt daran, dass der Vollwinkel
360° kein ganzzahliges Vielfaches des Innenwinkels 108 © ist.
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6.9

6.9.1 Betrachtung von Bildern und ,,ebenen” Gegenstédnden:

Parkettierung in der Schulwelt

Bienenwaben,
Flaggen (Bayerische Fahne),

Riickseiten von Spielkarten,

Muster auf Tapeten, Teppichen, Geschenkpapier, oder Tischdecken.

Bandornamente, islamische Ornamentik.

Parkettboden (Fischgrét, Schiffsboden)

Pflasterflichen (S—Steine, Rechtecksteine, Sechsecksteine)
LEGO-Grundplatte,

Gitternetz (K&astchenpapier)

Maschendrahtzaun, Hasendraht

Netze aller Art, beispielsweise an Fussballtor

Bilder von M.C. Escher

6.9.2 Handeln

Plattchen—Nageln, Ministeck

Legen mit Figuren, Verschieben von Formpléattchen
Sticken, Hikeln, Stricken, Weben (,,Gliicksarmband”)
Drucken

Blech—Kuchenbacken, Waffel-Musterung

6.9.3 Zeichnen

66

e Verschiebungs—Fortsetzen von Figuren auf Karopapier — beispielsweise mit Scha-

blonen.
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6.10 Kongruenz °
6.10.1 Definition: Kongruenz

Zwei ebene Figuren F und F heiflen kongruent zueinander, wenn es eine Kongruenzab-
bildung gibt, die die Figur F in die Figur F {iberfiihrt.

6.10.2 Kommentar

Oft wird das Wort ,,deckungsgleich” als Synonym fiir kongruent benutzt. Da kongruente
Figuren in Form und Gréfie iibereinstimmen, werden sie in Alltags- und Schulsprache oft
als ,,gleich” angesprochen.

6.10.3 Satz: Notwendige Bedingungen fiir Kongruenz

Dieser so genannte Hauptsatz der Kongruenz zeigt auf, welche Konsequenzen die Kongru-
enz zweier ebener Figuren hat. Die unter DANN aufgefithrten Aussagen sind notwendige
Bedingungen der Kongruenz.

WENN zwei Figuren F und F kongruent zueinander sind,
DANN stimmen die zugehérigen Liangen in den beiden Figuren iiberein.
DANN stimmen die zugehorigen Winkelmasse in den beiden Figuren iiberein.
DANN stimmen die zugehorigen Flacheninhalte in den beiden Figuren iiberein.
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6.10.4 Hinreichende Bedingung fiir Kongruenz von zwei Dreiecken

Die folgenden bekannten ,,Kongruenzsitze” zeigen auf, unter welchen Bedingungen zwei
Dreiecke kongruent sind. Die unter WENN aufgefiihrten Aussagen sind hinreichende Be-
dingungen fiir Kongruenz.

Oft werden diese Satze dahingehend verstanden, dass sie angeben, wenn ein Dreieck ,,ein-
deutig konstruierbar” ist.

6.10.5 SSS-Satz Es seien zwei Dreiecke gegeben.
WENN jede Seitenléinge des einen Dreiecks jeweils mit einer Seitenlénge des anderen
Dreiecks iibereinstimmt,
DANN sind die beiden Dreiecke kongruent zueinander.

6.10.6 SWS-Satz Es seien zwei Dreiecke gegeben.

WENN ein Winkelmafl in dem einen Dreieck mit einem Winkelmafl im anderen Dreieck
iibereinstimmt und die Léngen der anliegenden Seiten in dem einen Dreieck je-
weils mit den Léngen der anliegenden Seiten im anderen Dreieck iibereinstimmen,

DANN sind die beiden Dreiecke kongruent zueinander.

6.10.7 WSW-Satz Es seien zwei Dreiecke gegeben.

WENN eine Seitenldnge in dem einen Dreieck mit einer Seitenldnge im anderen Dreieck
iibereinstimmt und die Masse der anliegenden Winkel in dem einen Dreieck jeweils
mit den Massen der anliegenden Winkel im anderen Dreieck iibereinstimmen,

DANN sind die beiden Dreiecke kongruent zueinander.

6.10.8 SsW-Satz Es seien zwei Dreiecke gegeben.

WENN jede von zwei Seitenldngen in dem einen Dreieck mit jeweils einer Seitenlédngen
im anderen Dreieck iibereinstimmt und der der grofleren dieser beiden Seiten
gegeniiberliegende Winkel in dem einen Dreieck mit dem der gréferen dieser
beiden Seiten gegeniiberliegenden Winkel im anderen Dreieck iibereinstimmt,

DANN sind die beiden Dreiecke kongruent zueinander.
6.10.9 Einen SSW-Satz gibt es nicht In den beiden Dreiecken AB;C und AB,C

stimmen der Winkel o und je zwei Seitenldngen iiberein. Die beiden Dreiecke sind aber
nicht kongruent.

by S " by
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7
7.1

Geometrie der Dreiecke

Grundlagen und Uberblick

7.1.1 Definition: Dreieck

Eine durch drei Strecken begrenzte ebene Figur heifit Dreieck.

7.1.2 Weitere Bezeichnungen

Wenn ein Dreieck vorliegt, dann ergeben sich einige weitere Bezeichnungen

7.1.3 Dreiecksungleichung

Die drei begrenzenden Strecken heiflen Seiten.
Die drei Schnittpunkte benachbarter Seiten heiflen Ecken.

Die drei Winkel, die sich zwischen den Seiten an den Ecken ergeben, heiflen Innen-
winkel des Dreiecks.

Normalerweise werden die drei Ecken mit A, B,C (gegen den Uhrzeigersinn) be-
zeichnet.

Bei Dreiecken tritt die Besonderheit auf, dass die Seiten entsprechend der gegeniiber-
liegenden Eckpunkte benannt werden. Die Seiten sind dann a = [BC], b = [C'A] und
¢ = [AB]. Die Innenwinkel werden mit den zugeordneten griechischen Buchstaben
bezeichnet.

©

Eine Seite des Dreiecks ist immer kiirzer als die Summe der Léngen der beiden anderen
Seiten:

a < b+ec, b < c+a, c < a+b.

Die Dreiecksungleichung spielt bei schulischen Argumentationen kaum eine Rolle, sie ist
fiir fachmathematische Uberlegungen, beispielsweise bei der Definition des ,,metrischen
Raumes” von grofler Bedeutung.

LPt M7 LB3

H15 T3 Al
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7.1.4 Zeichen-Trick fiir die Schulpraxis ©

Soll eine Strecke [AB] oberhalb zu einem allgemeinen (= nicht-speziellen) Dreieck ABC
erginzt werden, so darf der dritte Eckpunkt C' nicht auf den gepunkteten Linien liegen.




S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018 71

7.2 Der Satz iiber die Innenwinkelsumme

7.2.1 Satz In einem beliebigen Dreieck ist die Summe der Innenwinkelmafle gleich 180 °.

a+p+vy = 180°.

7.2.2 Bewels

A

Betrachte eine zu AB parallele Gerade durch den Eckpunkt C'.
Die drei bei C' auftretenden Winkel &, 5 und v ergdnzen sich zu 180 °.
GeméaB dem Wechselwinkelsatz 3.6.2 (ii) sind die Wechselwinkel gleich grof:

a = & und B =p
Deshalb gilt

a+B8+y = a+pB+v = 180°. q.e.d.

7.2.3 Beweis Variante 11

Durch 180 °-Drehung um einen Seitenmittelpunkt, sagen wir Mpeo, wird das Dreieck ,,ver-
doppelt”. Es entsteht ein Parallelogramm, dessen einer Innenwinkel gleich « ist, der andere
hat das MaBl 8 ++. Aufgrund des C-Winkelsatzes 3.6.2 (iii) ergénzen sich die diese beiden
Winkel zu 180°.
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7.2.4 Beweis Variante III: Spiegeln bzgl. einer Mittenlinie ©

C

A

Ein Eckpunkt (hier C') des beliebigen gegebenen Dreiecks wird an der Geraden (hier:
M, M,) durch die Mittelpunkte der angrenzenden Seiten gespiegelt.

Der Bildpunkt C” kommt dabei auf die Seite [AB] zu liegen.
Die beiden Dreiecke AC' M, und C'BM, sind gleichschenklig, demzufolge sind die Basis-
winkel gleich grof3:

a = a g =8
Der gestreckte Winkel bei C” setzt sich also aus Winkeln der Mafle «, 3,7 zusammen,
folglich gilt

a+pB+vy = 180°.

Dieser Beweis ist mathematisch nicht so ganz tiberzeugend, da Argumentationen aus dem
Umfeld von Achsensymmetrie und gleichschenkligen Dreiecken, die erst spéter betrachtet
werden, einbezogen werden.

Er kann aber , handelnd” — Spiegelung als Faltung — ausgefiihrt werden.
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7.2.5 Aktivitiaten

Es bietet sich an, dass dieser Satz an vielerlei (von den Schiilerinnen und Schiilern selbst
erstellten) Beispielen entdeckt oder zumindest bestétigt wird.

e Abschneiden oder Abreiflen der Innenwinkel an Karton-Dreiecken und Zusammen-
legen.

e Dynamische Geometrie-Software: Es werden ein Dreieck gezeichnet und die drei
Innenwinkel angezeigt. Dann werden beispielsweise die arithmetischen Ausdriicke
a+ B und a+ S+ gebildet und angezeigt. Was passiert, wenn das Dreieck gezogen
wird?

e Auf dem Fuflboden oder mit Stativen werden die Eckpunkte eines Dreiecks ABC
markiert. Die Seiten konnen durch Klebestreifen oder gespannte Schniire dargestellt
werden. Dann wird das Dreieck umrundet und dabei die Innenwinkel mit ,,Drehen
der Blickrichtung” aufaddiert.

— Stelle Dich bei A auf und blicke in Richtung B: Blickrichtung 0°.
— Drehe Dich in Richtung C: ADDITION VON «.

— Laufe dann nach C.

Bei C' drehe Dich in die von B abgewandte Richtung:
ADDITION (des Scheitelwinkels) von .

Laufe nach B.
Bei B drehe Dich in Richtung A: ADDITION VON /.
— Laufe nach A zuriick: Blickrichtung 180 °.

Insgesamt hat man sich um den Winkel a4+ v + § (gegen den Uhrzeigersinn) ge-
dreht und schaut am Ende genau in die entgegengesetzte (=180 °)-Richtung. Der
Innenwinkelsatz ist bestétigt.

H15 T3 A2
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7.3 Innenwinkelsumme bei einem n-Eck

7.3.1 Innenwinkelsumme bei einem n-Eck FEin n—Eck kann in n—2 Dreiecke zerlegt
werden.

Viereck: Fiinfeck: Sechseck: Siebeneck:
2 Dreiecke 3 Dreiecke 4 Dreiecke 5 Dreiecke

Damit ergibt sich fiir die Innenwinkelsumme in einem n-Eck

n 3 4 ) 6 7 8 n

IWS || 180° | 360° | 540° | 720° | 900° | 1080 ° (n—2)-180°
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7.3.2 Innenwinkel in einem regelméafligen n—Eck

M Mittelpunkt

n—tel Sektor des
regelmifBigen n—Ecks

Ist o der Innenwinkel des regelméfligen n—FEcks, so gilt ...

e aufgrund des Satzes von der Dreiecks-Innenwinkelsumme

+—=180° -7

o =

N o
N o

e und fiir den Vollwinkel um M
n-vy=360°,

e insgesamt also

75

04:18()0—36O
n
Es ergibt sich also
ni 3 4 5 6 7 8 12 16 18 10.000
a |[60°]90°|108° | 120° | ~ 128,57° | 135° | 150° | 157,5°| 160° | 179,964 °

Was passiert also fiir n — 0o?

LPt M9 LB3
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7.4 Transversalen

7.4.1 Definition: Transversalen

In einem Dreieck haben die folgenden Strecken eine besondere Bedeutung. Sie heiflen
gelegentlich Transversalen.

Die Mittelsenkrechte einer Seite.
Die Winkelhalbierende eines Innenwinkels.

Die Verbindungsstrecke zwischen einem Eckpunkt und dem Mittelpunkt der ge-
geniiberliegenden Seite heifit Seitenhalbierende.

Die Lotstrecke von einem Eckpunkt auf die gegeniiberliegenden Seite (oder Ihre
verlingernde Gerade) heifit Hohe.

Siehe das Diagramm 7.4.3.

7.4.2 Kommentare
e Es ist klar, dass es in einem allgemeinen Dreieck jeweils drei solcher Strecken gibt.

e Anstelle der Strecken kann man auch zugehorige Halbgeraden oder Geraden be-
trachten.

e Die Transversalen gleichen Typs schneiden sich jeweils in einem Punkt. Diese Punkte
haben besondere Eigenschaften:

Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten heifit Umkreismittelpunkt. Es han-
delt sich dabei um den Mittelpunkt des Kreises, fiir den die drei Dreiecksseiten
Sekanten sind. Anschaulicher ausgedriickt: Der Kreis geht durch die drei Eck-
punkte.

Der Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden heifit Inkreismittelpunkt. Es
handelt sich dabei um den Mittelpunkt des Kreises, fiir den die drei Drei-
ecksseiten Tangenten sind. Anschaulicher ausgedriickt: Der Kreis ist in die drei
Seiten eingeschmiegt.

Der Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden heifit Schwerpunkt. Dieser phy-
sikalische Begrift ist dadurch gerechtfertigt, dass bei Unterstiitzung in diesem
Punkt mit einem Finger ein Pappdreieck ausbalanciert ist.

Der Schnittpunkt der drei Hohen hat keinen besonderen Namen oder eine be-
sondere Bedeutung.
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7.4.3 Diagramm der Schnittpunkte

N

Die Mittelsenkrechten und ihr Schnittpunkt Die Winkelhalbierenden und ihr Schnittpunkt

Die Seitenhalbierenden und ihr Schnittpunkt Die Hohen und ihr Schnittpunkt

Zusammenschau der Schnittpunkte
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7.4.4 Satz: Schnittpunkt der Mittelsenkrechten

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben. Fiir einen Punkt M sind die folgenden Aussagen dqui-
valent (gleichbedeutend):

A) M ist der Schnittpunkt von zweien der Mittelsenkrechten.

C

(A)

(B) M ist der Schnittpunkt von allen drei Mittelsenkrechten.
(C) M ist von allen drei Eckpunkten gleich weit entfernt: AM = BM = C'M.
(D)

D) M ist der Mittelpunkt eines Kreises durch die drei Eckpunkte, des so genannten

Umbkreises.

7.4.5 Beweis Zur Begriindung wird einfach die Eigenschaft einer Mittelsenkrechten
benutzt, dass sie genau die Punkte enthélt, die von den Endpunkten der gegebenen Strecke
gleichen Abstand haben.

(A) = (B): Es sei M der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten m, und m; auf die Seiten
a bzw. b. Dann gilt

Mem, = BM=CM
— BM=AM = Mem,
Mem, = AM =CM

Also liegt M auch auf der dritten Mittelsenkrechten m..
(B) = (C): Das ist eine grundlegende Eigenschaft von Mittelsenkrechten.

(C) = (D): Das ist eine grundlegende Eigenschaft von Kreisen.

(D) = (A): M ist als Mittelpunkt des Kreises von allen drei Ecken gleich weit entfernt.
Deswegen muss M auf allen Mittelsenkrechten liegen.
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7.4.6 Satz: Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben. Fiir einen Punkt W sind die folgenden Aussagen dqui-
valent (gleichbedeutend):

A) W ist der Schnittpunkt von zweien der Winkelhalbierenden.

(A)

(B) W ist der Schnittpunkt von allen drei Winkelhalbierenden.

(C) W ist von allen drei Seiten gleich weit entfernt: d(W, a) = d(W, b) = d(W, ¢).
(D)

D

W ist der Mittelpunkt eines Kreises, der die drei Seiten beriihrt, des so genannten
Inkreises.

7.4.7 Beweis ©

Zur Begriindung wird einfach die Eigenschaft einer Winkelhalbierenden benutzt, dass sie
genau die Punkte enthélt, die von den Schenkeln des gegebenen Winkels gleichen Abstand
haben.

(A) = (B): Es sei W der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden w, und wg der Winkel a
und £. Dann gilt

Wew, = d(W,b)=d(W,c)
= d(W,b) =d(W,a) = W euw,
Wews = dW,a)=dW,c)
Also liegt W auch auf der dritten Winkelhalbierenden w,.
(B) = (C): Das ist eine grundlegende Eigenschaft von Winkelhalbierenden.

(C) = (D): Das ist die grundlegende Eigenschaft von Kreisen, dass Tangenten auf Radien
senkrecht stehen.

(D) = (A): W ist als Mittelpunkt des Inkreises von allen Seiten gleich weit entfernt.
Deswegen muss W auf allen Winkelhalbierenden liegen.
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7.4.8 Satz: Schnittpunkt der Seitenhalbierenden

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben. Fiir einen Punkt S sind die folgenden Aussagen dqui-
valent (gleichbedeutend):

(A) S ist der Schnittpunkt von zweien der Seitenhalbierenden.

(B) S teilt jede Seitenhalbierende im Verhéltnis 2 : 1, wobei die ldngere Teilstrecke den
zugehorigen Eckpunkt als Endpunkt hat.

(C) S ist der Schnittpunkt aller drei Seitenhalbierenden.
Der Punkt S heif3t Schwerpunkt, was physikalische Griinde hat.

C

c’

7.4.9 Beweis ©
(A) = (B) Wir bezeichnen den Schnittpunkt der beiden Seitenhalbierenden s, und s, mit
S und die Seitenmittelpunkte von ¢ bzw. b mit B’ bzw. C’. Siehe die Strahlensétze ?77.

1. Mit der Umkehrung des ersten Strahlensatzes bzgl. Zentrum A kénnen wir schlieflen:

AC'

_ AB
< £ — B'C'|| BC

~  AB

2. Mit dem zweiten Strahlensatz bzgl. Zentrum A kénnen wir weiter schlieflen:

5C _ A
B AB

1
2

Q

3. Mit dem zweiten Strahlensatz bzgl. des Zentrums S ist dann:

s _ BC _ 1

BS BC 2
Das ist die Aussage (B).

(B) = (C) Es sei S, der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, und s. und Sy, der
Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, und s;. Es liegen beide Punkte S,. und Sy, auf s,
und geméf Aussage (B) liegen sowohl S,. als auch S, in %—Entfernung von A. Deshalb
miissen S, und S, tibereinstimmen. Das ist die Aussage (C).

Die anderen Implikationen zeigen wir hier nicht.

7.4.10 Frage
Teilt jede Gerade durch S das Dreieck in zwei Teilfiguren mit gleichem Flacheninhalt?
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7.5 Spezielle Dreieckstypen
7.5.1 Definition: Gleichschenkliges Dreieck

Ein Dreieck heiit gleichschenklig, wenn (mindestens) zwei der Seiten gleich lang sind.

Spitze

Schenkel

Schenkel

Basiswinkel

Basiswinkel
Basis

7.5.2 Begriffe beim gleichschenkligen Dreieck

Ist ein Dreieck gleichschenklig, so heiflen . ..
e die beiden gleich langen Seiten Schenkel,
e die dritte Seite Basts,
e die zwei an der Basis anliegenden Winkel die Basiswinkel,

e der Eckpunkt gegeniiber der Basis die Spitze.

7.5.3 Satz: Gleichschenkliges Dreieck

Fiir ein beliebiges Dreieck sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(S) Das Dreieck ist gleichschenklig.
(W) (Mindestens) zwei der Innenwinkel sind gleich grof.

(Y) Das Dreieck ist achsensymmetrisch.
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7.5.4 Bewels

B

(S) = (Y)|Es sei C die Spitze. Betrachte die Seitenhalbierende s, ihr Schnittpunkt mit
der Basis [AB] sei M. Es gilt dann

AC = BC und
AM = BM,

Die beiden Eckpunkte A und B sind also von den beiden Punkten C' und M auf der
Geraden jeweils gleich weit entfernt.

Geméf der Charakterisierung 4.3.5 der Achsenspiegelung werden A und B bzgl. s, auf-
einander achsengespiegelt. C' wird auf sich selbst achsengespiegelt.

,,Die Menge der drei Eckpunkte” des Dreiecks wird auf sich selbst achsengespiegelt.

Wegen der Langentreue wird dann das ganze Dreieck auf sich selbst achsengespiegelt, es
ist achsensymmetrisch bzgl. g.

(W) = (Y) © | Es sei C' der Eckpunkt des dritten Winkels. Betrachte die Winkelhalbie-
rende w,, ihr Schnittpunkt mit der Basis [AB] sei M. Es gilt dann

(Def Winkelhalbierende) |<IACM| - |<IBCM|
(Vor: Zwei gleich grole Winkel) |<ICAM| - |<ICBM|
RiLES |<AMC| = |«BMC]|.

Die beiden Eckpunkte A und B liegen also von den beiden Punkten C' und M auf w., aus
,,unter dem gleichen Winkel”.

GeméB der Charakterisierung 4.3.7 der Achsenspiegelung werden A und B bzgl. w, auf-
einander achsengespiegelt. C' wird auf sich selbst achsengespiegelt.

,,Die Menge der drei Eckpunkte” des Dreiecks wird auf sich selbst achsengespiegelt.

Wegen der Langentreue wird dann das ganze Dreieck auf sich selbst achsengespiegelt, es
ist achsensymmetrisch bzgl. g.

(Y) = (S) | Diese Folgerung gilt aufgrund der Léngentreue.

(Y) = (W) | Diese Folgerung gilt aufgrund der Winkeltreue.




S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018 83

7.5.5 Definition: Gleichseitiges Dreieck

Ein Dreieck heifit gleichseitig, wenn alle drei Seiten gleich lang sind.

7.5.6 Satz: Gleichseitiges Dreieck

Fiir ein beliebiges Dreieck sind die folgenden Aussagen dquivalent.
(S) Das Dreieck ist gleichseitig.

)
(W) Alle drei Winkel sind gleich gro8.
(W) Alle drei Winkel haben das Maf3 60 °.
)

(Y) Das Dreieck ist achsensymmetrisch bzgl. dreier verschiedener Symmetrieachsen.

7.5.7 Bewels

Die Aquivalenz der Aussagen (W;) und (W2) ist klar aufgrund des Satzes iiber die Innen-
winkelsumme bei Dreiecken. Die anderen Aquivalenzen sind klar, wenn man die entspre-
chenden Aussagen iiber gleichschenklige Dreiecke aus Satz 7.5.3 jeweils auf zwei Seiten
bzw. Winkel anwendet.

7.5.8 Besonderes ©

Alle gleichseitigen Dreiecke sind &hnlich zueinander.
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7.5.9 Definition: Rechtwinkliges Dreieck

Ein Dreieck heifit rechtwinklig, wenn einer der Innenwinkel ein rechter Winkel ist.

Hypotenusenabschnitt

Hypotenuse

Hypotenusenabschnitt

Kathete

Kathete

Ist ein Dreieck rechtwinklig, so heiflen ...
e die beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten ,,Katheten”,
e die dritte Seite ,,Hypotenuse”,
e die zu der Ecke mit dem rechten Winkel gehorige Hohe ,,die Hohe”

Y

e die beiden durch die Hohe abgeteilten Teilstrecken der Hypotenuse die ,,Hypotenu-
senabschnitte”

Rechtschreib-Eselsbriicke: Die Worter ,,rechtwinklig, Kathete, Hypotenuse, Pythagoras, Thales” enthalten jeweils genau einmal den Buchstaben h.

7.5.10 Bedeutung

Rechtwinklige Dreiecke haben eine enorme Bedeutung fiir den Aufbau der Schulgeometrie,
was deutlich wird mit ...

e dem Satz von Thales, vgl. Kapitel 7.6.
e der Satzgruppe des Pythagoras, vgl. Kapitel 9.

e den trigonometrischen Beziehungen.
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7.5.11 Definition: Gleichschenklig-Rechtwinkliges Dreieck

Ein Dreieck heifit gleichschenklig-rechtwinklig, wenn es gleichschenklig und rechtwinklig
ist.

Spitze

Schenkel = Kathete

Schenkel = Kathete

Basiswinkel

Basiswinkel
Basis = Hypotenuse

Ist dies der Fall, so kann der rechte Winkel nur zwischen den beiden Schenkeln auftreten.
Die beiden Basiswinkel haben das Mass 45 °.

7.5.12 Weiteres

e [st ein Dreieck gleichschenklig-rechtwinklig, so kann der rechte Winkel nur an der
Spitze auftreten. Die beiden Basiswinkel haben das Mass 45 °.

e Alle gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecke sind dhnlich zueinander.

e Das Standardbeispiel ist das GEO-Dreieck.

7.5.13 Diagramm der Dreieckstypen

gleichschenklig-rechtwinklig gleichseitig
bedeutet: ,,Spezialfall von”

rechtwinklig gleichschenklig

NS

allgemein
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7.6 Der Satz von Thales

7.6.1 Satz von Thales: Dreiecks-Version

H15 T3 Alb

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben. M sei der Mittelpunkt der Seite [AB], d.h. es gilt
AM = BM.

(i) Satz von Thales

WENN AM =CM,
DANN ist v = 90°.

(ii) Kehrsatz des Satzes von Thales

WENN v =90°, M
DANN ist AM = CM. B

7.6.2 Satz von Thales: Kreis-Version
Es sei ein Kreis mit drei Punkten A, B, C auf der Kreislinie gegeben.

(i) Satz von Thales

WENN [AB] ein Durchmesser des Kreises ist, /"
DANN ist |[<ACB| =90°. Al 4

(ii) Kehrsatz des Satzes von Thales e,

WENN |<<ACB| =90°,
DANN ist [AB] ein Durchmesser des Kreises.

In diesem Zusammenhang heif3t der Kreis dann auch Thaleskreis.

7.6.3 Satz von Thales: Textversion
Es sei ein Kreis gegeben. Ein Punkt liegt genau dann auf der Kreislinie, wenn er mit dem

Durchmesser als Hypotenuse ein rechtwinkliges Dreieck bildet.

Dass alle Versionen das gleiche bedeuten, liegt daran, dass jedes beliebige Dreieck einen
Umbkreis hat.
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7.6.4 Beweis des Satzes

Wir betrachten die Dreiecksversion und zeichnen die Seitenhalbierende s. ein.

C

B

Jetzt kann man die folgende Implikationskette aufschreiben:
AM = CM

<— AM = BM = CM

<= Die Dreiecke AMC und BMC sind gleichschenklig mit Spitze bei M.
— a=m und B =7

Y 29 = 4+ e+y = a+ B+ = 180°

— v = 90°

7.6.5 Beweis des Kehrsatzes ©
Wir betrachten die Dreiecksversion. Es sei also ein Dreieck ABC' mit v = 90° gegeben.

Wir bezeichnen den Schnittpunkt der Seitenhalbierenden s, mit dem Halbkreis iiber [AB]
als Durchmesser mit C'.

c’,

Al ‘B

M
Wir nehmen nun an, dass die beiden Punkte C' und C verschieden seien.
Dann hat das entstehende (nicht-konvexe) Viereck AC BC

e bei C einen Innenwinkel von 90° (nach Voraussetzung) und

e bei C einen Innenwinkel von 270° (gemiB Satz von Thales).
Das ist ein Widerspruch zum Satz iiber die Innenwinkelsumme in einem Viereck.

Also miissen C' und C' iibereinstimmen. Daraus folgt dann, dass

AM = CM = CM,
was zu beweisen war.

Sollte der Schnittpunkt C auBerhalb des Dreiecks ABC erscheinen, so lisst sich die gleiche
Argumentation mit dem Viereck AC'BC' durchfiihren.
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7.6.6 Beweis — Variante II ©

Ergénze das gegebene Dreieck ABC' durch eine 180 °-Drehung um den Punkt M zu einem
Parallelogramm ACBC'. M ist als Drehzentrum der Diagonalenschnittpunkt.

C

C

Jetzt kann man die folgende Aquivalenz-Kette iiber das Parallelogramm AC BC aufschrei-
ben:

AM = CM
<= Die Diagonalen sind gleich lang.
<= Das Parallelogramm ist ein Rechteck
— v = 90°.

Damit sind sowohl der Satz von Thales als auch sein Kehrsatz bewiesen.

7.6.7 Bemerkung ©

Diese Variante I des Beweises erscheint im Vergleich zu den obigen getrennten Beweisen
von Satz und Kehrsatz schnell, simpel und kompakt.

Es bleibt aber die Frage, wann und wie die beiden dabei verwendeten Séatze

Ein Viereck ist genau dann ein Parallelogramm, wenn es punktsymmetrisch
ist (Satz 8.5.2).

Ein Parallelogramm ist genau dann ein Rechteck, wenn die Diagonalen gleich
lang sind (Satz 8.3.2).

bewiesen werden.
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8

8.1

Geometrie der Vierecke

Grundlagen

8.1.1 Definition: Viereck

Eine durch vier Strecken begrenzte ebene Figur heifit Viereck.

8.1.2 Weitere Bezeichnungen

Wenn ein Viereck vorliegt, dann ergeben sich einige weitere Bezeichnungen

Die vier begrenzenden Strecken heiflen Seiten.
Die vier Schnittpunkte benachbarter Seiten heiflen Ecken.

Die vier Winkel, die sich zwischen den Seiten an den Ecken ergeben, heiflen Innen-
winkel des Vierecks.

Die zwei Strecken, die zwei einander gegeniiberliegende Seitenmittelpunkte verbin-
den, nennen wir Seitenhalbierende. Man beachte, dass dieser Begriff in der Schul-
und Fachmathematik uniiblich ist.

Normalerweise werden die vier Ecken mit A, B, C, D (gegen den Uhrzeigersinn) be-
zeichnet. Die Seiten sind dann a = [AB], b = [BC|, ¢ = [CD] und d = [DA]. Die
Innenwinkel werden mit den zugeordneten griechischen Buchstaben bezeichnet.

Die zwei Strecken, die zwei einander gegeniiberliegende Ecken verbinden, heiflen
Diagonalen. Sie werden meist mit e und f bezeichnet.

8.1.3 Satz: Innenwinkelsumme im Viereck

In jedem Viereck betrigt die Summe aller Innenwinkel 360 °.

Zur Begriimdung muss nur auf die Innenwinkelsumme in einem allgemeinen Vieleck (vgl.
7.3) hingewiesen werden.

8.1.4 Schwerpunkt eines Vierecks ©

Teilt man ein Viereck jeweils entlang den Diagonalen, so entstehen vier Teildreiecke, die
jeweils einen Dreiecks-Schwerpunkt haben. Der Schnittpunkt der beiden Geraden, die
jeweils zwei gegeniiberliegende solche Dreiecks-Schwerpunkte verbinden, ist der Schwer-
punkt des Vierecks.

Beim Windvogelviereck tritt evtl. das bemerkenswerte (auch physikalische) Phédnomen
auf, dass der Schwerpunkt auflerhalb der Figur liegt.

LPt M6 LB3
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8.2 Das Quadrat
8.2.1 Definition: Quadrat

Ein Viereck heifit Quadrat, wenn es vier gleich lange Seiten und vier gleich grofle Innen-
winkel hat. ‘

8.2.2 Satz: Quadrat

Fiir ein beliebiges Viereck sind die folgenden Aussagen #dquivalent:

(D) Es ist ein Quadrat.
(M) Es hat vier gleich lange Seiten und einen rechten Innenwinkel.

(Y) Es ist achsensymmetrisch bzgl. vier verschiedener Symmetrieachsen.
8.2.3 Beweis fehlt.

8.2.4 Weitere Kommentare

e Die Aussage (M) ist ,,minimalistisch”, d.h. sie kommt mit moglichst wenig Infor-
mation aus. Die Aussage (Y) erfolgt iiber den Symmetriebegriff und ist fiir den
Mathematiker am interessantesten.

e Die Eigenschaft | vier gleich lange Seiten” reicht fiir die Definition nicht aus. Auch
Rauten haben diese Eigenschaft.

e Im Alltagssprachgebrauch werden die Begriffe |, Viereck” oder ,,viereckig” zur Be-
schreibung quadratischer Situationen verwendet.

e Beachte, dass ein Quadrat nicht unbedingt ,,auf einer Seite” stehen muss, siehe oben.

e Alle Quadrate sind dhnlich zueinander.

8.2.5 Kontextfelder
e Tafel Schokolade, Scheibe Toastbrot
e Badfliesen, Sitzfliche eines Hockers

e Vorfahrtsschild (,,steht auf der Spitze”) oder Schilder zur Vorfahrts-Regelung (,,ste-
hen auf der Seite”).
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8.3 Das Rechteck
8.3.1 Definition: Rechteck

Ein Viereck heifit Rechteck, wenn es vier echte Innenwinkel hat.

Rej,c.ht 'e-ck

8.3.2 Satz: Rechteck

Fiir ein beliebiges Viereck sind die folgenden Aussagen #dquivalent:
(D) Es ist ein Rechteck.
(W1) Es hat drei rechte Innenwinkel.

)
)
(W3) Es hat einen rechten Innenwinkel und je zwei Gegenseiten sind gleich lang.
(W3) Es hat einen rechten Innenwinkel und je zwei Gegenseiten sind parallel.

)

(Y) Es ist achsensymmetrisch bzgl. der beiden Seitenhalbierenden.
8.3.3 Beweis fehlt.

8.3.4 Weitere Eigenschaften
e Die Diagonalen sind gleich lang und halbieren einander.

e Das Viereck ist punktsymmetrisch.

8.3.5 Kommentar

Bezeichnung der Seiten: Meist heiflen die beiden verschiedenen Seitenldngen Ldinge und
Breite. Ob die beiden Namen der Paarung lange/kurze Seite oder horizontale/vertikale
Seite entsprechen sollen, kann nicht grundsétzlich festgelegt werden. Weitere Verwirrung
bringt, dass eine Seite auch Hdéhe oder Tiefe, evtl. sogar Dicke, heiflen konnte. Dies héangt
von der zugehorigen Sachsituation ab.
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8.3.6 Kontextfelder
e Blatt Papier, Tischflache, Tiire, Teppich, Regalboden.
e Grundriss eines Zimmers, eines Hauses
e FuBballplatz

e DIN A Blitter haben die bemerkenswerte Eigenschaft, dass
groBere Seitenlinge = v/2- kleinere Seitenlinge.

Dieses Langenverhéltnis sorgt dafiir, dass bei

— Halbierung (parallel zur kiirzeren Seite) und

— Verkleinerung (auf halb so grofie Fliche)

genau das gleiche Rechteck entsteht. Dieses hat dann auch wieder das oben beschrie-
bene Léngenverhéltnis.
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8.4 Die Raute
8.4.1 Definition: Raute

Ein Viereck heifit Raute (=Rhombus), wenn alle vier Seiten gleich lang sind.

Rarite

8.4.2 Satz: Raute

Fiir ein beliebiges Viereck sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(D) Es ist eine Raute.

(Y) Es ist achsensymmetrisch bzgl. der beiden Diagonalen.
8.4.3 Beweis fehlt.

8.4.4 Weitere Eigenschaften
e Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander und halbieren einander.

e Das Viereck ist punktsymmetrisch.

8.4.5 Kommentare und Kontextfelder
e Beachte, dass eine Raute nicht unbedingt ,,auf einer Spitze” stehen muss.
e Rautenmuster in der Bayerischen Fahne.
e Die Form einer Eisenbahnschienen-Kreuzung

e Die , Merkel-Raute” ist gar keine Raute.
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8.5 Das Parallelogramm

H12 T2 A3

8.5.1 Definition: Parallelogramm

Ein Viereck heifit Parallelogramm, wenn je zwei Gegenseiten parallel sind.

Parallelogramm
.

8.5.2 Satz: Parallelogramm

Fiir ein beliebiges Viereck sind die folgenden Aussagen &quivalent:

(D) Es ist ein Parallelogramm.

(S) Je zwei Gegenseiten sind gleich lang.
(W) Je zwei Gegenwinkel sind gleich grof.
)

(Y) Es ist punktsymmetrisch.
8.5.3 Beweis fehlt.

8.5.4 Weitere Eigenschaften

e Die Diagonalen halbieren einander.

8.5.5 Aktivitaten

e Betrachte den Schattenwurf eines Karton-Quadrats. Als Lichtquelle sind der Tages-
lichtprojektor oder die Sonne geeignet. Welche Viereckstypen ergeben sich, wenn
das Quadrat in seiner Lage verdndert wird?

e Verbinde die benachbarten Seitenmittelpunkte eines beliebigen Vierecks. Welcher
Viereckstyp entsteht?

e Zeigen mit dem Zollstock: 20cm — 30 cm — 20 cm — 30 cm
e Schienenkreuzung

e Parallelogramm—Konstruktion mit Zirkel und Lineal.

8.5.6 Sprechweisen

Die Sprechweise, dass ein Parallelogramm nicht achsensymmetrisch sei, ist mathematisch
hoch-problematisch.

Es gibt durchaus achsensymmetrische Parallelogramme, ndmlich Rechtecke, Rauten und
Quadrate.

Richtig ist, dass ein Parallelogramm im allgemeinen nicht achsensymmetrisch ist.
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8.6 Das Drachenviereck

8.6.1 Definition: Drachenviereck

Ein Viereck heit Drachenviereck (kurz: Drachen), wenn es konvex ist, zusétzlich zwei
benachbarte Seiten gleich lang sind, und die zwei anderen Seiten ebenfalls gleich lang
sind.

Drachenviereck

8.6.2 Satz: Drachenviereck

Fiir ein beliebiges konvexes Viereck sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(D) Es ist ein Drachenviereck.

(Y) Es ist achsensymmetrisch bzgl. einer Diagonalen.

8.6.3 Beweis fehlt.
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8.6.4 Definition: Windvogelviereck

Ein Viereck heifit Windvogelviereck, wenn es nicht konvex ist, zusétzlich zwei benachbarte
Seiten gleich lang sind, und die zwei anderen Seiten ebenfalls gleich lang sind.

”Wi-ndy_ogelviereck

8.6.5 Satz: Windvogelviereck

Fiir ein beliebiges nicht-konvexes Viereck sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(D) Es ist ein Windvogelviereck.

(Y) Es ist achsensymmetrisch bzgl. einer Diagonalen.
8.6.6 Beweis fehlt.

8.6.7 Kommentare

e Bemerkenswert ist, dass beim Windvogelviereck eine der beiden Diagonalen aufler-
halb verlauft.

e Was ist das ,,Zwischending” zwischen Drachen- und Windvogelviereck?

e Aus den Definitionen ist zu ersehen, dass sich die beiden Typen ,,Drachenviereck”
und ,,Windvogelviereck” nur durch die Konvexitéit unterscheiden. Als Oberbegriff
fiir beide Typen wird auch ,,diagonalsymmetrisches Viereck” verwendet.

e In einem Drachen- oder Windvogelviereck stehen die beiden Diagonalen senkrecht
aufeinander. Umgekehrt ist diese Bedingung nicht hinreichend dafiir, dass ein Vier-
eck ein Drachenviereck oder Windvogelvierecke sein muss.

e Beachte, dass bei einem Drachenviereck oder Windvogelviereck die Symmetrieachse
keineswegs die langere oder kiirzere Diagonale sein muss.

@vi
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8.7 Das Trapez

8.7.1 Definition: Trapez
Ein Viereck heifit Trapez, wenn zwei der Seiten parallel sind.
8.7.2 Begriffe Wenn ein Viereck ein Trapez ist, dann werden noch die in dem Diagramm
angegebenen Begriffe verwendet:
C
Schenkel
D Mittenlinie
B
Schenkel
A

8.7.3 Satz: Trapez °
Fiir ein beliebiges Viereck sind die folgenden Aussagen #dquivalent:

(D) Es ist ein Trapez.

(V) Die beiden Diagonalen schneiden sich im gleichen Verhéltnis.

8.7.4 Beweis ©

(D) = (V) Die beiden Diagonalen bilden zusammen mit den parallelen Seiten eine X-
Figur bzgl. der Strahlenséitze. Die Behauptung folgt dann mit dem ersten Strahlensatz.

(V) = (D) Die beiden Seiten, an denen die kiirzeren (bzw. lingeren) Diagonalabschnitte
enden, bilden zusammen mit den Diagonalen eine X-Figur. Die Behauptung folgt dann
mit der Umkehrung des ersten Strahlensatzes.




S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018

8.7.5 Beispielvielfalt

Das folgende Diagramm gibt einen Eindruck von der Beispielvielfalt bei Trapezen.

,,trapezig” ,,rautig”
zwei rechte Winkel vier rechte Winkel
gleichschenkliges Trapez Parallelogramm
Héhe aulerhalb Diagonale ist Hohe

8.7.6 Kontextfelder

Die Traufseite eines Walmdachs hat die Form eines Trapezes.

98
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8.8 Das gleichschenklige Trapez

8.8.1 Definition: Gleichschenkliges Trapez

Ein Viereck heifit gleichschenkliges Trapez, wenn zwei benachbarte Winkel gleich grof3 sind
und die zwei anderen Winkel ebenfalls gleich grof3 sind.

gleichschenfdiges Trapez

8.8.2 Satz: Gleichschenkliges Trapez

Fiir ein beliebiges Viereck sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(D) Es ist ein gleichschenkliges Trapez.
(A) Es sind die drei folgenden Bedingungen erfiillt:

(A1) Zwei der Seiten sind parallel, d.h. es ist ein Trapez,
(Ag) die beiden anderen Seiten sind gleich lang,
(A3) zwei an einer der beiden parallelen Seiten anliegenden Innenwinkel sind gleich

grof.

(Y) Es ist achsensymmetrisch bzgl. einer Seitenhalbierenden.
8.8.3 Beweis fehlt.

8.8.4 Kommentare

e Die Definition 8.8.1 ist ungewohnlich, aber sehr kompakt, auflerdem in gewisser
Weise analog zu der des Drachenvierecks.

e Die dquivalente Beschreibung von Trapezen in der Aussage (A) ist anschaulicher
und alltagsndher, dafiir aber ziemlich umsténdlich. Die seltsame zusétzliche Be-
dingung (Aj) ist notwendig, da Parallelogramme nicht als gleichschenklige Trapeze
,,zugelassen” sein sollen.

e Man mache sich klar, dass die Eigenschaft (Ay) aus den anderen beiden (A;) und
(A3) folgt. Eine Beschreibung nur mittels (A;) und (Ajz) wére fachlich richtig, aber
ungewohnlich und alltagsfern.

e Im Alltagssprachgebrauch wird hiufig das prézisierende Attribut ,,gleichschenklig”
weggelassen. Es bleibt dann unklar, ob es um gleichschenklige oder allgemeine Tra-
peze geht. Siehe auch den Lehrplan.

LPt M6 LB3
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8.9 Das Sehnenviereck ©

8.9.1 Definition und Satz: Sehnenviereck

Ein Viereck heifit Sehnenviereck, wenn es eine (und damit jede) der folgenden Bedingungen
erfiillt:

(D) Die vier Seiten sind Sehnen eines Kreises.

(K) Es besitzt einen Umkreis. Das ist ein Kreis, dessen Kreislinie alle Eckpunkte des
Vierecks enthalt.

(W) Die Summen der Mafle von je zwei Gegenwinkeln sind gleich.

Sehnenviereck

8.9.2 Beweis fehlt.
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8.10 Das Tangentenviereck ©

8.10.1 Definition und Satz: Tangentenviereck

Ein Viereck heilt Tangentenviereck, wenn es eine (und damit jede) der folgenden Bedin-
gungen erfiillt:

(D) Die vier Seiten sind Tangenten eines Kreises.

(K) Es besitzt einen Inkreis. Das ist ein Kreis, dessen Kreislinie jede Seite genau einmal
beriihrt.

(S) Die Summen der Lingen von je zwei Gegenseiten sind gleich.

Tangentenviereck

8.10.2 Beweis fehlt.
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Drachen-
viereck

Quadrat
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Rechteck

N\
S

Parallelogramm

\

Tangentenviereck

Ein Pfeil, der von VIERECKSTYP A nach VIERECKSTYP B weist, hat die folgende Be-

deutung:

|
>
7

(konvexes)

Viereck

\

Gleichschenkliges
Trapez

/

e VIERECKSTYP A ist ein Spezialfall von VIERECKSTYP B

e Die Menge der VIERECKSTYPEN A ist in der Menge der VIERECKSTYPEN B ent-

halten.

Sehnenviereck

oder
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8.12 Eigenschaften der Vierecke

’ ‘ Eigenschaft H Quadrat ‘ Raute Rechteck Drachen Paralgr. gl. Trapez

1 Alle vier Seiten sind gleich lang | | | | | |

Es gibt zwei mal zwei gleich lange benachbarte Seiten | | | | | |

Je zwei gegeniiberliegende Seiten sing gleich lang | | | | | |

Zwei benachbarte Seiten sind gleich lang | | | | | |

Zwei gegeniiberliegende Seiten sing gleich lang | | | | | ‘

Drei Seiten sind gleich lang | | | | | |

N OO e W N

Zwei Seiten sind gleich lang | | | | | |

oo

Alle vier Winkel gleich grof | | | | | |

9 Es gibt zwei mal zwei gleich grofie benachbarte Winkel | | | | | |

10 Je zwei gegeniiberliegende Winkel sing gleich grof | | | | | |

11 Zwei benachbarte Winkel sind gleich grof3 | | | | | |

12 Zwei gegeniiberliegende Winkel sing gleich grofi | | | | | |

13 Drei Winkel sind gleich grof | | | | | |

14 Zwei Winkel sind gleich grof | | | | | |

15 Zwei der Nachbarwinkel ergénzen sich zu 180 © | | | | | |

16 Die Summe der Innenwinkel ist 360 © | | | | | |

17 Die Diagonalen sind gleich lang | | | | | |

18 Die Diagonalen halbieren einander | | | | | |

19 Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander | | | | | |

20 Beide Diagonalen halbieren die Winkel | | | | | |

21 Eine Diagonale halbiert die Winkel | | | | | |

22 Die Seitenhalbierenden sind gleich lang | | | | | |

23 Die Seitenhalbierenden halbieren einander | | | | | |
24 Die Seitenhalbierenden stehen senkrecht aufeinander | | | | | |
25 Das Viereck ist achsensymmetrisch | | | | | |

26 Das Viereck ist punktsymmetrisch | | | | | |

27 Das Viereck besitzt vier Symmetrieachsen | | | | | |
28 Das Viereck besitzt zwei Symmetrieachsen | | | | | |
29 Das Viereck besitzt eine Symmetrieachse | | | | | |
30 Beide Diagonalen sind Symmetrieachsen | | | | | |
31 Eine Diagonale ist Symmetrieachse | | | | | |
32 Zwei Seitenhalbierende sind Symmetrieachsen | | | | | ‘
33 Eine Seitenhalbierende ist Symmetrieachse | | | | | |
34 Je zwei gegeniiberliegende Seiten sind parallel zueinander | | | | | |
35 Zwei der Seiten sind parallel zueinander | | | | | |
36 Das Viereck besitzt einen Umkreis (Sehnenviereck) | | | | | |
37 Das Viereck besitzt einen Inkreis (Tangentenviereck) | | | | | |

Eintragungen in der linken Seite eines Feldes: Die richtige Antwort!
Bei dem Viereckstyp liegt die Eigenschaft vor.
[o] Bei dem Viereckstyp liegt die Eigenschaft nicht vor.
Eintragungen in der rechten Seite eines Feldes: Wie habe ich die Antwort ermittelt?

(Wissen) Mir war die Antwort bekannt.

(Zeichnen) Ich habe ein Beispiel des Viereckstyps gezeichnet und daraus die Antwort erschlossen.
V| (Vorstellung) Ich habe mir den Viereckstyp vorgestellt und die Antwort daraus erschlossen.
(

=)=

Mathematik) Ich habe die Antwort durch geometrisches oder kombinierendes Schlieflen ermittelt.

Unter den Seitenhalbierenden eines Vierecks verstehen wir die beiden Strecken, die die Mittelpunkte

gegeniiberliegender Seiten des Vierecks verbinden. Beachte, dass dieser Begriff kaum iiblich ist.
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9 Die Satzgruppe des Pythagoras

9.1 TUberblick iiber die Satzgruppe
9.1.1 Zeichnung

9.1.2 Definitionen

Ist einer der Innenwinkel eines Dreiecks ein rechter Winkel, so heifit das Dreieck recht-
winklig.

Es folgt mit IWS, dass nur ein Winkel eines Dreiecks ein rechter Winkel sein kann.

Die beiden dem rechten Winkel anliegenden Seiten heiflen Katheten, die ihm gegeniiber-
liegende Seite heifit Hypotenuse.

Da die zwei Katheten zugleich Hohen sind, nennt man die dritte Hohe auf die Hypotenuse
die Hohe im rechtwinkligen Dreieck.

Die Hypotenuse wird durch den HohenfuBBpunkt F' in zwei Abschnitte der Langen ¢ und
p geteilt. Diese Strecken heiflen Hypotenusenabschnitte.

Meist werden die Eckpunkte A, B, C' so gewéhlt, dass der rechte Winkel bei C' ist.

9.1.3 Hypotenusensatz = klassischer Satz des Pythagoras

WENN in einem Dreieck ABC' bei C' ein rechter Winkel ist,
DANN gilt die Beziehung a% +b? = 2.

Andere Formulierung unabhéngig von den Bezeichnungen:
Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, so ist die Summe der Quadrate der Kathetenldngen
gleich dem Quadrat der Lénge der Hypotenuse.

9.1.4 Kehrsatz zum Hypotenusensatz

WENN in einem Dreieck ABC' die Beziechung a? +b* = ¢ gilt,
DANN ist der Winkel bei C' ein rechter Winkel.

Andere Formulierung unabhéngig von den Bezeichnungen:
Wenn die Summe der Quadrate zweier Seiten gleich dem Quadrat der Lénge der dritten
Seite ist, dann ist das Dreieck rechtwinklig.

LPt M9 LB3

F14 T1

F11 T3

HO7 T2

F03 T1

H15 T3 Alb
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9.1.5 Hohensatz (des Euklid)

WENN in einem Dreieck ABC bei C ein rechter Winkel ist,
DANN gilt die Bezichung p-q = hZ.

Andere Formulierung unabhéngig von den Bezeichnungen:
Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, so ist das Produkt der Lingen der Hypotenusenab-
schnitte gleich dem Quadrat der Lange der Hohe.

9.1.6 Kehrsatz zum Hohensatz

WENN in einem Dreieck ABC die Beziehung p-q = h? gilt,
DANN ist der Winkel bei C ein rechter Winkel.

Andere Formulierung unabhéngig von den Bezeichnungen:
Wenn in einem Dreieck das Quadrat der Lange einer Hohe gleich dem Produkt der Langen
der durch sie abgetrennten Seitenabschnitte ist, dann ist das Dreieck rechtwinklig.

9.1.7 Kathetensatz (des Euklid)

WENN in einem Dreieck ABC bei C ein rechter Winkel ist,

DANN gelten die beiden Beziehungen p-c¢c = ¢> und ¢-c = b?.

Andere Formulierung unabhéngig von den Bezeichnungen:
Wenn ein Dreieck rechtwinklig ist, so ist das Produkt der Lénge eines Hypotenusenab-
schnitts und der der Hypotenuse gleich dem Quadrat der Lénge der zugehorigen Kathete.

9.1.8 Kehrsatz zum Kathetensatz

WENN in einem Dreieck ABC eine der Bezichungen p-c¢ = a> oder g¢-c = b?

gilt,
DANN ist der Winkel bei C ein rechter Winkel.

Andere Formulierung unabhéngig von den Bezeichnungen:

Wenn in einem Dreieck das Quadrat einer Hohe gleich dem Produkt der Lénge einer Seite
und dem der Linge des zugehorigen durch sie abgetrennten Seitenabschnitts ist, dann ist
das Dreieck rechtwinklig.
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9.2 Arithmetische Beweise / mittels Ahnlichkeit ©
Mit Hilfe der Ahnlichkeit konnen alle drei Sitze elegant — in einem ,,Aufwasch” —

bewiesen werden.

9.2.1 Beweis mittels Ahnlichkeit
Es sei ein rechtwinkliges Dreieck gegeben.

C

c

Die drei Dreiecke (gesamt — links — rechts)
A, = AABC A, = AACH A, = ACBH

sind paarweise dhnlich zueinander, da in jedem Dreieck ein Winkel mit Mafl o, ein Winkel
mit Mafl 5 und ein rechter Winkel vorliegen.

Aufgrund der Ahnlichkeit stimmen auch entsprechende Seitenverhiltnisse iiberein, dann

h
Ap~ AN = — = Z—; — h=p-q (Hohensatz)
q
p a 2
A~vA, = = =- = a"=cp (Kathetensatz I)
a c
b q 2
Ay~ = S =y = b*=c-q (Kathetensatz II)

Addition der beiden Gleichungen des Kathetensatzes liefert den Hypotenusensatz

A +b = cptec-qg=c-(ptq =
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9.2.2 Hypotenusensatz = Satzgruppe ©

Nimmt man an, dass der Hypotenusensatz bewiesen ist, so lassen sich die anderen Sitze
daraus herleiten.

Wir schreiben den Hypotenusensatz fiir jedes der drei Dreiecke (gesamt — links — rechts)
auf

A, = AABC A, = AACH A, = ACBH.
o) A, a>+ 0 = (p+q)°
(II) Ay 0 =h*+q
II) A, a? = h? + p?

Verschiedene Linearkombinationen dieser Gleichungen liefern dann die anderen Sétze.

(I) + (IT) — (T1I)
(@ + 0+ —ad® = (p+q°+h+¢ — (WP +p°)
20° = 2q(p+q)
¥ = qc

(I) + (III) — (II)
(@ +0) +a* =0 = (p+q)+h*+p" —(1*+¢°)
2a* = 2p(p+q)

a> = pc

(I) — (I1) — (111)
(a2+b2)_a2_b2 — (p+q)2—(h2—|—q2)—(h2+p2)
0 = 2pg—2h°
W= pq
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9.3 Beweise des Hypotenusensatzes

F11 T3 A4

9.3.1 Beweis mittels innerem Hypotenusenquadrat

a b

(1) Ergénze das gegebene rechtwinklige Dreieck AABC mit den Katheten a und b gemifl
obiger Figur zu einem Quadrat mit Seitenldnge a + b.

(2) Fir den Winkel <DAB gilt:
180° = o+ |<DAB|+3 ¥ |<DAB|+90°
und deshalb
|<<DAB| =90°.

Die gleichen Uberlegungen fiir die anderen vier inneren Winkel zeigen, dass die Figur
im Inneren ein Quadrat ist.

(3) Wir stellen eine Flachenbilanz auf:

(a+0)? —4-1.ab = c?
—— — ~~~
AuBeres Quadrat Dreicck Inneres Quadrat

Ausmultiplizieren mit der ersten binomischen Formel zeigt:
a® +2ab+b* —2ab = 2,
also den Satz von Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck AABC

a+v: = A

9.3.2 Anschauliche Flichenbilanz (,,Pythagoras-Puzzle”)

Anschaulich und verkiirzt-unvollstdndig kann der obige Beweis so dargestellt werden:

2
9 b
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9.3.3 Beweis mittels duflerem Hypotenusenquadrat ©

D

A ¢ B

(1) Ergéinze das gegebene rechtwinklige Dreieck AABC mit den Katheten a und b gemés
obiger Figur zu einer Raute mit Seitenldnge c.

(2) Fiir den Winkel <DAB gilt:
|<DAB| = a+3 = 90°

Die gleichen Uberlegungen fiir die anderen vier Winkel in der aus den Hypotenusen
gebildeten Raute zeigen, dass diese ein Quadrat ist.

(3) Wir stellen eine Flachenbilanz auf:

1
(a — b)? +4-§-ab = c?
S~ AuBeres Quadrat

Inneres Quadrat
Dreieck

Ausmultiplizieren mit der zweiten binomischen Formel zeigt:
a® —2ab+b* +2ab =
also den Satz von Pythagoras fiir das rechtwinklige Dreieck AABC

a®+b = A
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9.4 Beweis des Kathetensatzes ©

9.4.1 Beweis mittels Scherung
Das folgende Diagramm zeigt die Abfolge der flichenerhaltenden Abbildungen

Scherung — Drehung — Scherung,

die das eine Katheten-Quadrat in das flichengleiche Hypotenusen-Abschnitts-Rechteck
iiberfiihrt.

In Formeldarstellung lautet der so bewiesene Kathetensatz
¥ =p-c

Dual dazu zeigt man den anderen Kathetensatz

a> = q-c

Die Addition der beiden Gleichungen bringt den Hypotenusensatz hervor

a>+b =p-ctqgc=(ptq)-c= .
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9.5 Beweise des Hohensatzes

9.5.1 Beweis mittels Erginzungsgleichheit

(Farbgebung)

Q

(1) Das linke Teildreieck des gegebenen rechtwinkligen Dreiecks wird um 90° im Uhr-
zeigersinn gedreht und dann ,,stufig” am rechten Teildreieck angelegt — einmal
oberhalb, einmal unterhalb.

(2) Da das urspriingliche Dreieck rechtwinklig war, entsteht zwischen den Stufen jeweils
ein rechter Winkel.

(3) Durch Ergénzung mit Rechtecken entstehen zwei neue rechtwinklige Dreiecke mit
iibereinstimmenden Kathetenldngen p 4+ h und ¢ + h.

(4) Die beiden Dreiecke sind aufgrund des SWS-Kongruenzsatzes 6.10.6 kongruent und
somit flachengleich.

(5) In den beiden Dreiecken sind die Teildreiecke flichengleich, also miissen auch die
ergénzten Rechtecke flichengleich sein.

(6) Die Seiten dieser Rechtecke sind aber h und h bzw. p und ¢. Es folgt:
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9.6 Beweis des Kehrsitze ©

9.6.1 Vorbemerkung Die Kehrséitze werden alle nach dem gleichen Muster bewiesen.

Ausgangspunkt ist ein Dreieck ABC', das eine der pythagoriischen Beziehungen erfiillt.

(1) Es wird ein rechtwinkliges Vergleichs-Dreieck konstruiert, bei dem zwei der Sei-
tenlédngen jeweils mit denen des gegebenen Dreiecks iibereinstimmen.

(2) Das neue Dreieck erfiillt die gleiche pythagordische Beziehung wie das gegebene
Dreieck.

(3) Da in der pythagoriischen Beziehung zwei Langen iibereinstimmen, muss auch die
dritte Lange iibereinstimmen.

(4) Daraus folgert man, das das gegebene und das vermeintlich neue Dreieck {iberein-
stimmen.

(5) Also muss das gegebene Dreieck auch rechtwinklig sein.

9.6.2 Beweis des Kehrsatzes des Hypotenusensatzes

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben, fiir das die pythagoréische Beziehung erfiillt ist:

a+v: = A

A

(1) Es wird ein Vergleichs-Dreieck ABC' konstruiert, das einen rechten Winkel bei ¢
hat und die gleichen Seitenldangen @ = a, b = b hat.

(2) Aufgrund des Hypotenusensatzes gilt im Dreieck ABC die Beziehung
@+ = &
(3) Deshalb ist auch ¢ = c.

(4) Aufgrund des SSS-Satzes 6.10.5 sind beide Dreiecke kongruent.

(5) Also muss v =75 = 90° sein.
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9.6.3 Beweis des Kehrsatzes des Hohensatzes

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben, fiir das die Hohensatz-Beziehung erfiillt ist:

(1) Es wird ein Vergleichs-Dreieck ABC konstruiert, das einen rechten Winkel bei ¢
hat und die gleichen Hypotenusenabschnitte p = p, ¢ = ¢ hat. (Hilfsmittel ist der
Thaleskreis).

(2) Aufgrund des Hohensatzes gilt im Dreieck ABC' die Beziehung
hy = p-d.
(3) Deshalb ist auch h. = h,.
(4) Deshalb ist auch C' = C.
(5) Also muss v =75 = 90° sein.
9.6.4 Beweis des Kehrsatzes des Kathetensatzes

Es sei ein Dreieck ABC' gegeben, fiir das die Kathetensatz-Beziehung erfiillt ist:

c-p = a.

A

H

(1) Es wird ein Vergleichs-Dreieck ABC' konstruiert, das einen rechten Winkel bei C
hat und die gleichen Langen p = p, ¢ = ¢ hat.

(2) Aufgrund des Kathetensatzes gilt im Dreieck ABC die Beziehung
c-p = a.
(3) Deshalb ist auch a = a.

(4) Dann stimmen auch die Punkte C' und C iiberein.

(5) Also muss 7 =7 = 90° sein.
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9.7 Kontextfelder zum Hypotenusensatz

9.7.1 Berechnungen an ebenen Figuren

e Hohen in (besonderen) Dreiecken

c a

h= /a2 — (£)? h=,/a?2—(2)2=,

e Diagonalen in (besonderen) Vierecken

-b

S}

e Begriinde die Beziehung im rechtwinkligen Dreieck: h =

e Berechnungen an regelméfligen Vielecken

9.7.2 Die Mo6ndchen des Hippokrates ©

Ay

c

Uber die Katheten und die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks werden Halbkreise

geschlagen.

Fiir die Gesamtfliche der ;,Mdéndchen” ergibt sich unter Benutzung des Satzes von Py-

thagoras:

- g2z 2m 27y oab _ ab
Aa+Ab = a8+b8 CS+2 = 5

115

Die beiden Mondchen haben den gleichen Fliacheninhalt wie das Dreieck. Die ,,Quadratur”

der Mondchen gelingt.

LPt M9 LB3
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9.7.3 Berechnungen an Kérpern im Raum ©

e Linge der Raumdiagonale in einem Quader

a

Fiir die Flachendiagonale ist zunéchst
& = >+
und dann fiir die Raumdiagonale
e = &P+ = a4+ 42,
so dass

e = Va*+b+c

Dies ist ein Beispiel dafiir, dass sich die starke Fixierung der Symbole a, b und ¢ im

rechtwinkligen Dreieck ungiinstig auswirken kann.

e Mantellinien und Hohe in Pyramiden oder Kegeln

9.7.4 Anwendungen in der Praxis

e Maurerdreieck: Auf dem Bau kann ein rechter Winkel damit gezogen oder iiberpriift
werden, dass man ein Schnurdreieck mit den Seitenldngen 3,00 m, 4, 00 m und 5, 00 m

geeignet anlegt.

e Das Zwolfknotenseil

In eine Seilschleife sind 12 Kugeln in gleichem Abstand eingekniipft. Wird das Seil
zu einem Dreieck mit 3, 4 und 5 Abschnitten gespannt, so ergibt sich ein rechter

Winkel.

Der mathematische Grund ist der Kehrsatz des Satzes von Pythagoras.

116

F13 T3 A2
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9.7.5 Ausblick in die Zahlentheorie ©

Man nennt eine Zusammenstellung von drei natiirlichen Zahlen a,b,c¢ € N ein pytha-
gordisches Tripel, wenn die Beziehung

a®+ b =c?
besteht. Beispiele sind:
(3,4,5) (6,8,10) (5,12,13) (12709, 13500, 18541).

Warum gibt es unendlich viele solche Tripel? Haben sie eine weitergehende mathematische
Bedeutung?

9.7.6 Weiterfithrung in der Analysis ©
Bei Betrachtung des Einheitskreises:

Aus dem geometrischen Satz des Pythagoras ergibt sich der trigonometrische Satz des

Pythagoras:
sina +cos’a = 1.

9.8 Kontextfelder zum Hohensatz

9.8.1 Sachaufgabe Tunnelhéhe ©
Die klassische Sachaufgabe ist die zur ,,Tunnel-Durchfahrtshéhe”, im Beispiel etwa so:

Ein Tunnel hat halbkreisférmigen Querschnitt, die Strafle befindet sich auf Durchmesser-
Niveau. Der gesamte Tunnel ist 12 m breit, auf beiden Seiten befindet sich ein Randstreifen
von 1,4m. Wie hoch darf ein LKW hochstens sein, so dass er noch passieren kann? Er
fahrt ganz rechts, aber nicht auf dem Randstreifen.

9.8.2 Quadratur Zu einem vorgegebenen Rechteck, Parallelogramm oder Drachenvier-
eck soll ein flicheninhaltsgleiches Quadrat ) konstruiert werden.

F06 T2 A4
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Konstruiere, falls notig, zunéchst zu dem gegebenen Parallelogramm oder Drachenviereck
ein flicheninhaltsgleiches Rechteck R mit den Seitenldngen p und gq.

(1) Konstruiere (Viertelkreisbogen) die Strecke mit Lange p + gq.

(2) Ermittle (Thaleskreis, Lot) das rechtwinklige Dreieck mit den Hypotenusenabschnit-
ten p und gq.

(3) Aufgrund des Hohensatzes ist die Hohe des Dreiecks die Seitenléinge des gesuchten
Quadrats.

9.8.3 Beispiel: Berechnung an der Raute

Die beiden Diagonalen einer Raute haben die Langen e und f. Berechne die Hohe A!

P q
a

Mit dem Hypotenusensatz gilt zunéchst, dass
@ = (§P+ER
dann mit den Kathetensétzen
e 62
5 _ % .- & _ &
a /e2 + f2’ a e + f2

und schlieBflich mit dem Hohensatz

ef?
h\2 _ 4
(5) - p'q_€2+f2‘
Insgesamt also
ef

to T Varp

Das besondere an der Aufgabe ist, dass alle Sétze der Satzgruppe zum Einsatz kommen.
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10 Korper

10.1 Grundsitzliche Begriffe
10.1.1 Definition: Koérper

Eine zusammenhidngende und beschrinkte Teilmenge des (als Punktmenge aufgefas-
sten) drei-dimensionalen Raumes, die von endlich vielen ebenen oder gekriimmten
Flédchenstiicken nach auflen abgegrenzt ist, heifit ein Geometrischer Korper, oft auch kurz
Korper.

Dies ist keine mathematisch rigorose Definition, da die in ihr enthaltenen Begriffe
(Fléchenstiick, Abgrenzung, Beschrianktheit) ihrerseits zunéchst einer Definition bediirf-
ten. Sie ist aber im Hinblick auf den Alltags- oder Schulgebrauch ausreichend genau und
aussagekraftig.

10.1.2 Weitere Begriffe
e Im Zusammenhang mit dem Ké&rperbegriff heifit . ..

— ein begrenzendes Fliachenstiick Seitenfliche,
— die Schnittmenge zweier Seitenflichen eine Kante,

— die Schnittmenge von zwei (oder mehr) Kanten eine Ecke.
e Die Vereinigungsmenge aller Seitenflichen heifit Oberfliche des Korpers.

e Bei vielen — aber nicht allen — Koérpern kann die Oberfliche durch Schneiden und
Auseinanderfalten oder Abrollen in eine zusammenhéngende ebene Figur umgeformt
werden. Eine solche ebene Figur heifit ein Netz des Korpers.

e Der , Fliacheninhalt der Oberfliche” eines Korpers wird als Oberflicheninhalt be-
zeichnet und mit A (area) bezeichnet. Da dies ein schwerfilliges Wortungetiim ist,
spricht man abkiirzend ebenfalls von der Oberfiiche des Korpers.

e Der durch einen Korper erfiillte Raum hat ein Maf}, es wird Volumen oder Raumin-
halt genannt. Wird die Oberfliche eines Korpers als mit einer Fliissigkeit zu fiillendes
Gefafl aufgefasst, so spricht man hier auch vom Hohlmafi. Vergleiche Didaktik der
Grofenbereiche.

e Ein Korper heifit konvex, wenn zu je zwei Punkten des Korpers auch die Verbin-
dungsstrecke dazu gehort.
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10.1.3 Bemerkungen

e Oft begegnet man der Formulierung, dass ein Korper irgendwelchen z—artigen Sei-
tenflichen > besteht <. Im Hinblick auf die obige Definition ist diese Sprechweise
falsch, im Hinblick auf die Alltags- oder Schulsprache zu wenig sorgsam.

e Oft wird weder zwischen dem Koérper an sich und seiner Oberfliche noch zwischen
Oberfliche und Oberflicheninhalt unterschieden. Genauere Unterscheidungen er-
scheinen im Hinblick auf den Gebrauch im Alltag als zu penibel. Bei genaueren
Auseinandersetzungen mit diesen Begriffsbildungen, beispielsweise im Mathematik-
unterricht konnen diese Gleichsetzungen aber Verwirrung stiften. Die Lehrkraft soll-
te sich der Problematik bewusst sein.

Im Rahmen der Schule werden im wesentlichen zwei Grundtypen thematisiert: Die kon-
vexen Polyeder und die Drehkérper.
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10.2 Ein Uberblick iiber die Kérpertypen

Wiirfel Dodekaeder Tkosaeder Oktaeder Tetraeder

~N S

Quader Platonischer Korper Regelméflige Pyramide

Gerades Prisma

Prisma Pyramide

Konvexer Polyeder

Gerader Zylinder Kugel Gerader Kegel

Drehkorper

,,ist ein Spezialfall von”
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10.3 Korper in der Schul-Welt

Wir beschreiben zunéchst allgemein Aktivitdten, die Schiilerinnen und Schiiler im Zu-
sammenhang mit Koérpern entwickeln kénnen. Beispiele und Ideen, die stiarker auf die
einzelnen Koérpertypen Bezug nehmen, werden weiter unten behandelt.

10.3.1 Erfassung in der Wirklichkeit

e Auffinden von Korpern in der Wirklichkeit: Klassenzimmer, Turnhalle, Haushalt,
Freizeit.

Stiick Kreide,
Fuf3ball,
— Kerze, Verpackungen aller Art,

— Lampions,
e Bilder in Biichern, Arbeitsheften, Katalogen.

e Abstraktion von anderen Korpereigenschaften wie Farbe, Oberflichenbeschaffen-
heit, Gewicht, Volumen, Konsistenz, Léangen,
oder: Der Korper existiert nicht als Vollmodell: Klassenzimmer.

e Das Problem der Idealisierung: Héufig hat ein Korper in der Wirklichkeit nur
strukturell-ndherungsweise die exakte Form des mathematischen Modells. (vgl
Spielwiirfel, Tafelschwamm).

e Beschreibung der Eigenschaften: rund, eckig, kugelformig, quaderférmig. Die Sei-
tenflichen sind rechteckig, quadratisch.

10.3.2 Handeln an Modellen

3|M | Massivmodelle (Vollmodelle): Der Korper existiert als 3-dimensionaler raumerfiillen-

der physikalischer Korper.

— Schneiden aus Kartoffeln oder Kése

— Schneiden aus Styropor

— Sédgen aus Holzblocken oder Ytong—Steinen
— Formen aus Knetgummi, Teig

— Fertige Bausteine
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2|F| Flachenmodelle: Der Korper ist materiell in Form seiner 2-dimensionalen Oberfldche

verwirklicht.

— Basteln aus Pappe, Papier (— Lampions, Geschenkverpackungen)
— Plastik- oder Blechdosen, Fertigmodelle
— Anfertigen mit speziellen ,,Baukésten” (vgl. Polydron, S. 161 RadatzSchipper3)

— Befiillen mit Wasser oder Sand und so Vergleich der Rauminhalte. In diesem
Zusammenhang heiflen Flichenmodelle auch Hohlmodelle.

— Die Seitenflachen eines Klassenzimmers sind als Wéande, Boden und Decke
)
,,materialisiert”.

2|N | Bedeutsam im Zusammenhang mit Flachenmodellen sind die Netze: Schneidet man

das Flachenmodell eines Korpers geeignet auf und wickelt oder rollt es ab, so entsteht
das ebene 2—dimensionale Netz des Korpers.

1]K | Kantenmodelle: Der Korper ist in Form seiner 1-dimensionalen Kanten verwirklicht.

— Stecken aus Schaschlikspieen (Zahnstochern), die Verbindungen an den Ecken
werden durch Knetgummi oder Wachs realisiert.

— Die Kanten werden durch Pfeifenputzerdraht (Draht mir eingeflochtenen far-
bigen Plastik—Hé#rchen) verwirklicht. Der Draht kann an den Ecken gebogen
werden.

— Konstruieren mit Magnetstreben
— Konstruieren mit Fertigbauteilen aus Baukésten

— Fertigmodelle.

1S | Bedeutsam im Zusammenhang mit Kantenmodellen sind Schréigbilder: Die Kanten

werden perspektivisch gezeichnet, so dass ein rdumlicher Eindruck fiir den Betrach-
ter entsteht.

0|P | Punktmodelle sind nur zeichnerisch—perspektivisch darstellbar, nicht aber als reale

Modelle herstellbar.

Beim Herstellen all dieser Modelle tritt die oben angesprochene Problematik des idealen
Korpers wieder in Erscheinung: Hier gilt es, feinfiithlig — je nach Unterrichtssituation —
diesem Problem Rechnung zu tragen: Beim Abzdhlen von Kanten, Ecken oder Seiten-
flachen eines Wiirfels kommt es nicht so sehr auf die exakte Form an. Das Herausarbeiten
der Parallelitdt der Kanten erfordert dagegen ein sorgfaltiger hergestelltes Modell.
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10.3.3 Andere Aktivitidten
e Zihl-Kombinatorik am Korper

— Zahl der Ecken, Kanten, Seitenflichen am Koérper?

— Wieviele Seitenflachen bzw. Kanten stoflen an einer Ecke zusammen? Wieviele
Kanten stoflen an eine Seitenflache?

— Zahl der nicht-deckungsgleichen Netze eines Wiirfels (11) oder Quaders (54).

— Zahl und Anordnung der Laschen im Netz: Da in einem Wiirfelnetz 6 Seiten-
flichen an 5 Kanten (bzw. Falzen) verbunden sind, braucht man 12 — 5 =7
Laschen.

— Kombinatorik bei platonischen Kérpern (vgl. spéter)
— Euler’sche Polyederformel

— Spielwiirfel: Die Summe der Augen auf je zwei Gegenseitenflachen ist 7.
e Die Lage des Korpers im Raum.

— Erkennen oder Darstellen aus verschiedenen Perspektiven

— Verdnderung bei Drehungen im Raum (Spielwiirfel).
e Konstruieren, Bauen mit Korpern

— Turmbauten nach Grundriss

— Dichteste Packungen: Bausteine verpacken, in Kasten einordnen.
e Zeichnen:

— Schrégbilder (vgl. néchster Abschnitt)

x Wiirfel oder Quader
x Perspektiv—Tauschung: Hintere Teile wirken grofler als vordere
x Darstellung von Verdeckungen

— Zentralsicht von einer der sechs Hauptseiten (links, rechts, oben, unten, vorne
hinten)

— Netze: Siehe spiéter!
e Rechnen:

— Wieviel Papier (Zahl der Késtchen) braucht man fiir ein Flachenmodell?

— Wieviel Draht braucht man fiir ein Drahtmodell?
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10.4 Exkurs: Schrigbild—Darstellungen ©

10.4.1 Einstieg

Unter der Schriagbild-Darstellung (kurz: Schrigbild) eines geometrischen Korpers (3D)
versteht man ein perspektivisches Abbild — meistens der Kanten — in der Zeichenebene

(2D) ?

die aufgrund der geometrisch—optischen Bedingungen des Sehens beim Betrachter

die Illusion der Rdumlichkeit hervorruft. Es wird gemé&fl der folgenden Konvention ange-
fertigt:

Die Kanten in Ebenen, die senkrecht zur Blickrichtung stehen, werden in maf3stabli-
cher (oder wahrer) Grofle gezeichnet.

Die Kanten, die parallel zur Blickrichtung verlaufen, werden ...

— bzgl. des Mafistabs gekiirzt (mit einem Faktor g < 1)

— unter einem Winkel o gegeniiber den horizontalen und senkrecht zur Blickrich-
tung verlaufenden Kanten

gezeichnet.

Alle iibrigen (schrig verlaufenden) Kanten und Linien werden zwischen den dann
vorgegebenen Endpunkten direkt gezeichnet.

10.4.2 Beispiele Auf der néichsten Seite 126 sind einige konkrete Beispiele zu sehen.

Die Werte fiir ¢ und « bei den beiden ersten Beispielen wirken sehr ungewdchnlich,
im Hinblick auf ein Zeichnen auf Kéastchenpapier sind sie sehr gut geeignet.

Sehr giinstig ist es, verdeckte Kanten durch Strichelung, Punktelung oder
Verdiinnung nur anzudeuten

Unterldsst man dies, so sind im allgemeinen die Tiefen (vorne — hinten) nicht mehr
unterscheidbar. Man kann dies beim Necker—Wiirfel (Mitte unten) wahrnehmen,
bei langerer Betrachtung ,kippt” die Wahrnehmung auf die Darstellung links oder
rechts.

Fiir das tatsdchliche Zeichnen von Perspektivdarstellungen gibt es noch viele weitere
Konventionen, die im Spannungsfeld aus

— einfachem Anfertigen in der Zeichenebene und

— leichtgéngigem Erfassen der rdaumlichen Situation
angesiedelt sind:

— Militdr—Perspektive

— Verkiirzung weiter hinten liegender Kanten.

Innerhalb der Schulgeometrie erfolgt eine Beschrankung auf Schréigbilder von
Wiirfeln oder Quadern.

Zur Ubung: Zeichnen Sie eine Kugel oder einen Torus (vgl. Abschnitt 12.5) im
Schrégbild.
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11 Polyeder

11.1 Einstieg
11.1.1 Definition: Polyeder

Ein Koérper, der ausschliellich von ebenen Flachenstiicken begrenzt ist, heifit Polyeder (=
Vielflach, Vielflichner).

Polyeder mit zehn Seitenflichen

Ein Massivmodell eines Polyeders erhélt man also durch mehrfaches ebenes Abschneiden
mit Messer, Sédge, Spachtel oder heiflem Draht aus einem zuvor ,,unférmigen” Korper.
11.1.2 Die Euler’sche Charakteristik ©

Zahlt man bei einem beliebigen Polyeder die Ecken (£), Kanten (K) und Seitenflichen
(F), so kann man daraus die Euler’sche Charakteristik des Polyeders berechnen:

X = E-K+F =E+F-K.

math. GS

11.1.3 Beispiele ©

Wir wollen die Bedeutung dieser Charakteristik an einigen Beispielen erspiiren:

e Ermitteln Sie — gedanklich — die Euler-Charakteristik fiir folgende Polyeder
— Quader

— Tetraeder
— Dreiecks—Prisma
— Quadratische Pyramide
— Polyeder wie oben abgebildet
e Experiment: Nehmen Sie ein Quaderstiick Kése und schneiden Sie beliebige Stiicke

ab. Dabei soll gewéahrleistet sein, dass das Stiick ein Polyeder (also ein Vielflach)
bleibt. Ermitteln Sie die Euler-Charakteristik des Kése—-Stiickes!
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11.1.4 Die Euler’sche Polyederformel ©

Sie werden jeweils den Satz bestétigt finden, dass die Euler-Charakteristik eines konve-
xen Polyeders immer den Wert

x = EFE-K+F=2

hat.

11.1.5 Beispiele zur Euler’schen Polyederformel ©
e Das sieht man auch bei den weiter unten zu behandelnden platonischen Kérpern.

e Uberlegung: Wie veréndern sich die Zahlen F, K und F, wenn man eine Ecke eines
Polyeders abstumpft, das heifit durch Abschneiden abflacht.

— Ecken: Eine Ecke wird abgeschnitten, es entstehen drei neue: £ = F + 2.
— Kanten: Es entstehen drei neue Kanten: K’ = K + 3.
— Seitenfldchen: Es entsteht eine neue Seitenflache: F' = F + 1.
— Insgesamt gilt:
E-K'4+F =(E+2)—(K+3)+(F+1)=E+F—-K.
Das heifit, beim Abstumpfen verédndert sich die Euler—Charakteristik nicht.

11.1.6 Mathematisches Sitzchen ©

Um das Netz eines konvexen Polyeders mit £ Ecken zum Fldchenmodell zusammenzukle-
ben, muss man im Netz (£ — 1) Laschen vorsehen.

Beispielsweise muss das Netze eines Quaders oder Wiirfels mit 7 Laschen versehen werden,
da diese Korper 8 Ecken haben.

11.1.7 Beweis °©

(1) Im Netz hdngen F' Flichen an (F' — 1) Kanten zusammen, fiir diese Kanten benotigt
man keine Laschen.

(2) Der Polyeder hat insgesamt K Kanten. Er muss also an den verbleibenden
L=K—-(F-1)

Kanten mit Hilfe von Laschen (L = Laschenzahl) verklebt werden.

(3) Durch Umstellung der Euler’schen Polyederformel erkennt man, dass
K—-F=FE-2.

(4) Wird die Formel aus (3) in die Formel aus (2) eingesetzt, so erhdlt man

L=K—-(F-1)=K-F+1=E—-2+1=E—1.
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11.2 Quader
11.2.1 Definition

Wird ein geometrischer Koérper ausschliellich von Rechtecken begrenzt, so wird er Quader
genannt.

e e e e e e e e = = ] R —

Dies ist eine minimalistische Definition. In ihr wird versucht, eine Liste von eindeutig
charakterisierenden Eigenschaften so sparsam wie moglich zu halten.

11.2.2 Weitere Eigenschaften

Je nach Bedarf an weiteren alltagsrelevanten Erkennungsmerkmalen oder fachdidakti-
scher Ausleuchtung kann man daraus — hier ohne weitere Begriindung — viele weitere
Eigenschaften erschlieflen:

e Seitenflichen: Ein Quader wird durch sechs Rechtecke begrenzt. Diese Rechtecke
lassen sich in drei Paare einteilen, so dass

— zwei Rechtecke innerhalb eines Paares kongruent und parallel zueinander sind,

— zwei Rechtecke aus verschiedenen Paaren an einer gemeinsamen Kante senk-
recht aufeinander stehen.

e Kanten: Ein Quader hat zwolf Kanten. Diese lassen sich in drei Gruppen zu je vier
Kanten einteilen, so dass

— die Kanten innerhalb einer Gruppe gleich lang sind und parallel verlaufen,

— je drei Kanten aus verschiedenen Gruppen in einer Ecke senkrecht aufeinander
stoflen.

Die drei verschiedenen Kantenlédngen bezeichnet man meist mit Lédnge, Breite, Héhe.
Je nach Situation ist einer dieser Begriffe durch den der Tiefe ersetzt. Als Symbole
dafiir sind

a,b,c oder ,b,h

iiblich.
e Ecken: Ein Quader hat acht Ecken.

e Gelegentlich wird ein Quader, bei dem zwei Seitenflichen quadratisch sind, als
Sdulenquader bezeichnet.
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e Die Oberflache des Quaders ist gegeben durch

AQuader - 2€b+2€h+26h

e Das Volumen des Quaders ist gegeben durch

VQuader = g . b . h
e Eine Strecke, die zwei Ecken des Quaders verbindet, die nicht in einer gemeinsamen
Seitenflache liegen, bezeichnet man als Raumdiagonale.

— Ein Quader hat vier Raumdiagonalen.

— Die vier Raumdiagoanlen schneiden sich in einem Punkt innerhalb des Quaders.
Dieser Schnittpunkt heif3t Mittelpunkt = Schwerpunkt des Quaders.

— Die Lénge einer Raumdiagonale ist aufgrund des Satzes von Pythagoras gleich

V2 + b2+ h?, vgl. Abschnitt 9.7.3.

e Netze: Sind bei einem Quader alle drei Kantenldngen verschieden, so gibt es 54
nicht—kongruente Netze.

e Ein Quader ist der Spezialfall eines Prismas, damit auch der eines Polyeders.

e Umgekehrt ist der Wiirfel der Spezialfall eines Quaders.

11.2.3 Quader in der Schul-Welt

Das Auftreten von rechten Winkeln an den Ecken bzw. Kanten von Quadern bedeutet,
dass sich quaderformige Korper in der Realitét

e liickenlos sparsam ,,packen” lassen,
e stabil auf Unterlagen stehen,

e selbst stabile Unterlagen sind,

e sich stabil stapeln lassen.

Aus diesen Griinden sind Quader in der uns umgebenden Welt vielfach prasent:

e Verpackungsschachteln fiir Seife, Schuhe, Lebensmittel, Getranke, Gerdte, CDs

Ziindholzschachtel, Geschenke

Umzugskisten

Paperback—Taschenbuch

Ziegelsteine, Bausteine, Jura—Quadersteine

Spielbausteine aller Art, Lego—Steine(?)
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Mobel: Regale, Kommoden, Truhen, Schubladen, Sitzhocker

Raume: Zimmer, Séile, Klassenzimmer, Turnhalle, Garage, Industriehalle, Container
(auf Eisenbahnwaggons, Lastwigen)

Im Klassenzimmer: Tafelschwamm, Schultasche, Radiergummi

Sonstiges: Nougatriegel, Késestiick, Holzbrett

11.2.4 Aktivitidten mit Quadern

Herstellen von Quadern, siehe Abschnitt 10.3.2.
Arbeiten mit Netzen

— Aufschneiden von Verpackungs-Schachteln.
— Zusammenkleben eines Quaders.

— Anordnung und Zahl der Klebelaschen im Netz.
Schrégbild—Zeichnungen:

— Zeichnen an sich: Welche Groflen werden langen— bzw. winkeltreu gezeichnet,
welche erscheinen perspektivisch?
— Welche Teile sind sichtbar, welche unsichtbar?

— Verédndern der Sichtweise: Beschreiben der Quader aus anderer Perspektive.
Zentralsicht auf eine oder mehrere der Seitenfdchen

Eine Groipackung Papiertaschentiicher enthélt entlang der Kanten zwei bzw. drei
bzw. funf Packchen. Wie viele Packchen bzw. einzelne Taschentiicher enthilt die
Grofipackung?

Viele der in Abschnitt 11.5.3 {iber Kopfgeometrie bei Wiirfeln lassen sich auch all-
gemeiner mit Quadern durchfiihren.

11.2.5 Beispiel: Kipp-Reise einer Streichholzschachtel

Eine Streichholzschachtel (55 mm x 35 mm X 15 mm) wird — beispielsweise entlang einer
vorgezeichneten Spur — immer wieder iiber die Kanten gekippt. Vgl. S. 133.

Wie muss die Streichholzschachtel bewegt werden?
Hat die Streichholzschachtel am Ende die gleiche Lage wie am Anfang?

Auf der Streichholzschachel wird eine Seitenfliche (Kante, Ecke) markiert. Wie be-
wegt sie sich wihrend der Kipp-Reise?
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11.3 Wiirfel
11.3.1 Definition

Wird ein geometrischer Kérper ausschliellich von Quadraten begrenzt, so wird er Wiirfel
( = Kubus = Hezaeder) genannt.

11.3.2 Weitere Eigenschaften

Daraus lassen sich — wieder ohne weitere Begriindung — viele weitere Eigenschaften
erschlieflen:

e Ein Wiirfel wird durch sechs kongruente Quadrate begrenzt. Diese Quadrate lassen
sich in drei Paare einteilen, so dass
— zwei Quadrate innerhalb eines Paares parallel zueinander sind,
— zwei Quadrate aus verschiedenen Paaren an einer gemeinsamen Kante senk-

recht aufeinander stehen.

An einer gemeinsamen Ecke stehen jeweils drei Quadrate (paarweise) senkrecht auf-
einander.

e Ein Wiirfel hat zwdlf gleich lange Kanten. Diese lassen sich in drei Gruppen zu je
vier Kanten einteilen, so dass
— die Kanten innerhalb einer Gruppe parallel verlaufen,
— je drei Kanten aus verschiedenen Gruppen in einer Ecke senkrecht aufeinander
stofen.
Als Symbol fiir die Kantenlénge ist meist

a oder s

ublich.
e Fin Wiirfel hat acht Ecken.

e Ein Wiirfel ist ein spezieller Quader. Vor allem in der Schul- und Didaktikliteratur
findet man oft die Auffassung, dass ein Wiirfel nicht als Quader gilt. Dies mag
in Bezug auf den Alltagssprachgebrauch naheliegend sein, im Hinblick auf die Er-
schlieBung eines mathematisch—strukturellen Denkens ist diese Auffassung mehr als
ungliicklich. Im Bayerischen Lehrplan ist als Lernziel festgehalten, dass der Wiirfel
als besonderer Quader erkannt werden soll.
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Die Oberflache des Wiirfels ist gegeben durch

2
Awiea = 6-a-a = 6-a°.

Das Volumen des Wiirfels ist gegeben durch

3
Vil = a-a-a = a°.

Wie der Quader hat ein Wiirfel vier Raumdiagonalen. Thre Lange ist

r = vVa2+a+a® = V3-a

Ein Wiirfel ist zugleich einer der platonischen Korper; er wird deshalb noch einmal
in Abschnitt 11.8 thematisiert.
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11.4 Aktivitaten mit Wiirfeln

Generell ldsst sich auf die entsprechenden Uberlegungen fiir Quader oder allgemeine
Korper verweisen.

11.4.1 Auffinden in der Wirklichkeit

e Eher selten findet man Verpackungen in Wiirfelform.

Der Telefon-Werbe-Markt nutzt auffillig oft die Wiirfelform.

Wiirfelzucker: Sind die Zuckerstiicke wirklich wiirfelf6rmig?

Spielwiirfel. Sie haben eigentlich ,,abgerundete Ecken”, sind aber ,,im wesentlichen”
als (mathematische) Wiirfel geformt.

11.4.2 Bauen

e Turmbauen: Aufschichten nach Grundriss—Plan.

11.4.3 Schragbilder

e Zeichne im Schrigbild die Seitenmittelpunkte ein und verbinde sie zu einem neuen
Korper!

e Bauen groflerer Wiirfel mit kleineren: Wieviele kleine Wiirfel werden fiir einen grofie-
ren mit doppelter bzw. dreifacher Kantenlédnge benotigt?

e Die Auflenseite des groBen Wiirfel (rechts) wird gedanklich lackiert. Wie viele der
kleinen Wiirfel haben dann keine / eine / zwei / drei gefiarbte Seitenfldchen?
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11.4.4 Herstellen: Ein Wiirfel aus Papiermodulen ©

Man benétigt sechs quadratische Papierblétter.

Mit jedem einzelnen Blatt werden die folgenden Faltungen durchgefiihrt. Durch Entlang-
streifen mit dem Finger sollten die Faltachsen ,,scharf” werden.

1.

Bild links: Man verschaffe sich die beiden Diagonalen als Faltachsen und damit auch
den Mittelpunkt des Quadrats.

Bild links: Durch Faltungen parallel zu einer Diagonalen wird das Quadrat in acht
gleich breite Streifen unterteilt.

Bild links: Nacheinander werden die drei Streifen mit den Nummern 3, 2, 1 iiber
den Streifen 4 gefaltet. Ebenso werden die drei Streifen mit den Nummern 6, 7, 8
iiber den Streifen 5 gefaltet. Es entsteht das ...

Bild rechts: Man falte die dufleren Dreiecke iiber die Faltachsen A bzw. F nach
mnen.

Bild rechts: AnschlieBend werden die beiden dufleren ,,Sechstel”—Rechtecke iiber die
Faltachsen B bzw. I/ nach innen umgelegt.

Bild rechts: Zuletzt werden die — wiederum — aufleren Rechtecke tiber die Achsen
C bzw. D senkrecht aufgerichtet.

Es ist ein Papiermodul in Form einer ,,Wanne” mit quadratischem Boden entstanden.

e Das ,,Bodenquadrat” dieser Wanne wird zu einer Seitenfliche des Wiirfels,

e die beiden Seitrechtecke der Wanne dienen als Laschen zum Einstecken in die Tasche

der benachbarten Seitenflache des Wiirfels.
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11.4.5 Soma-Wiirfel ©

Der Soma~Wriirfel ist aus 3 - 3 - 3 = 27 kleineren Wiirfeln zusammengesetzt. Vgl. 11.4.2.
Diese kleineren Wiirfel sind zu

eine Dreier—Portion und sechs Vierer—Portionen
zusammengeklebt, so dass
e alle Portionen verschieden sind und
e cs keine weiteren Dreier— oder Vierer-Portionen

gibt. Damit wird der Soma—Wiirfel zu einem ,,3—dimensionalen Tangram” bzw. ,,3—
dimensionalen Puzzle”. Ideen und Informationen finden sich beispielsweise auf

http://www.mathematische-basteleien.de/somawuerfel.htm oder

http://www.fam-bundgaard.dk/SOMA/SOMA .HTM
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11.5 Wiirfelnetze
11.5.1 Satz Zu einem Wiirfel gibt es 11 nicht—kongruente Netze.

11.5.2 Begriindung

Um zu ermitteln, wie viele nicht-kongruente Wiirfelnetze es gibt, orientiert man sich am
besten an der ,,;maximalen Zeilenléinge” und iiberlegt dann, wie die iibrigen Seitenflichen
angesetzt werden konnen. Es ergeben sich die folgenden Netze:

4der Zeile 3er Zeile 2er Zeile

2P0 d]
e
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11.5.3 Kopfgeometrie mit Wiirfelnetzen: Allgemeine Beschreibung

Ganz allgemein lasst sich die Kopfgeometrie mit Wiirfelnetzen so beschreiben:
Ein Wiirfel liegt in zwei verschiedenen Reprisentationen vor.

— Konkretes materielles Massiv-, Fléchen-, oder Kantenmodell.
— Schréagbild
— Netz perspektivisch
— Netz mafstéblich
Verschiedenste geometrische Situationen werden in der einen Représentation geeig-
net markiert durch
— Farbe
— Buchstaben
— Ziffern
— Augenzahl-Symbole
— Pfeile

Solche Situationen sind

— Ecken oder Mittelpunkte von Kanten
— Kanten oder Diagonalen von Seitenflachen

— ganze Seitenflachen

geteilte (rechteckige oder dreieckige) Seitenflichen

— Streckenziige entlang von Kanten oder Diagonalen
Es ergeben sich dann die verschiedensten Aufgabenstellungen:

— Ubertrage die Situation von einer Reprisentation auf die andere!
— Wie veréndert sich die Situation, wenn mit dem Wiirfel ,,operiert” wird:

* Drehungen

x Auseinanderfalten eines Fliachenmodells zum Netz  oder
x Zusammenkleben des Netzes zum Flachenmodell

x Kippbewegungen

x Teilung des Wiirfels
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11.5.4 Kopfgeometrie mit Wiirfelnetzen: Konkrete Beispiele
Zu den folgenden Beispielen finden sich Vorschlédge fiir Arbeitsbldtter auf den néchsten
Seiten.

e Arbeiten mit Punkten

— Finde zugehorige Ecken in Netz und Flidchenmodell!

— Finde zugehorige Flédchen- oder Kantenmittelpunkte in Netz und Flachenmo-
dell!

— Welche Ecken im Netz kommen beim Zusammenkleben des Wiirfel zur
Deckung?

e Arbeiten mit Strecken

— Finde zugehorige Kanten, Diagonalen, Strecken.

— Finde zugehorige Streckenziige.

— Finde je zwei Kanten im Netz, die zusammengeklebt werden miissen.

— Wie viele Laschen braucht man beim Zusammenkleben?

— Wie viele Kanten miissen beim Auseinanderfalten aufgeschnitten werden?

— Ein Kéfer krabbelt auf dem Wiirfel. Finde den kiirzesten Weg zwischen zwei
Punkten auf der Oberfliche?

e Arbeiten mit Flachen

— Finde zugehorige Seitenflédchen!
— Finde im Netz die Vorder-, Riick- Ober-, Unter-, rechte und linke Seitenfléiche!
— Finde zugehorige Halb—Seitenflichen (rechteckig oder dreieckig).

Die ,halbe Oberfliche” des Wiirfels wird eingefirbt. Finde die zugehorige
Féarbung beim Netz!

— Finde unter den 32 moglichen Quadrat-Sechslingen die Wiirfelnetze heraus!
Vgl. Abschnitt 11.5.5.
e Andere Ideen:
— Eine Ecke des Wiirfels wird — gedanklich — abgeschnitten. Wie wirkt sich das
im Netz aus?

— Wie miissen die Augenzahlen eines Spielwiirfels im Netz gezeichnet werden?
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11.5.5 Wiirfelnetze Welche der 64 Quadrat-Sechslinge stellen Wiirfelnetze dar?

|

| |
|
|
|
]
|
| |
| L]
| 1]
HEEEEE
|
|
|
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Farbe im Wiirfelnetz die Seitenflichen gemé&f ihrer Lage im zusammengeklebten Wiirfel

ein!

unten

orange

oben

violett

vorne

hellgelb

hinten

indgriin

links

rot

rechts
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11.6 Prismen

11.6.1 Definition: Prisma Es sein > 3.

Wird ein geometrischer Koérper durch zwei kongruente n—Ecke und n Parallelogramme
begrenzt, so heifit dieser Korper ein (n—seitiges) Prisma.

Deckflache

Seitenkanten

Grundfliache

6-seitiges Prisma

11.6.2 Weitere Eigenschaften

Es ergeben sich daraus viele weitere Eigenschaften (ohne Begriindung) und Begriffsbil-
dungen:

e Man kann sich ein Prisma dadurch entstanden denken, dass ein (ebenes) n-Eck im
Raum parallel verschoben wird. Erfolgt die Verschiebung senkrecht zu dem n-Eck,
so wird ein gerades Prisma iiberstrichen.

e Ein n—seitiges Prisma wird durch insgesamt (n + 2) Seitenflichen begrenzt.

Die beiden in der Definition erwahnten parallelen n—Ecke heiflen in diesem Zusam-
menhang Grundfldche und Deckfliche. Man stellt sich oft vor, dass die Grundflache
die ,,Unterseite”, die Deckfliche die ,,Oberseite” des Prismas ist.

Die Parallelogramme (oder Rechtecke) bilden zusammen die Mantelfidche.

e Ein n-seitiges Prisma hat 3-n Kanten. Die Kanten, die jeweils eine Ecke der Grund-
flaiche mit der zugehorigen in der Deckfliche verbinden, heiflen Seitenkanten. Die
Seitenkanten sind parallel und gleich lang.

e Ein n—seitiges Prisma hat 2 - n Ecken.

LPT M6 LB 3

H14 T3

H13 T3

H09 T2

F0o8 T2

F04 T1

F00 T1
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11.6.3 Definition: Gerades Prisma Es sei n > 3.

Wird ein geometrischer Korper durch zwei kongruente n—Fcke und n Rechtecke begrenzt,
so heifit dieser Korper ein (n-seitiges) gerades Prisma.

> Deckfliche

Seitenkanten

Grundflache

6-seitiges gerades Prisma

11.6.4 Weitere Eigenschaften

Man kann sich ein gerades Prisma dadurch entstanden denken, dass ein (ebenes) n-Eck
im Raum parallel verschoben wird. Dabei ist die Richtung der Verschiebung senkrecht zu
dem n-Eck.

11.6.5 Regelmifliges Prisma

e Gelegentlich wird ein gerades Prisma regelmdjfig genannt, wenn Grund- und Deck-
flache regelméflige n—FEcke sind.

e Ein regelméfiges Prisma heifit quadratisch, wenn Grund- und Deckfliche Quadrate
sind. Ein quadratisches Prisma ist nichts anders als ein Sdulenquader.

regelmifBiges 3-seitiges Prisma regelmifiges 6-seitiges Prisma quadratisches Prisma = Sdulenquader
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11.6.6 Diagramm der speziellen Prismen ©

Wiirfel

|

Saulenquader = dreiseitiges regelmiafiges Prisma
quadratisches Prisma (schweizer Schoki)
Quader regelmifiges Prisma

NS

gerades Prisma

|

Prisma

11.6.7 Prismen in der Schul-Welt
e Typische Umverpackung einer schweizer Schokolade
e Bleistift, Marketing eines Schreibwaren—Herstellers
e Die klassische Form eines Zeltes

e Das Dachgeschoss unter einem Satteldach hat die Form eines Dreiecksprismas. Die
Giebelwénde bilden die ,,Grund-" und ,,Deck”—Fléache.

e Glasprisma. In der Alltagssprache verbindet man mit dem Begriff am ehesten ein
dreiseitiges Prisma aus Glas, an dem das physikalische Phdnomen der Dispersion
(unterschiedliche Brechung/Ablenkung von Lichtstrahlen unterschiedlicher Farbe)
aufgezeigt werden kann.

e Das mysteriose Internet-Uberwachungsprogramm der NSA heifit ,,PRISM”.

ra

Schweizer Schoki Zelt Satteldach
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11.7 Pyramiden ©
11.7.1 Definition Pyramide Es sei n > 3.

Wird ein geometrischer Kérper durch ein n—Eck und n Dreiecke begrenzt, so heifit dieser
Korper eine (n—seitige) Pyramide.

ASpitze

Mantelfliche

Seitenkante

Grundflache

11.7.2 Weitere Eigenschaften

Es ergeben sich daraus viele weitere Eigenschaften (ohne Begriindung) und Begriffsbil-
dungen:

Die n Dreiecke stolen an einer Ecke — sie heif3t Spitze — aulerhalb der Grundfiache
der Pyramide zusammen. Die Pyramide hat (n + 1) Ecken.

Die Pyramide hat 2 - n Kanten. Die von der Spitze ausgehenden Kanten heiflen
Seitenkanten.

Das n—Eck heifit in diesem Zusammenhang Grundfiiche. Man stellt sich oft vor,
dass diese Grundfliche die ,,Unterseite” der Pyramide ist. Die Pyramide wird durch
insgesamt (n + 1) Seitenflichen begrenzt. Die Dreiecke bilden zusammen die Man-
telfliche.

LP 3.1.2

LPT M6 LB 3
F16 T1

H13 T3

F13 T1

F12 T2

H10 T3

HO09 T2

F08 T2

HO5 T1

F03 T3
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11.7.3 Gerade Pyramiden

Schaut man in die einschlégige Literatur zur Geometrie-Didaktik, in Schulbiicher oder ins
Internet, so findet man eine Vielzahl verschiedener Auffassungen dariiber vor, was eine
gerade Pyramide sein soll.

Gemeinsam an allen Auffassungen ist, dass es sich um eine Pyramide handelt, deren Spitze
senkrecht iiber einem ,,Mittelpunkt” der Grundfliche befindet. Es ist aber keineswegs klar,
was der Mittelpunkt einer ebenen Figur sein soll, es stehen verschiedene Angebote zur
Auswahl:

U Der Umkreismittelpunkt einer ebenen Figur, die einen Umkreis besitzt.

Beispiele: Alle Dreiecke, Quadrate, Rechtecke, gleichschenklige Trapeze, Sehnenvier-
ecke, regelméfliige Vielecke.

7. Das Zentrum einer punkt- oder drehsymmetrischen ebenen Figur.

Beispiele: Gleichseitige Dreiecke, Quadrate, Rechtecke, Rauten, Parallelogramme,
regelméflige Vierecke.

S Der Schwerpunkt.

Beispiele: Alle ebenen Figuren. Bei Dreiecken ist der Schnittpunkt der Seitenhalbie-
renden der Schwerpunkt.

I Der Inkreismittelpunkt einer ebenen Figur, die einen Inkreis besitzt.

Beispiele: Alle Dreiecke, Quadrate, Rauten, Drachenvierecke, Tangentenvierecke, re-
gelméfige Vielecke.

D Der Diagonalenschnittpunkt bei Vierecken.

11.7.4 Definition

Wir wollen hier eine Pyramide gerade vom Typ U, 7, S, I oder D nennen, wenn der
LotfuBBpunkt der Spitze mit dem zugehorigen Typ von ,,Mittelpunkt” iibereinstimmt.

Es geht nicht darum, diese Definitionen genau zu beherrschen, woméglich im Wortlaut
auflisten zu konnen. Interessanter ist die Einsicht, dass die Definition der geraden Py-
ramide delikat und nicht ,,geradeheraus” ist. Es stellt sich {iberhaupt die Frage, warum
gerade Pyramiden eine besondere Bedeutung haben sollten.

11.7.5 Zuséatzliche Beobachtungen

(1) Eine Pyramide hat genau dann gleich lange Seitenkanten, wenn sie gerade vom Typ
U ist. Der Beweis besteht in einer Anwendung des Satzes von Pythagoras.

(2) Eine Pyramide mit einer echten Raute als Grundfliche und LotfuBBpunkt-Bedingung
ist gerade vom Typ Z, aber nicht gerade vom Typ U.

(3) Eine Pyramide mit (beliebig-)dreieckiger Grundfliche und LotfuBpunkt-Bedingung
ist gerade vom Typ U, aber nicht gerade vom Typ Z oder S.

(4) Eine Pyramide mit einem echten Drachenviereck als Grundfliche und LotfuBpunkt-
Bedingung ist gerade vom Typ D, aber nicht gerade vom Typ U, Z oder S.
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11.7.6 Regelméallige Pyramiden

Eine Pyramide heifit regelmdfig (=regulir), wenn die Grundfléche ein regelméfiges n—Eck
ist und die Spitze senkrecht iiber dem Mittelpunkt liegt.

regelmifBige 3-seitige Pyramide quadratische Pyramide regelmafige 6-seitige Pyramide

Da der Mittelpunkt eines regelméfiigen n—Ecks sowohl Umkreismittelpunkt, Drehzentrum,
Schwerpunkt, Inkreismittelpunkt und — im Falle des Quadrats — Diagonalenschnitt-
punkt ist, ist eine reguldre Pyramide gerade von jedem Typ.

11.7.7 Diagramm der speziellen Pyramiden

quadratische

Tetraeder Pyramide

N/

regelmiBige

Pyramide
gerade Pyramide gerade Pyramide gerade Pyramide gerade Pyramide gerade Pyramide
Typ U Typ Z Typ S Typ I Typ D

Pyramide
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11.7.8 Die quadratische Pyramide

F12 T2
H10 T3 A3

Eine Pyramide heiflit quadratisch, wenn ihre Grundflache ein Quadrat ist und die Spitze
senkrecht iiber dem Mittelpunkt des Quadrats ist.

Damit ist eine quadratische Pyramide regelmafig.

F hpyr S hpr

11.7.9 Berechnungen an der quadratischen Pyramide

Aufgrund des Hypotenusensatzes von Pythagoras ergeben sich die Beziehungen

a2
d2 — 7
2 = d*+ h?

Pyr

Als Oberflacheninhalt und Volumen erhialt man

Aprye = 2 +4-3-a- /(82 +h}, = a®+a-/a®+ 4k},

‘/unyr -

1 2
3 - a 'hpyr.

11.7.10 Quadratische Pyramiden in der Schul-Welt
Auffinden in der Wirklichkeit:
e Die Pyramiden von Gizeh: Beachte, dass diese Pyramiden eigentlich gestuft sind.

e Pyramiden als Dachform werden als Zeltdach bezeichnet, bei quadratischer Grund-
fliche als Pyramidendach bezeichnet.

e Kirchturmdacher

e Zeltdach eines Garten—Pavillons
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11.7.11 Der Tetraeder

Eine Pyramide heifit (der oder das) Tetraeder, wenn ihre Grundfldche ein Dreieck ist und
alle Kanten gleich lang sind.

H10 T3 A4

Damit ist ein Tetraeder eine regelméflige Pyramide und einer der fiinf platonischen Korper.

11.7.12 Berechnungen am Tetraeder

Aufgrund des Hypotenusensatzes von Pythagoras und des Satzes 77 {iber Seitenhalbie-
rende im Dreieck ergeben sich die Beziehungen

a* = (5)*+hp,

a* = (3hpe)” + hiy
und deshalb

hy. = %aQ
how = @ —3(hpy)® = a®—5-2a° = 2d°.

Als Oberflacheninhalt und Volumen erhilt man

1 1 3 2 3 3
b = T Bt =

11.7.13 Tetraeder in der Schul-Welt

|H

VTtr =

ol
|
o
S

Verpackungstiiten von Orangensaft oder Bunt-Bonbons.

Tetrapoden als Wellenbrecher an erosionsgefihrdeten Kiisten

In Halbleiter-Chips (in Dioden, Transistoren, Elektronik—Chips, Speicherchips, Pro-
zessoren,. . . ) sind Siliziumatome (u.a.) tetraedisch angeordnet.

Die innere Struktur von Diamanten ist ,,tetraedisch”.
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e So genannte Kréhenfiifle sind tetraedisch verbundene spitze Stahlnigel. Werden sie
irgendwie auf den Boden gelegt, so zeigen die Spitzen in alle Richtungen. Fahrt ein
Auto dariiber, so platzen die Reifen.

e Besonderheit: Verbindet man die Seitenmittelpunkte des Tetraeders durch Kanten,
so entsteht wieder ein Tetraeder. Man sagt dazu, dass der Tetraeder ,,selbst-dual”
sei.
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11.8 Platonische Korper ©

11.8.1 Definition

Ein Polyeder heifit Platonischer Kdérper, wenn er die folgenden ,,Regelméfligkeiten” auf-
weist:

e Alle Seitenflachen sind kongruent.
e Die Seitenflachen sind regelméfliige N—Ecke.

e An jeder Ecke stoflen gleich viele Kanten (bzw. Seitenflachen) zusammen.

Das Beispiel einer Doppelpyramide mit einem regelméfiigen 5-Eck als Grundfliche macht
deutlich, dass die dritte Eigenschaft wesentlich ist.

Lebensnaher konnte man sagen, dass die platonischen Korper beim Werfen auf eine Tisch-
platte (Problematische Beschreibung: Wiirfeln) mit jeweils gleicher Wahrscheinlichkeit auf
eine ihrer Seiten zu liegen kommen.

11.8.2 Weitere Eigenschaften

Zur genaueren Beschreibung und Erkundung der platonischen Koérper legen wir Bezeich-
nungen fest:

Zahl der Ecken einer Seitenfléche,

Innenwinkel der Seitenfliachen,

Zahl der Seitenflachen,

Zahl der Kanten,

Zahl der Ecken,

Zahl der Kanten (bzw. Seitenféichen), die in einer Ecke zusammenstofien.

NN o =

Fiir platonische Korper gelten die Formeln (Begriinde!):
F-N F-N
K=—, E=——, E+F—-K=2.
2 S
11.8.3 Beobachtung A Es gibt mindestens fiinf platonische Korper.

Dies ,,beweist” man dadurch, dass man sie beschreibt, was wir in Form einer Tabelle tun
bR ) )
wollen:

Name Seitenflichen | N | « F|K|FE|S
Tetraeder Dreiecke 3]160° 46| 4]3
Wiirfel (Hexaeder) || Quadrate 4 190° | 6 (12| 8 |3
Oktaeder Dreiecke 3] 60° | 8[|12| 6 | 4
Dodekaeder Fiinfecke 5 | 108° | 12 | 30 | 20 || 3
Ikosaeder Dreiecke 31 60° 2030121 5

Anschaulich umgesetzt wird diese Tabelle durch Abbildungen auf Seite 156.
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11.8.4 Beobachtung B Es gibt hochstens fiinf platonische Korper.

Denken Sie sich zur Begriindung einen platonischen Korper ,,rund um eine Ecke” platt
gedriickt.

(1) Daraus lasst sich erkennen, dass

S-a < 360°
(2) Da an dieser Ecke mindestens 3 Seitenflichen aneinander stofen miissen, hat jeder
Winkel Platz von hochstens einem Drittel des Vollwinkels:

a < 120°

(3) Fiir den Innenwinkel « eines regelméfligen N-Ecks gilt (vgl. Abschnitt 5.4):
360 °
N
(4) Fiigt man jetzt die beiden Bedingungen aus (2) und (3) zusammen
360 °

a = 180° —

180° — < 120°,

so folgt daraus

N <6
Ein platonischer Kérper kann also héchstens durch Dreiecke, Vierecke oder Fiinfecke be-
grenzt sein.

(5) Stellt man nun in einer Tabelle alle gemé8 (1) und (4) moglichen Kombinationen aus
N und S zusammen, so stellt sich heraus, dass gerade mal 5 Mdoglichkeiten iibrig bleiben.
Damit haben wir begriindet, dass es hochstens 5 platonische Kérper gibt.

N ! S S«

3| 60° 3 180° | / || Tetraeder

3] 60° 4 240° | / || Oktaeder

3| 60° 5 300° | v/ || Tkosaeder

3] 60°|>6|>360°| —

41 90° 3 270° | v/ || Hexaeder

41 90°|>4|>360°| —

5|108° 3 324° | y/ || Dodekaeder
5 108° | >4 | >432° | —

Auf Seite 156 sind diese fiinf Typen abgebildet.
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11.8.5 Platonische Korper in der Schul-Welt

e Platonische Korper kann man als Spiel-,,Wiirfel” verwenden. Beispielsweise wird
bei ,,Ubongo” ein Ikosaeder—Wiirfel eingesetzt.

e Tetraeder: Siehe Abschnitt 11.7.13.

e In zahlreiche chemischen (naturvorkommenden wie kiinstlich hergestellten) Mo-
lekiilen sind die Atome wie die Ecken in einem platonischen Koérper angeordnet.
Diese Molekiile konnen wegen der symmetrischen Struktur leicht Kristalle bilden.

— Beim Methanmolekiil CHy sitzt das einzelne Kohlenstoffatom in der Mitte eines
gedachten Tetraeders, die 4 Wasserstoffatome befinden sich an den Ecken.

— Beim Methanhydrat ist es so, dass ein Methanmolekiil in der Mitte eines ge-
dachten Dodekaeders sitzt, an den 20 Ecken sitzt jeweils ein Wassermolekiil.

— Fullerene sind Kohlenstoffmolekiile, die eine hochsymmetrische Struktur,
meist die Struktur eines platonischen Koérpers, aufweisen.

— Die innere Struktur von Diamanten ist ,,platonisch”. Sie setzt sich makro-
skopisch fort. Natur-Diamanten zeigen oft die Form von Oktaedern.

e Aus einem gegebenen platonischen Koérper P kann man — gedanklich — einen an-
deren P’ dadurch erstellen, dass man die Flichenmittelpunkte von P zu den Ecken
von P’ werden lisst. Der Korper P’ heifit dann dual zu P. Es ist dann der Tetra-
eder dual zu sich selbst. Weiter sind Oktaeder und Hexaeder dual zueinander sowie
Dodekaeder und ITkosaeder. Vergleiche Ecken— und Flachenzahlen zweier zueinander
dualer Korper.

e Schneide gedanklich die Ecken eines Tkosaeders gleichméfig so ab, dass anstelle der
Ecken regelméfige Fiinfecke entstehen, die von jeweils fiinf regelméfigen Sechsecken
umgeben sind: Fertigt man dieses Gebilde aus Leder und dehnt es kugelférmig aus,
so sieht man: Der klassische ,,WM-Fufiball” ist ein abgestumpfter Tkosaeder.
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11.8.6 Abbildungen der platonischen Korper

/

Tetraeder

Dodekaeder

Hexaeder (Kubus, Wiirfel)

Tkosaeder

Oktaeder
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12

Drehkérper ©

12.1 Allgemeine Drehkorper

12.1.1 Definition

Ein Korper heifit Rotationskdrper (= Drehkorper), wenn

es eine Gerade gibt,
so dass alle ebenen Schnitte des Korpers senkrecht zu dieser Gerade

vollstédndig drehsymmetrisch (vgl. 6.6.1) sind.

12.1.2 Weitere Erlduterungen und Begriffe

Die oben erwahnte besondere Gerade heifit auch Rotationsachse oder Drehachse des
Korpers.

Eine ,,vollstdndig drehsymmetrische Figur” (vgl. Abschnitt 6.6.1) ist nichts anderes
als eine Kreisflache, ein Kreisring oder eine Vereinigung von mehreren Kreisringen.
Bei den typischen Féllen der Schulgeometrie sind die Schnitte Kreisflichen.

Man kann sich einen Drehkérper dadurch entstanden denken, dass sich eine ebene
Figur um eine Gerade im Raum dreht und dabei den Koérper ,,iiberstreicht”.

Es lassen sich zwei Ebenen finden

— mit minimalem Abstand
— senkrecht zur Rotationsachse
— zwischen denen sich der Korper befindet.

Diese beiden Ebenen werden Grund- bzw. Deckfliche genannt.

Ob man auch beim Kegel von einer Deckfliche, bei der Kugel von Grund- und
Deckflache sprechen sollte, bleibt dahingestellt.

Die Oberflache ohne Grund- und Deckfliche heifit dann auch Mantelfidche.
Der Abstand zwischen Grund- und Deckflache heifit Hihe des Rotationskorpers.
Die Hauptbeispiele von Rotationskorpern sind Zylinder, Kegel, Kugel.

Weitere Beispiele, die im Schulkontext gelegentlich eine Rolle spielen, sind Hohlzy-
linder, Kegelstumpf, Doppelkegel, Halbkugel und Torus.

12.1.3 Aktivitidten an und mit Drehkoérpern

Basteln von Lampions
Topfern

Abrollen zum Netz: Wann ist dies moglich?
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12.2 Der Zylinder
12.2.1 Definition

LPT M6 LB 3

Es seien zwei Kreisscheiben vorgegeben, . ..

die zueinander kongruent sind, und
so, dass die Verbindungsstrecke der Kreismittelpunkte senkrecht zu den beiden
Kreisscheiben steht.

Die Menge aller Verbindungsstrecken zwischen den beiden Kreisscheiben bildet einen ge-
raden Zylinder.

kij_/_/

Hohe h

Radius.7 M “ el A

gerader Zylinder schiefer Zylinder

12.2.2 Weitere Eigenschaften

(1) Fachlich genauer spricht man auch vom geraden Kreiszylinder, ungenauer auch nur
vom Zylinder.

(2) Die beiden Kreisscheiben werden oft ,,Grundfliche” und ,,Deckfliache” des Zylinders
genannt. Dieser anschaulich naheliegende Begriff ist ungiinstig insofern, als dadurch eine
besondere Lage ,,stehend in Raum” des Zylinders suggeriert wird.

(3) Man kann sich den geraden Zylinder dadurch entstanden denken, dass ein Rechteck
ABCM um die Gerade C'M rotiert und so der Zylinder iiberstrichen wird. Der gerade
Zylinder ist also ein Drehkérper.

(4) Man kann sich den geraden Zylinder auch so vorstellen, dass eine Kreisscheibe lings
einer Gerade, die senkrecht zu ihr steht, verschoben wird.

(5) Wird die zweite Bedingung des Senkrechtstehens dahingehend abgeschwicht, dass
die beiden Kreisscheiben nur parallel zueinander sind, so heifit der Zylinder auch schiefer
Zylinder. Dies ist kein Drehkorper.



S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018

12.2.3 Das Netz

158

Die Oberflache des geraden Zylinders kann zu einem Netz in Form eines ,,Rechtecks mit

zwei Kreisscheiben” abgerollt werden.

12.2.4 Kontextfelder

e Auffinden in der Wirklichkeit. Tafelkreide, Stiick Wurst, Konservendose, Kiichen-

rolle, Teig—Rollholz, Klebestift, Smarties—Dose, Kerze.

e Aus DINA4 Bldttern werden Rollen zusammengeklebt. Sie kénnen dann fiir den

Bau von Floflen, Hiausern, Kantenmodellen verwendet

werden.
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12.3 Der Kegel
12.3.1 Definition

Es seien vorgegeben . ..

eine Kreisscheibe und

ein Punkt, der auf der Lotgeraden durch den Kreismittelpunkt liegt.

Die Menge aller Verbindungsstrecken zwischen Kreisscheibe & und Punkt S bildet einen
geraden Kegel.

Spitze S

Mantellinie m

K_J/ \_J/

gerader Kegel schiefer Kegel

12.3.2 Weitere Eigenschaften

(1) Fachlich genauer spricht man auch vom geraden Kreiskegel, ungenauer auch nur vom
Kegel.

(2) Die Kreisscheibe wird oft ,,Grundfliche” des Kegels genannt. Dieser anschaulich na-
heliegende Begriff ist ungiinstig insofern, als dadurch eine besondere Lage ,,stehend in
Raum” des Kegels suggeriert wird.

(3) Man kann sich den geraden Kegel dadurch entstanden denken, dass ein rechtwinkliges
Dreieck ASM (mit rechtem Winkel bei M) um die Gerade SM rotiert und so der Kegel
iiberstrichen wird. Der gerade Kegel ist also ein Drehkoérper.

(4) Befindet sich der Punkt S nicht auf der Lotgeraden, so heifit der Kegel auch schiefer
Kegel. Dies ist kein Drehkorper.

(5) Aufgrund des Satzes des Pythagoras besteht der Zusammenhang
242 — 2

zwischen Hohe, Radius und Mantellinie.

LPT M6 LB 3
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12.3.3 Das Netz ©

Die Oberfliche des geraden Kegels kann zu einem Netz in Form eines ,,Kreissektors mit
Kreisscheibe” abgerollt werden.

(Ebener) Offnungswinkel w

Der Bezug zwischen Kegel und Netz wird dadurch hergestellt, dass der ...

Umfang U des Kegelgrundkreises mit dem des Sektorbogens iibereinstimmt  und

die Lange m der Mantellinie mit dem Radius des Kreissektors iibereinstimmt.
Bzgl. des Kegels gelten die folgenden Beziehungen
U

W
Sll’l2 =

N}

ST
Bzgl. des Netzes gilt

— L. P
U = 2-m-m-355.

Es ergibt sich der Zusammenhang

p = 5%--360° = £.360° = sin¥ -360°.

2mm
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12.3.4 Kontextfelder

Eistiite, Schultiite, Weinkorken.

Kleid eines Weihnachtsengels

Trichter aus Plastik oder Papier (Fliistertiite)

Idee des Zuckerhuts

Warum ist eine Gemiise-Tiite (in etwa) kegelformig?

Kegelschnitte entstehen als Schnittmengen der Oberflache des Kegels mit einer Ebe-
ne. Es ergeben sich dabei Ellipsen, Parabeln, Hyperbeln oder Punkte, Geraden,
Geradenpaare.

Mit welchem Radius rollt ein Kegelstumpf? (Beispiel: Pappbecher oder Flaschen-
korken)
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12.4 Die Kugel
12.4.1 Definition

Es seien im drei-dimensionalen Raum vorgegeben . ..

ein Punkt M und

eine Lénge r.

Die Menge aller Punkte im drei-dimensionalen Raum, die vom Punkt M die Entfernung
hochstens gleich » haben, bilden eine Kugel.

Radius r

d Durchmesser

Kugel

12.4.2 Weitere Bezeichnungen und Eigenschaften

Der gegebene Punkt heifit Mittelpunkt der Kugel, die gegebene Lange Radius der
Kugel.

Die Oberflache einer Kugel wird gelegentlich als Sphdre bezeichnet.

Die Lénge einer Strecke zwischen zwei Punkten auf der Sphére durch den Mittel-
punkt wird als Durchmesser d bezeichnet. Es ist

d = 2-r.

Man kann sich eine Kugel dadurch entstanden denken, dass sich eine Halbkreisschei-
be um eine ,,Durchmesser”—Gerade dreht.

Eine Kugeloberfliche kann nicht zu einem Netz abgerollt werden.

12.4.3 Kontextfelder

Christbaumkugel, Ball.

Sonne, Mond, Erde und alle anderen Planeten und Sterne. Beachte, dass die Erde
nur annahernd eine Kugelgestalt hat. Aufgrund der erh6hten Zentrifugalkréfte bildet
sich in den Aquatorbreiten ein leichter ,,Wulst” bzw. umgekehrt an den Polen eine
Abplattung.

LPT M6 LB 3



S. Hilger ~—  Mathematik in der Mittelschule 2 —  Didaktik der Geometrie =~ —  Sommersemester 2018 —  25. Juni 2018 163

Explosion einer ,,Kugelbombe” beim Sylvester—Feuerwerk

e Seifenblasen sind kugelférmig
e Wassertropfen im freien Fall sind kugelformig (Regen)
e Warum spielt man mit Béllen und nicht mit Wiirfeln?

e Sphirische Oberflichen von Kosmetikspiegeln, Verkehrsspiegeln, Glas—Linsen (in
Brillen)

e Warum verwendet man in Kugellagern Kugeln?
e Der Ball ist umgefallen”

e Basteln einer Kugel aus Papier—Trichtern.

12.5 Der Torus °
12.5.1 Beschreibung

In einer Ebene befinden sich eine Kreisscheibe und eine Gerade, die mit der Kreisscheibe
keinen Punkt gemeinsam hat (d.h. an ihr vorbeigeht).

Lésst man nun die Kreisscheibe (gedanklich) um die Gerade rotieren, so wird ein Torus
iiberstrichen.

12.5.2 Kontextfelder
e Schlauche in Auto- oder Fahrradreifen
e Rettungsring

e Gedankenexperiment: Sie befinden sich auf der Oberfliche des Torus und laufen
dann immer ,,geradeaus”. Kommen Sie wieder am Ausgangspunkt an?



