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Skript zur Vorlesung

Mathematik in der Mittelschule 4

Aufbaumodul Mathematikdidaktik

(Sommersemester 2017)

Diese Zusammenstellung enthélt in kompakter, gelegentlich stichpunktartig aufzéhlender Form
die wesentlichen fachlichen und methodischen Grundlagen der Grundschulmathematik, wie sie
in der Vorlesung ,,Mathematik in der Hauptschule 4” {iber die Hauptschulmathematik dargelegt
werden. Es ist zum Gebrauch neben der Vorlesung gedacht und erhebt nicht den Anspruch, ,,in
sich selbst verstédndlich” oder vollstindig zu sein.

Sie ersetzt nicht eine intensive Auseinandersetzung mit . ..
e den einschligigen Veranstaltungen zum gleichen Thema,
e der einschlagigen Literatur,

e mit neuen in vielen Gesprachen mit Dozenten, Lehrern und Lehrerinnen, Freunden erwor-
benen Erfahrungen.

S. Hilger
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1 Zahlen und Zahlbereichserweiterungen ©

1.0.1 Uberblick: Grundschule (Primarstufe)

Schiiler/innen erleben im Laufe ihres mathematischen Werdegangs immer wieder Erweiterungen
der ihnen vertrauten Zahlbereiche. Innerhalb der bayerischen Grundschule sind diese

Jgst. 1 2 3 4

GS 0..20 | 0..100 | 0..1000 | 0..1000000

1.0.2 Uberblick: Sekundarstufen

Jgst. 5 6 |7 9 |1lure
MS No(<10'%) Z | Qf Q VQ

RS No Z|Q5 Q R

GYM / gegenwiirtig || No Z T Q R

GYM / frither No 3’ Q| R C

1.0.3 Ubergang: Ny — Q

Beziiglich des Ubergangs vom Zahlbereich der natiirlichen Zahlen Ny zum Zahlbereich der ra-
tionalen Zahlen Q gibt es grundsétzlich zwei alternative Wege, die in dem folgenden Diagramm

angegeben sind:

NCNO/QS\ Q
N/

Z

Fiir die obere Reihenfolge spricht:

e Bruchzahlen sind lebensnéher, anschaulicher (Pestalozzi) und konkreter (Piaget) als nega-
tive Zahlen. Beispielsweise ldsst sich das Rechengesetz

(1) (=1) = +1

kaum mit Alltagserfahrungen oder konkreten geometrischen

e Der Zahlbegriff ist eng an die Vorstellung von Groéflen (Mafzahlaspekt) gekniipft. Hier
treten vor allem Bruchteile und nicht so sehr negative Zahlen in Erscheinung.

e Die geometrisch orientierte griechische Mathematik kannte — sehr fein ausgearbeitet —
den Bruchzahlbegriff. Negative Zahlen sind eine viel jiingere Erfindung.

H15 T2 Al
F08 T1 Al
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e Bereits in der Grundschule werden einfachste Bruchteile thematisiert, bis vor kurzem kann-
te der HS—Lehrplan nicht den Begriff der negativen Zahl.

e Nicht zuletzt spricht eine gut akzeptierte Unterrichtstradition fiir den oberen Weg.

In Bezug auf die untere derzeit realisierte Reihenfolge ist zu sagen:

e Fiir das alles dominierende Wirtschaftsleben sind in Bezug auf Geld- und Warenaustausch,
Bilanzierung und Kreditvergabe grundlegenden Einsichten und Fertigkeiten {iber negati-
ve Zahlen von hochster Relevanz. Dies kann angesichts von Ratenkauf, Handyvertridgen,
,,Geld pumpen” auch fiir Schiiler/innen sehr konkret werden.

e Sie ist fachmathematisch natiirlicher und besser verankert, da sie die in der Algebra vor-
gegebenen kanonischen Strukturerweiterungen

Halbring — Ring — Korper
widerspiegelt.

1.0.4 AuBere Kontextfelder fiir Zahlbereichserweitungen Das Umfeld fiir die Zahlbe-
reichserweitungen (hinsichtlich Motivation fiir die Einfiihrung, Verstéindnis, Veranschaulichung,
Ubung) bilden die folgenden Kontextfelder:

e Sachwelt. Mathematisierung von Situationen aus Natur, Alltag, Technik, Freizeit oder an-
deren Schulfichern wie Physik, Informatik, Geographie, Musik, Biologie, Chemie, Werken,
Sport.

e Geometrie. Zahlbereiche und das Rechnen mit Zahlen treten bei der Verwendung des
Zahlenstrahls und von Koordinatensystemen auf.

e Rechnen mit Langen, Flichen, Volumina, Winkeln.

e Kombinatorik, elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung.

1.0.5 Innere Kontextfelder bei Zahlbereichserweitungen Die Zahlbereichserweiterun-
gen sind jeweils begleitet von der Einfithrung der entsprechend méglichen mathematischen Struk-
turen:

e lineare Ordnungen: Kleiner <, gréfler >, kleiner-oder-gleich <, grofler-oder-gleich >,
e rechnerischen Strukturen: Addition +, Subtraktion —, Multiplikation -, Division :.

e mengen—topologischen Eigenschaften: Grenzwertbildung, Dichtheit, Ableitung, Integral
(Selbstverstandlich nicht in MS).
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1.0.6 Hankel’sche Permanenzprinzip

Ausgangspunkt fiir Zahlbereichserweiterungen ist, dass neue Zahlen und Rechenarten fiir ,,ver-
meintlich unlésbare” Probleme (Gleichungen) gefunden werden miissen.

Wissenschaftlich steckt hier das (Hermann Hankel, 1839 — 1873) dahinter, das — in heutige
Sprechweise iibersetzt — etwa das folgende zum Inhalt hat:

Bei einer Zahlbereichserweiterung muss der alte Zahlbereich (kanonisch) in dem neu-
en enthalten sein. Die Rechen- und Ordnungs-Strukturen des alten Zahlbereichs sol-
len mit denen im neuen vertraglich sein.

Beispiele:

e Bei der Erweiterung von N auf Z soll die Ordnungsstruktur weiter mit der Addition ,,ver-
traglich” sein: Dies fiihrt auf das Gesetz

—m< —n falls m,n€Nm>n.

e Bei der Erweiterung von N auf Z soll das Distributivgesetz gewahrt bleiben. Dies fithrt —
unausweichlich — auf das Gesetz ,,minus mal minus gleich plus”.

e Bei der Erweiterung von N auf Q sollen die Potenzgesetze weiter gelten. Deshalb muss

a® =1 oder a™=—

sein.

e Bei der Erweiterung von R auf C kann die mit Addition und Multiplikation vertrégliche
Ordnungsstruktur nicht bewahrt werden. Deshalb wére eine Ersetzung des Wortes ,,sollen”
durch ,,miissen” in der obigen Formulierung zu stark einengend.

Dieses Prinzip ist kein innermathematisches oder gar beweisbares Prinzip, es stellt vielmehr eine
meta—mathematische Vorgehens-Empfehlung fiir die Erweiterung von Strukturen bereit. Man
kann hier auch von einem heuristischen oder einem induktiven Vorgehen sprechen.
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2 GewoOhnliche Briiche und Bruchzahlen

2.1 Einfiihrung ©

2.1.1 Vorbemerkung Im folgenden werden Ausziige aus einem Unterrichtskonzept darge-
stellt.

Beachten Sie, dass die Ebenen der
e inhaltlichen Abfolge
e Vorschldge fiir Tafelanschriften, Hefteintrdge,
e didaktischen Hinweise,
e schulpraktischen Umsetzung
nicht streng getrennt erscheinen. Es wird auch nicht herausgehoben, wo die Grenzen zwischen
e Alltagssprache,
e Schiilergeméfler Fachsprache,
e Didaktischer Umgebungs—Fachsprache,
e Mathematisch—wissenschaftlicher Fachsprache
liegen.

Festigungs- und Ubungsphasen, Hausaufgaben sind ausgeklammert. Viele weitere Elemente der
Unterrichtsgestaltung bleiben unberiicksichtigt.
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2.2 Ausgangspunkt: Das Ganze
2.2.1 Das Ganze
Ausgangspunkt fiir die Einfithrung in die Bruchzahlen ist der Begriff des Ganzen.
Kennzeichnend fiir den Begriff des Ganzen ist, dass es
e nach auflen klar abgegrenzt ist, als Einheit wahrgenommen wird,
e nach innen geeignet teilbar oder beliebig teilbar ist.

Mathematisch wird das Ganze grundsétzlich durch die Zahl EINS reprisentiert, die im Rahmen
der Bruchzahltheorie verschiedene Darstellungen hat:

1 = - = 1,0 = 100% = 1000 °/oo.

Im Alltagsleben tritt der Begriff des Ganzen — meist unausgesprochen — in vielféltigen kon-
kreten Situationen auf. Weiter unten finden sich zahlreiche Beispiele.

2.2.2 Kritik zu ,,Mehrere Ganze” ©

In Lehrplénen, Schulbiichern und in der Mathematikdidaktik tritt im Zusammenhang mit die-
ser Grundlegung der Bruchrechnung oft das zusétzliche Konzept ,,mehrere Ganze” auf. Dies
ist der Begriffsverwirrung geschuldet, dass mit ,,ganz” auch die Eigenschaft von — eben nicht
gebrochenen — Zahlen bezeichnet wird.

Dies ist aus meiner Sicht ungiinstig. Es sollte das Konzept des ,,einen fest gegebenen Ganzen”
als eindeutiger Bezug fiir die Bruchteile durchgehalten werden.

Ist beispielsweise von ,,Zwei Drittel von 24 Kartoffeln” die Rede, so sind die 24 Kartoffeln (in
einem Sack oder in einer Kiste) als das ganze aufzufassen — und nicht eine einzelne Kartoffel.

2.2.3 Kreisférmige Dinge

e Kuchen, Torte, Pfannkuchen.

Ein Tortenteiler ist eine aus Edelstahl oder Plastik gefertigte ,,Schablone” fiir den Kon-
ditoreibedarf. Er wird auf die Torte oder den Kuchen gesetzt und ,,spurt” die Stiicke—
Unterteilung. Typisch sind 12er- oder 16er-Teilung oder 8er-Teilung.

e Pizza, Omelette

e Laib Brot, Laib Kise

e Oblaten sind kaum teilbar”

e Tischplatte, kreisférmiger Platz

e Didaktisches Material

( Kugelférmige Dinge wie Apfel,

LPT M6 1.1

LPT M6 1.1
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2.2.4 Quadratische oder rechteckige Gebilde

Tafel Schokolade, Kuchen auf dem Backblech,

Blatt Papier,

Tischplatte, Tischtuch
e Zimmerfliche, Zimmerwand
e Holzbrett, Metallplatte

e Gartenbeet, Pflasterfliche, Hausfliche, Grundstiick

2.2.5 Strecken, Lingliche Rechtecke

| | [ ]

Mafbénder, Geschenkband, Paketschnur

Stoffbahn, Tapete, Zeitungsdruckpapier

Wegstrecke (Schulweg, Wanderung, Autofahrt)

Sport: Wettkampfstrecke bei Laufen, Langlauf, Schwimmen, Radfahren, Rallye

Alltag: Schokoriegel, Baumstamm, Hackbraten

Didaktisches Material: Papierstreifen, Magnetstreifen, Cuisenaire-Stédbchen, Steckwiirfel.

2.2.6 Raumliche Formen, Dinge

e Kugelformige Dinge sind gut — gedanklich — teilbar, aber nicht so gut graphisch darstell-
bar.

o Apfel, Melonen
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2.2.7 Zahlenstrahl

Der Abschnitt zwischen 0 und 1 repriisentiert das Ganze. Ein Bruchteil wird als Entfernung zur
Null eingetragen.

Einheit ist 10 cm

Die Léange der Strecke von 0 nach 1 heif3t Einheit.

Es ist giinstig, die Einheit geméfl der Nenner der darzustellenden Briiche auszuwéhlen. Beispiels-
weise ist fiir die Darstellung von Dritteln, Vierteln, Sechsteln ein Zahlenstrahl mit Einheit 12 cm
giinstiger als einer mit Einheit 10 cm.

Einheit ist 12 cm

2.2.8 Mengen, Volumina, Gewichte, Hohlmafle
o Flasche Wasser/Getrénk, Fass Bier/Wein

e Packung Butter (vgl. Unterteilung auf der Verpackung), Packung Mehl, Packung Zucker,
Becher Joghurt

e Mengen bei Kochzutaten: Kochrezepte enthalten oft Angaben in Bruchteilen von einem
Ganzen. ,,Halber Teelo6ffel”

e Messbecher

e Sack Kartoffeln, Netz Mandarinen, Schachtel Pralinen, Tiite Gummibé&rchen

2.2.9 Zeitspannen
e Der ganze Tag, das ganze Jahr, die ganze Stunde
e Die ganze Schulstunde, die ganze Fahrtdauer, das ganze Konzert,
e Ganze Lénge eines Kinofilms oder einer Fernsehsendung

e Die ganze Note als Notenwert
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2.3 Stammbriiche

LPT M6 1.1

2.3.1 Beispiele In Anlehnung an den Sprachgebrauch im Alltag/Grundschule werden Sach-
situationen beschrieben, in denen einfache Bruchteile auftreten:

e In einem 50-Meter—Becken findet ein 200 m Freistil-Wettkampf statt.
Welchen Teil der Strecke hat ein Schwimmer nach der letzten Wende noch vor sich?

e Ein ganzer Zwetschgenkuchen ist in 12 Stiicke unterteilt. Peter kauft 4 Stiick davon.
Welchen Teil des Kuchens kauft Peter?

e Welcher Teil des Tages ist um 12 Uhr vergangen?

2.3.2 Einfiihrung der Stammbriiche

Zur Angabe von Teilen eines Ganzen reichen die bekannten natiirlichen Zahlen 1,2,3,4,5,...
nicht mehr aus. Es miissen neue Zahlen — mit Zahlwortern und Zahlschreibweisen — eingefiihrt
werden. Man spricht dabei von Stammbriichen oder einfachen Bruchteilen:

Halfte Drittel Viertel o Hundertstel
1 1 1 1
2 3 4 cee 100

2.3.3 Bearbeitung von Sachsituationen mit Stammbriichen

e Ein Viertel von 200 m:
1
1 von 200m = 200m:4 = 50m.
e Die Hilfte von 80 Kartoffeln:
1
§VOH8OK = 8K :2 = 40 K .
e FEin Hundertstel von 850 €:
1
—— von 850€ = 850€:100 = 8,50€.

100

Beachte, dass die Mathematisierung des Wortchens ,,von” als Multiplikation hier nicht erfolgen
kann.
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2.4 Zusammengesetzte Briiche

LPT M6 1.1

2.4.1 Beispiel

Petra bekommt beim Besuch ihrer Tante eine Tafel Schokolade. Sie soll sie zuhause mit ihren
drei Geschwistern gerecht teilen. Welcher Teil der Schokolade bleibt iibrig, wenn Petra ihren
Anteil gleich aufisst?

2.4.2 Einfiihrung der Briiche Da die Stammbriiche zur Beschreibung nicht mehr ausreichen,
fithren wir (zusammengesetzte) Briiche ein:

3 2 ) 73

4 3 2 100

Z > N

e Der Strich in der Mitte heifit Bruchstrich,
oberhalb steht der Zdhler, unterhalb der Nenner.

e Beachte, dass die Zahl 0 als Nenner keinen Sinn ergibt. Im Z&hler kann aber ohne weiteres
eine 0 stehen.

e Frage: Soll der Bruchstrich mit dem Lineal gezogen werden?

2.4.3 Veranschaulichung von zusammengesetzten Briichen an den verschiedenen Modellen
des Ganzen. Beachte erneut, dass die Mathematisierung des Wortchens ,,von” als Multiplikation
hier nicht erfolgen kann.

2.4.4 Bearbeitung von Sachsituationen mit zusammengesetzten Briichen
% von 24 Stiick = (24 Stiick:4)-3 = 6Stiick-3 = 18Stiick
gvon 800 = (800€:5)-3 = 160€-3 = 480¢
§V0n24h = (24h:3)-4 = 8h-2 = 32h
17—21 von 10000m? = (10000m?:125)-78 = 80m?-78 = 6240m?
;VOH 91kg = (91kg:7)-7 = 13kg-7 = 91kg
gvonIQZ = (12¢:3)-6 = 44-6 = 24/

2.4.5 Scheinbriiche

In den letzten beiden Beispielen treten so genannte Scheinbriiche auf. Das sind Briiche, bei
denen der Zihler ein Vielfaches des Nenners ist.

e Ist bei einem Bruch der Zéhler gleich dem Nenner, so bedeutet er ein Ganzes.

2 _ 3 _ 4 _ o
5 =3 =4 = ==
e Ist bei einem Bruch der Zahler 2,3,...,n mal so grofl wie der Nenner, so bedeutet er
2,3,...,n mal das Ganze.

6 9
2 3
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Weitere Beispiele sind

= 4; = 3; — = T; = 3.

8
2 13 37

9 o1 m
3

2.5 Ermitteln des Gesamten ©

2.5.1 Beispiel

Ralf gibt fiir sein neues Fahrrad % seines Taschengeldes aus, das sind 180 €.
Wie grofl war sein Gesamt—Vermogen?

,,Losung iiber den Stammbruch”:

% vom Vermoégen sind 180 €

% vom Vermogen sind 45 €

g vom Vermoégen sind 225 €
Kurzrechnung;:

(180€:4)-5 = 45€-5 = 225€.

Das ganze Vermogen von Ralf betrug 225 €.

2.5.2 Beispiel
Familie Reger gibt % des Einkommens, ndmlich 600 €, fiir die Miete aus. Wie grof§ ist das

Einkommen?

,,Losung iiber den Stammbruch”:

% vom Einkommen sind 600 €

% vom Einkommen sind 300 €

% vom Einkommen sind 2100 €
Kurzrechnung:

(600€:2)-7 = 300€-7 = 2100€.

Das ganze Einkommen der Familie Reger belduft sich auf 2100 €.
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2.6 Erweitern und Kiirzen

2.6.1 Beispiel Zwei Tafeln Schokolade werden ausgeteilt:

e Richard bekommt 3 von 6 Léngsrippen, also % einer Tafel.

e Judith bekommt 2 von 4 Querrippen, also % einer Tafel.
e Max bekommt 12 von 24 Stiickchen, also % einer Tafel.

e Martha bekommt eine halbe Tafel.

Alle bekommen das gleiche, also ist:

3 2 12

6 4 24 2

2.6.2 Erweitern und Kiirzen Man sieht, dass man unterschiedliche Schreibweisen fiir den
gleichen Bruchteil dadurch erhélt, dass man Zahler und Nenner mit der gleichen Zahl multipli-

ziert oder durch die gleiche Zahl dividiert.

o FErweitern eines Bruchs bedeutet:

Zahler und Nenner werden mit derselben Zahl (ungleich 0) multipliziert.

e Kiirzen eines Bruchs bedeutet:

Zshler und Nenner werden durch dieselbe Zahl (ungleich 0) dividiert.

e Bei beiden Verfahren #dndert sich die Schreibweise des Bruchs, nicht aber der Wert.

Eine oft anzutreffende ungiinstige Sprechweise ist, dass beim Erweitern und Kiirzen ein Bruch

mit einer Zahl multipliziert bzw. durch sie dividiert wird.

2.6.3 ggT und kgV ©

Beim Kiirzen und Erweitern von Briichen, spiter beim Ordnen und bei den Grundrechenarten
konnen auch ggT und insbesondere kgV (Hauptnenner) eingesetzt werden.

Dies erfordert eine vorangehende Einfithrung und intensive Auseinandersetzung mit diesen ,,Ope-

ratoren der Teilbarkeitslehre”.

In den Lehrplénen von Gymnasium und Realschule ist dies kaum mehr, in dem der Mittelschule

von vornherein nicht vorgesehen.

14
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2.7 Briiche als Quotienten

2.7.1 Beispiel
Onkel Kevin kommt zu Besuch und bringt drei Tafeln Schokolade mit.
Karl erhélt von der ersten Tafel %, Die beiden anderen Tafeln werden gerecht zwischen Sigrid,

Arthur und Ulla aufgeteilt.

wWlno

| |
| |
~— Si — | Ar | ~— Ul — 23
| |
| |
| I

Jedes Kind erhilt gleich viel. Daraus lésst sich sehen:

2.7.2 Allgemeiner gilt:

— = a:b fir a€eNg, beN.

2.7.3 Ausdeutung innerhalb des Operatorkonzepts

Wir haben einen Bruch eingefiihrt als ,,Vielfaches eines Teils an einem Ganzen”. Mit Bezug
auf das obige Beispiel kann man dies innerhalb des Operatorkonzepts (vgl. Kapitel 4.2) so

darstellen:
:3 1 2 2
1l = - — =
3 3

Der Zugang zu Briichen iiber ,,Bruch als Division ganzer Zahlen” lésst sich dann so darstellen

. 52
1—2>2'—3>§.

Die Gleichheit 2:3 = % beruht also auf der Vertauschbarkeit der beiden Operatoren

3 -2
— und —

in den beiden Diagrammen.

2.7.4 Beobachtung im Lehrplan

Waéhrend sich im Lehrplan der Hauptschule 2008 gleich zum Einstieg in die Bruch-
Zahlbereichserweiterung der Hinweis ,,Bruch als Quotient (3 = a : b)” findet, ist dieser im
Lehrplan™ 2016 der Mittelschule nicht mehr zu finden.
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2.8 Bruch und Bruchzahl

Weiter unten in Abschnitt 4.1.1 iiber das Aquivalenzklassenkonzept werden wir die Beziehung
zwischen den beiden Begriffen ,,Bruch und Bruchzahl” fachmathematisch genauer klédren.

2.8.1 Schulische Sprechweisen Da man in der Schulpraxis dieses Konzept natiirlich nicht
heranziehen kann, ergeben sich immer Unsicherheiten bzgl. der Abgrenzung dieser beiden Be-
griffe. Ein Vorschlag zu schulischen Sprechweisen ist:

e Eine Bruchzahl ist der gemeinsame Wert aller Briiche, die durch Erweitern oder Kiirzen
ineinander umgewandelt werden kénnen  oder

oder

e Eine Bruchzahl ist der gemeinsame Wert aller Briiche, die auf dem Zahlenstrahl an der
gleichen Stelle stehen (vgl. unten).

Umgekehrt kann man sagen:

e Ein Bruch ist eine spezielle Schreibweise fiir eine Bruchzahl.

2.8.2 Frage Eine Frage, die den ganzen Problemkreis im Kern erschliefit, ist:
Sind die beiden Briiche ﬁ und 2% gleich?
Vorschlag zur Losung:

e Man sollte den Begriff ,,Gleichheit von Briichen” ganz vermeiden.

° und sind Briiche mit verschiedenen Zahlern bzw. Nennern.

4 6
14 21
4 6
[ 14 und 21

sind Briiche mit gleichem Wert. Sie stellen die gleiche Bruchzahl dar.

2.8.3 Vorschlag fiir die schulische Umsetzung An einem Zahlenstrahl mit Einheit 12 cm
(vgl. S. 10) werden nacheinander die Briiche

123 369 123
2 4 6 4 8 12 3 6 9
eingetragen.

Es fillt auf, dass an einem Punkt des Zahlenstrahls Briiche mit verschiedenen Zihlern und
Nennern stehen. Man sagt, dass sie den gleichen Wert haben. Dieser gemeinsame Wert heifit
Bruchzahl. Umgekehrt gibt es fiir eine Bruchzahl verschiedene Schreibweisen.

2.8.4 Beispiele

1 2 3 4 5 435783
2 4 6 8 10 871566
2 4 6 T4

3 6 9 111

5 _ 0_1

4 8 12

1 2 3 4 123456
1 2 3 4 123456
3 69 12 1962963
1 2 3 4 654321

F14 T3 Ala)

F12 T3 Al

HO06 T3 Al

F05 T3 A3
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2.9 Die Menge der Bruchzahlen
2.9.1 Menge Q

Wir haben inzwischen festgestellt, dass es unendlich viele Bruchzahlen gibt, die den Punkten
des Zahlenstrahls entsprechen. Anders als die natiirlichen Zahlen fiillen die Bruchzahlen den
Zahlenstrahl dicht aus.

Die Menge aller Bruchzahlen wird von den Mathematikern mit dem Symbol Q bezeichnet. Etwas
abstrakter heiflen die Zahlen in dieser Menge auch die rationalen Zahlen.

Die Menge der nicht—negativen rationalen Zahlen wird mit Qg bezeichnet. Dieses Symbol tritt
verstirkt im Realschul-Kontext auf.

2.9.2 Natiirliche Zahlen sind spezielle Bruchzahlen

Da sich natiirliche Zahlen als Scheinbriiche schreiben lassen (vgl. Abschnitt 2.4.5), sind sie auch
Bruchzahlen.

Das bedeutet, dass die Menge der natiirlichen Zahlen eine Teilmenge der Menge der nicht—
negativen Bruchzahlen ist:

N cNy c Q c Q
N e’

bisher

2.9.3 Echte und unechte Briiche
Briiche, bei denen der Zéhler kleiner ist als der Nenner, heiflen echte Briiche

Briiche, bei denen der Zahler grofler ist als der Nenner, heiflen unechte Briiche

2.9.4 Diagramm

<« Stammbriiche Scheinbriiche

R O e R | 1 2 3

54 3 2 1 1 1

- f f f f

0 1 2 3
echte Briiche unechte Briiche

(Es empfiehlt sich dabei Vier-Farbgebung.)

Ubung: Zeichne auf einem Zahlenstrahl mit Einheit 20 cm (DIN A4 quer) so viele Stammbriiche
wie moglich genau ein.

2.9.5 Negative Bruchzahlen

Auf der Negativ—Seite der Zahlengeraden gibt es auch Bruchzahlen. Sie werden wie die ganzen
negativen Zahlen auch durch ein Minus—Zeichen (auf der Hohe des Bruchstrichs) gekennzeichnet.

1 7 12 36
2’ 12’ 12’ 6

LPT M6 2.1
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2.9.6 Losung einer multiplikativen Gleichung ©
Die Gleichung
7-x = 11
lasst sich nicht mit ganzen Zahlen 16sen, da 7 kein Teiler von 11 ist.
Sie besitzt aber eine Losung in der Menge der Bruchzahlen:
x = 11:7 (Division ist Umkehroperation)

11

xr =

Merke: Eine Gleichung der Form
b-x = a oder z-b = a

mit a,b € No, b # 0, besitzt in Q die Losung = = 7.




S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017 — 27. Mérz 2019 ].9

3 Rechnen mit Briichen

3.1 Vergleich von Briichen

S
3.1.1 Beispiel Onkel Heini bringt Marzipanriegel mit. Ansgar erhélt 3, Ruth ¢ des Riegels.

Wer freut sich mehr?

3.1.2 Spezielle Beispiele Bevor die allgemeine Regel erarbeitet wird, sollte zunéchst iiber
einfachere Beispiele an die Bruchteilvorstellung angekniipft werden. Das heifit, man betrachtet
zunéchst die Spezialfiille

gleiche Nenner Stammbriiche gleiche Zahler
3_5 - 1 1 - 3_3
77 3717 551
3.1.3 Merke

Von zwei Briichen mit gleichen Nennern ist derjenige der grofiere, dessen Zihler grofler ist.

Von zwei Briichen mit gleichen Zahlern ist derjenige der groflere, dessen Nenner kleiner ist.

3.1.4 Niachster Schritt Ein néchster Schritt besteht darin, ein ,,bahnenderes” Beispiel als
das der obigen Situation zu betrachten:

3 )

7 14°
Es drangt sich — vielleicht — die Idee auf, den Bruch mit Nenner 7 in einen Bruch mit Nenner
14 zu erweitern. Dann féllt die Entscheidung leicht:

3 6 6 5 3 5
S hal 2 2
7 4 14 > 120 (deshalb oz > gy

Der Vergleich kann also durchgefiihrt werden, wenn vorher die beteiligten Briiche auf einen
gemeinsamen Nenner erweitert werden.

Bei der Anwendung sollte nicht das strenge Abarbeiten der Teilschritte, sondern der lebendige
Umgang mit dem ,,multiplikativen Netz” (1 x 1-Sétze, Teilermengen, Kopfrechnen) der natiirli-
chen Zahlen mafigeblich sein.

3.1.5 Allgemeines Verfahren: Erweitern auf gemeinsamen Nenner
e Evtl. kénnen zunichst die beteiligten Briiche gekiirzt werden.

e Suche einen gemeinsamen Nenner, das ist ein Vielfaches aller beteiligten Nenner. Dafiir
kommen in Frage ...

— evtl. einer der Nenner, wenn er Vielfaches der anderen ist,
— das Produkt aller Nenner oder

— der Hauptnenner, das heiit das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) der Nenner.
e Erweitere alle Briiche auf diesen gemeinsamen Nenner.

Es sei noch darauf hin gewiesen, dass zwei Briiche mit gleichen (verschiedenen) Nennern gleich-
namig (ungleichnamig) heiflen.
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3.2 Addition und Subtraktion von Briichen

3.2.1 Vorbemerkung Warum wird die Addition vor der Multiplikation eingefiihrt?

e Figentlich war der Anlass fiir die Einfithrung der Bruchzahlen die Unvollstandigkeit der
Menge der natiirlichen Zahlen beziiglich der multiplikativen Inversen. Also ist eigentlich
zunéchst die Multiplikation die ,,natiirliche Struktur” auf N.

e Die Multiplikation mit einer natiirlichen Zahl als erstem Faktor (Vervielfachung) kann
als fortgesetzte Addition aufgefasst werden. Man konnte also die Rechengesetze fiir die
Multiplikation aus denen der Addition herleiten.

e Wiirde die Multiplikation zuerst eingefiihrt, so verfestigt sich ganz stark die Fehlvorstel-
lung, dass das Rechnen mit Briichen ein ,,Rechnen mit Z&hler und Nenner getrennt” be-
deutet. Diese Vorstellung l&sst sich bei der anschliessenden Einfithrung der Addition nicht
mehr so leicht beseitigen.

3

3.2.2 Beispiele Von einer ganzen Tafel Schokolade isst Gerlinde zunéchst g,

einmal % Welchen Bruchteil der Tafel hat sie dann insgesamt gegessen?

3 1

—+ - = ?

8 3
Die Vermutung, dass die Zahler und Nenner getrennt addiert werden, stellt sich bei Vorlage des
einfachen und anschaulichen Beispiels

1 1 .2 1

57176 3
als falsch heraus. Ein anderes Gegenbeispiel besteht darin, dass ein gezwoélftelter Kuchen aufge-
teilt ist:

3 07 2 12 1

ICRECRET. 36 3

spéter noch

3.2.3 Allgemeines Verfahren

Das letzte Beispiel legt bereits ein Vorgehen nahe, das beim Vergleich von Briichen schon an-
gewandt wurde. Da die Situation bei gleichen Nennern anschaulich und einfach geklart werden
kann, sollten bei den beteiligten Summanden gleiche Nenner hergestellt werden.

e Briiche mit gleichen Nennern werden addiert/subtrahiert, in dem man die
Zahler addiert/subtrahiert und die Nenner beibehélt:

= a=b fiir a,b,c € Ny, ¢ # 0.

C

a b a+b
-4+ - = )
C C C

(SRR~

ole

e Briiche mit verschiedenen Nennern werden vor dem Addieren/Subtrahieren auf einen
gemeinsamen Nenner erweitert T

¥ Vgl. Abschnitt 3.1.5.

LPT M6 1.2
Fl14 T3 A3
F12 T3 A3
HO8 T1 A2/3

HO06 T3 A3

o
+
Sl
Il
ol

~

LP086.1



S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017 — 27. Mirz 2019 21

3.3 Gemischte Zahlen

3.3.1 Beispiel Frau Zahner kauft 2 % kg Gold. Diese Zahl bedeutet
2 = 243 = 2+

(Eine Klammer sollte gesetzt werden, wenn die Zahl Teil eines grofleren Terms ist).

3.3.2 Definition

Zahlen, die als Summe aus natiirlichen Zahlen und Briichen — unter Weglassung des Plus—
Zeichens — geschrieben werden, heiflen gemischte Zahlen. Die beiden Anteile kann man Ganz-
zahlanteil und Bruchanteil der gemischten Zahl nennen.

3.3.3 Kommentare

e Die Gemischten Zahlen kommen dem Alltags—Bediirfnis ndher, Zahlen ,,ihre Grofie anzu-
sehen”. Der Ordinalzahlaspekt tritt besser hervor als bei gewthnlichen Briichen.

e Bei einer negativen gemischten Zahl bezieht sich das Minus—Zeichen auf beide Anteile:

3
—23 = —(2+3), nicht etwa: —232 = _2+Z

e © Beachte, dass — spiter beim Termrechnen — das Einsetzen von Ganzzahl und Bruch
in einen Produktterm (ohne Malpunkt) Doppeldeutungen hervorbringen kénnte:

T(a;b) = ab, T(2;3)=23.

Dies wird dadurch vermieden, dass zwischen zwei Zahlfaktoren eines Produkts immer ein
Malpunkt stehen soll.

3.3.4 Umwandlung

e Umwandlung einer gemischten Zahl in einen unechten Bruch.

Ist die Auffassung von einer gemischten Zahl als Summe vertraut, so bereitet ihre Um-
wandlung in einen unechten Bruch eigentlich keine besonderen Probleme:

3 _ 3 _ 2,3 _ 8,3 _ 1
27 = 247 =1+t1=31+t1 =7
Allgemein kénnte man dieses Vorgehen in eine Merkformel iiberfithren: Es ist
al = = figralle a,b,ceN, c#0.

Ob eine solche Regel in den Schulunterricht Eingang findet, héingt ab von Schultyp, Jahr-
gangsstufe, individueller und kollektiver Leistungs- bzw. Abstraktionsfahigkeit ab.

e Umwandlung eines unechten Bruchs in eine gemischte Zahl.

Beispiel: Matthias Mattik geht zum Bécker und verlangt % kg Brot. Die Verkéuferin ist
in der Berufsschule gut ausgebildet worden und verkauft ihm 3 % kg Brot.

13 _ 12,1 _ 1 _ o1l
z = T+Z_3+1_31'

Der richtigen Zerlegung des Zéhlers liegt die Division mit Rest zugrunde:
13:4 = 3R1

Es entstehen 3 ,,Ganze” und ein ,,Rest” 1, der noch weiter durch 4 geteilt werden muss.
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3.3.5 Notation bei Division mit Rest ©

Mathematisch korrekt und in Bezug auf die obige Umwandlung klarer miisste die Division mit
Rest eigentlich als

13:4 = 3+1:4
geschrieben werden. Der Ausdruck 3 R1 ist eigentlich ungenau und sogar widerspriichlich.
Beispielsweise ist
L9 E 10 16
10:3 = 3RI, 16:5 = 3R1, aber 3 # %

Das Verstédndnis der Umwandlung wird eher dadurch geférdert, dass die beteiligten Zahlen nicht
zu grofl werden. Die Division mit Rest sollte mit Hilfe der 1 x 1-Sétze und Kopfrechnen moglich
sein. Nur in Ausnahmefillen sollte die voll-schriftliche Ausfithrung nétig werden.



23

S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017 — 27. Mirz 2019

3.3.6 Addition gemischter Zahlen

Sachsituation: Fritz kauft fiir seine Fische Futter. Er mischt 5 % kg von Sorte 1 mit 2 % kg von
Sorte 2 zusammen.

3 2 _
5¢0+25 = 7
Zur Berechnung gibt es im wesentlichen zwei Methoden:
e Umweg iiber Briiche”
1. Wandle die beiden gemischten Zahlen in unechte Briiche um:
3 _ 43, 2 _ 8
5y = ¥ 23 = 3
2. Addiere — wie bisher — diese beiden Briiche:
43 |, 8 _ 129 | 64 _ 193
sts = wtu =

3. Wandle den entstehenden unechten Bruch in eine gemischte Zahl um:

193 _ 192 , 1 _ g 1
24 = > ta = 824'
Zusammengefasst:
3 2 _ 43,8 _ 129 , 64 _ 193 _ g 1
5§+2§ - 8+3 = utwm = @ = 824'

e  Ganzzahlanteil und Bruchanteil getrennt”

1. Ganzzahlanteil und Bruchanteil werden getrennt addiert:
53422 = 5+2)+(3+3) =7+ =73,

2. Entsteht als Summe der beiden Bruchanteile ein unechter Bruch, so wird daraus der
Ganzzahlanteil in den Ganzzahlanteil der Gesamtsumme (gemifl Assoziativgesetz)

verschoben:
AG

T8 = T+(1+4) = (T+1)+5 = 8+5 = 85
3.3.7 Subtraktion gemischter Zahlen

Fiir die Subtraktion stehen im Prinzip ebenfalls die beiden obigen Methoden zur Verfiigung. Bei
Anwendung der Methode 2 muss unter Umsténden ein Verschieben (*) von Ganzzahlanteilen
vor der eigentlichen Subtraktion erfolgen.

Beispiel:

—

*

-23 = 5-2)+(1-3) = U-2+(3-3) = 2+I=21

N

1
57
Wenn die negativen Zahlen bereits eingefiihrt sind, bietet sich auch folgender (gedanklicher)
Ablauf an:

7

ool—

51-23 = 5-2)+(3-2) = 3+ (-
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3.4 Multiplikation von Briichen

3.4.1 Beispiel: Das Karton-Quadrat Von einem groflen quadratischen Stiick Karton mit

+ M .
Seitenléinge 1 m werden erst % abgetrennt. Von dem verbleibenden Stiick werden dann nochmal
% abgeschnitten. Welchen Flécheninhalt hat das entstehende Kartonrechteck?

m

(S

Wi
8

3.4.2 Berechnung der Rechtecksfliche

Wir konnen diese Flache A auf zwei Arten bestimmen:

Die Formel fiir die Flidche eines Rechtecks besagt, dass

2

2 4 2
— . —)m*.
5 3

A=—-m--m=(
5 3

Anfangs hat der quadratische Karton eine Fliche von 1 m?. Ein Abzihlen der Teilrechtecke
geméf der obigen Skizze zeigt, dass das Kartonrechteck gerade aus 8 von 15 Teilrechtecken
besteht, also

_ 8 .2
Af15m.

Wenn man jetzt die beiden Terme vergleicht, so kann man schlielen, dass

4 2 8

53 15
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3.4.3 ,,Induktiver Schluss” Von diesem Beispiel aus schliefft man:

Zwei Bruchzahlen werden multipliziert, indem man die beiden Z&hler und die beiden
Nenner getrennt multipliziert:
a-c

a c .
113 fir a,b,c,d € Ng, b#0,d#0.

3.4.4 Erst Kiirzen, dann Multiplizieren! Beispiel: Vergleiche die beiden folgenden Berech-
nungen eines Produkts von Briichen.

7 24 168 2

L2 L D%k 2 (Puh!)
3649 1764 ~ 21

7 24 724 wrxiz 2

- WK1z 2 Aah!
3649 36 - 49 21 (Aaht)

Es stellt sich heraus, dass die zweite Methode, bei der vor der eigentlichen Multiplikation gekiirzt
wird, wesentlich weniger Rechenarbeit erfordert.
Deshalb:

Erst Kiirzen, dann Multiplizieren! (EKDM)

e Das Kiirzel EKDM kann gleich als Korrekturanmerkung benutzt werden.

e Hiufig kommt es vor, dass Lehrer(innen) bei fehlendem EKDM — auch bei richtigem
Ergebnis — Punkte abziehen. Dies stellt m.E. eine Einschrinkung der Freiheit im Um-
gang mit Mathematik dar. Der erhohte Zeitbedarf und die erhchte Fehleranfalligkeit beim
Kiirzen im Nachhinein bedeutet ja sowieso schon einen Nachteil.

3.5 Die Sachsituation ,,Bruchteil von”

3.5.1 ,,von = mal”? Als Einstiegs-Sachsituation bei der Einfiihrung der Bruchmultiplika-
tion wire die Idee alltagsndher und ansprechender, anstelle eines langweiligen Stiicks Karton
beispielsweise eine Tafel Schokolade (mit 3 x 5 Stiicken) zweimal zu brechen.

Es tritt dabei aber das Problem auf, dass die Sprechweise
Zwei Drittel von vier Fiinftel einer Tafel Schokolade

nicht einfach — wie selbstverstiandlich — in den mathematischen Ausdruck
2 4

3 5

libersetzt werden kann. Die Mathematisierung der Sachsituation ,,Bruchteil von” als ,,Bruch-
zahl mal” erfolgt erst im Nachhinein auf der Grundlage des dann bekannten Gesetzes von der
Bruchmultiplikation, beispielsweise wie folgt:
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3.5.2 Beispiel Onkel Giinter bringt Heinz eine Tafel Schokolade (mit 24 Stiick) mit. Heinz
bricht davon % ab, isst dann von dem abgebrochenen Stiick %.

>o>\m

NI

e Kompakt ausgedriickt: Heinz isst % von % der ganzen Tafel Schokolade.

e Heinz z&hlt die Stiickchen beim Aufessen und stellt so fest, dass er % der Tafel isst.

e Heinz weif}, dass es einen rechnerischen Zusammenhang zwischen diesen drei Briichen gibt,
den der Bruchmultiplikation:

3 5 15
— mal - = —.
4 6 24

e Daraus schliet Heinz, dass die Sachsituation bzw. Sprechweise
,,Bruchteil von”
in die mathematische Operation
,,Bruchteil mal”

iibersetzt wird.

3.5.3 Exkurs: Mathematisierung

Etwas abstrakter ausgedriickt, ldsst sich die obige Feststellung auch dadurch ausdriicken, dass
das bestimmte Sachsituationen beschreibende Wortchen ,,von” durch die Operation ,,mal” ma-
thematisiert wird.

Beachte, dass das Wortchen ,,von” gelegentlich in einer Weise benutzt wird, die nicht durch das
Multiplizieren mathematisiert wird:

Geben Sie mir bitte %kg Kése von diesem 3 % kg Kiiselaib!
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3.6 Multiplikation von gemischten Zahlen
3.6.1 Beispiel

Sachsituation: Eine Tischplatte ist 2 % m lang und 1 % m breit. Wie grof} ist ihre Fléche?

m

—_——~

W=

N[

...................................................................................

3.6.2 Berechnung der Rechtecksfldche

Die Flidche des Teilrechtecks ldsst sich wieder auf zwei Arten bestimmen:

Die Formel fiir die Flidche eines Rechtecks besagt, dass

A= 2im-1im = (2 1Hm’

Damit stellt sich heraus, dass die bei der Addition bzw. Subtraktion erfolgreiche Methode ,,Ganz-
zahlanteil und Bruchanteil getrennt”

auf das falsche Ergebnis fiihrt.
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3.6.3 Umwandeln Wendet man die Methode ,,Umwandeln in unechte Briiche” an, so klappt’s:

Gemischte Zahlen werden vor dem Multiplizieren in unechte Briiche umgewandelt.

3.6.4 Anwendung des Distributivgesetzes

Hinweis: Die — durchaus korrekte — Anwendung des Distributivgesetzes geméf

= @2+YH-a+hH =214+2. 3411411

= 2+1+1+1% =32 =33

wére — vor allem bei etwas grofleren Zahlen — uniibersichtlich und fehleranfillig.

25-1

Lol
N[
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3.7 Division von Briichen

3.7.1 Vorbereitung FEs werden Kiirzen und Erweitern wiederholt.

3.7.2 Sachsituation Die klassische Sachsituation fiir das Dividieren ist das ,,gerechte Auf-

teilen”. Will man das der Einfiihrung der Bruchdivision zugrundelegen, so miissen ,,teilbare
Groflen” verwendet werden, beispielsweise Hohlmafe.

3.7.3 Aufteilen einer Fliissigkeit
Es werden 2 %6 Milch in %Z—Gléser abgefiillt. Wie viele Gldser erhilt man?

Im Experiment oder durch sorgfiltiges Uberlegen mit dem Distributivgesetz ermittelt man

2 ! l 2 14 3 5
2 "3 T4
5 2 15
Schreibweise mit unechten Briichen - .= == —_—
2 3 4
Weitere Beispiele sind in der Tabelle aufgelistet:
Fiille | Liter Wein ... in |-Liter—Karaffen um. Wieviele Karaffen braucht man dafiir?
5 2 15 _ o3
2 3 T = 31
12 3 4 = 1
1 - 3
1 5 5 =1
2 - 3
2 3 3 = 1
3 3 _ 2
2 1 2 =3
2 3 _ 41
1 3 2 = 13
3 8 2
2 4 3 2 3
3 10 _ o1
5 2 3 = 33
5 3 5 12
2 2 3 3

Man iiberlege anhand dieser Beispiele, wie die drei Zahlen (Dividend, Divisor und Quotient)
zusammenhéngen koénnten.

3.7.4 Induktive Erkenntnis

Aus den Beispielen ldsst sich eine Regelméfligkeit ablesen, die wie folgt zu formulieren ist:

Namen: Vertauscht man Zéhler und Nenner eines Bruchs, so entsteht sein Kehrbruch.
Fiir die Division zweier Briiche gilt dann die folgende Merkregel:

Bruch : Bruch = Bruch - Kehrbruch

, a,b,c,d, € Ng, b,c,d#0.

ol

SallES!
Ulo
e
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3.7.5 Erarbeitung iiber den Kehrbruch Alternativ kann man zunichst den Kehrbruch
einer rationalen Zahl ermitteln mit Hilfe der Beobachtung, dass

Bruch - Kehrbruch = 1.

ist. Es stellt sich dabei heraus, dass der Kehrbruch einer negativen Zahl gleich dem negativen
Kehrwert des Absolutbetrags ist.

Merke: Der Kehrwert einer rationalen Zahl a # 0 hat
e das gleiche Vorzeichen wie a,

e den gleichen Betrag wie der Kehrwert des Betrags von a.

Die Vorzeichenregel fiir die Division ergibt sich dann mit der aus der Bruchrechnung bekannten
Tatsache, dass die Division das gleiche ist wie die Multiplikation mit dem Kehrbruch.

3.7.6 Doppelbriiche © Wir wissen ja inzwischen, dass
e Briiche dividiert werden kénnen,
e das Divisionszeichen durch den Bruchstrich ersetzt werden kann.

Dies fiihrt auf die Idee, auch mit Doppelbriichen

mn‘@m

zu rechnen. Der Bruchstrich in der Mitte heifit dabei Hauptbruchstrich.
Doppelbriiche kénnen leicht vereinfacht werden:

g a-d
c

Cbec’
Dieses Vorgehen kann man in verschiedenen Formulierungen festhalten.

e Die Auflenglieder eines Doppelbruchs geraten in den Zihler, die Innenglieder in den Nen-
ner.

e Der Nenner des Zihlers gerét in den Nenner.
e Der Nenner des Nenners gerdt in den Zahler.

Wie immer wesentlich ist das Einiiben des Doppelbruchrechnens auf der Grundlage eines Wech-
selspiels von

e Anwendung dieser niichternen Regeln  und

e Abgleich mit lebendigen Vorstellungen iiber die Bruchmodelle.

3.7.7 Nachschlag ©  Mit Hilfe der ,,Doppelbruch-Theorie” lisst sich die Regel fiir das
Dividieren zweier Briiche (erneut) begriinden, wie hier an einem Beispiel erldutert:

4 4 5 4 5 4 5
43 _ 7 _ 73 _ i3 _ 13 _45
3 3 5 15
75 R O I5 1 73

Zur Erarbeitung der Regel ist dieser Zugang aber nicht geeignet.
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3.8 Typische Fehler und Schwierigkeiten

Generell: Wenn lebendige Vorstellungen verblassen und Schiiler/innen versuchen, die Bruchrech-
nung anhand von Formeln und Algorithmen durchzufiihren, treten leicht die verschiedensten
Fehler auf.

Im folgenden sind géngige Fehler beschrieben.
1. Zahl-Zahl-Auffassung wirkt zu stark.

Briiche werden zu stark als Zahlenpaare aufgefasst. Es wird getrennt mit Zéhler und Nen-
ner gerechnet.

2,3 < 5
7+Z - 11
5_2 = 3
93 — 6
8.2 = 4
9°'3 — 3

3 U 4
70< 11
x ™oz
u+v - u+v'

2. Die bei Addition und Subtraktion eingeiibte Idee des Operierens mit Zdhlern bei gleich-
namigen Briichen wirkt zu stark

sy

~Jlw

NN
~o

s

N
~Jjw

6.
X

Es besteht u.U. die Auffassung, dass auch vor dem Multiplizieren und Dividieren die
Nenner gleichnamig gemacht werden miissen.

3. Einbettung Z — Q

sy

wlw

win
=
)]

4. Die Null im Nenner wird akzeptiert.

5. Ein Bruch mit Zdhler Null wird als sinnlos (,,verboten”) empfunden.

o
I3
9

6. Fehler beim Kiirzen. Verwechseln von Dividieren und Kiirzen. Vergessen der Division in
Zahler oder Nenner. Versehentlich wird der Kiirzungsfaktor in Zéhler oder Nenner einge-
tragen.

—
ot
oW

N
~
I3
wloo

F14 T3 A2
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. Fehler beim Erweitern. Verwechseln von Multiplizieren und Erweitern. Vergessen der Mul-
tiplikation in Zahler oder Nenner. Versehentlich wird der Erweiterungsfaktor in Zahler

oder Nenner eingetragen.

T = 17

25 — 100
4 = 8
125 1000

8. Umwandeln von gemischten Zahlen.

3 w5
9. Rechnen mit gemischten Zahlen, getrennt nach Ganzzahl- und Bruchanteil.
1 1 1 | R 1 1
2 "2 4

10. Interpretation des Wortchens ,,von” bei Sachsituationen

Geben Sei mir einen halben von diesen drei Laib Brot.

Geben Sie mir die Halfte von diesen drei Laib Brot.
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4 Alternative und Abstraktere Konzepte zum Bruchzahlbegriff

Die Notwendigkeit der Einfithrung der Bruchzahlen kann fachmathematisch durch einen ,,Man-
gel” motiviert werden, der beziiglich der verschiedenen Zugéinge zum Bruchbegriff wie folgt
formuliert werden kann.

e In der Menge der natiirlichen Zahlen (inkl. Null) Ny (bzw. Z, dieser Fall wird im weiteren
nicht ausgefiihrt) besitzt die Gleichung 7 - x = 2 keine Losung.

e Der Term 2 : 7 kann in N nicht berechnet werden.

e Der Operator : 7 kann nicht auf die Zahl 2 angewandt werden.

4.1 Bruchzahlen als Aquivalenzklassen

4.1.1 Einfiihrung Dieses Konzept ist orientiert an der Grundlagenmathematik. Auf der
Grundlage der natiirlichen Zahlen und mit den Mitteln der Mengenlehre werden Bruchzah-
len ,.kreiert”. In den 60/70er Jahren gab es starke Stromungen in der Didaktik, dieses Konzept
— elementarisiert — in der Schule umzusetzen (New Maths, Griesel).

Vorteile:

e Das Wesen der Bruchzahlen wird grundlagenmathematisch, d.h. mengentheoretisch, genau
geklart.

e Das Konzept beinhaltet eine grosse begriffliche Klarheit beziiglich der Begriffe Bruch und
Bruchzahl.

Insofern hat es eine Bedeutung als Hintergrundinformation fiir den Lehrenden.

Nachteil: Das Konzept ist stark formal—-abstrakt und anwendungsfern, damit ungeeignet fiir einen
Unterricht von Kindern der 6. Jahrgangsstufe aller Schularten. Sie haben eine entsprechende
Entwicklungsphase der abstrakten Operationen (Piaget) noch nicht erreicht.

Es miissen neue Zahlen ,,geschopft” werden. Mathematisch—wissenschaftlich bedeutet dies, es
miissen solche Zahlen, Zahlbereiche und Strukturen — als Mengen — mit den Mitteln der
Mengenlehre und im Rahmen ihrer Axiomatik konstruiert werden.

4.1.2 Schrittfolge zur Konstruktion von Bruchzahlen als Aquivalenzklassen
Ausgangspunkt ist die Menge Ny der natiirlichen Zahlen mit Null.
Bilde das Kartesische Produkt der beiden Mengen Ny und N
B = NyoxN = {(m,n)lm e Ny,n e N}

Die Elemente dieser Menge B sind Zahlenpaare (m,n), die in diesem Zusammenhang
Briiche heiflen. Die erste Koordinate heiflt Zdhler, die zweite Koordinate Nenner.

Beispiele fiir Briiche sind

(3,2) (2,1) (6,3) (0,4) (739,291) nicht aber: (3,0) (0,0)
Beachte, dass in einem kartesischen Produkt zwei Zahlenpaare genau dann gleich sind,
wenn sie in beiden Koordinaten iibereinstimmen.

(m,n)=(k,¢) <= m=k und n=~

F14 T3 Alb)
F13 T3 Al1/2

HO08 T1 Al
F05 T3 Al

F02 T3 Al

F12 T3 Al

HO8 T1 A4
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Auf der Menge aller Briiche B wird eine Relation ( = ,,System von Zweierbeziehungen”)
definiert.

Zwei Briiche (m,n) und (k,¢) werden dquivalent genannt, wenn

(m,n) ~ (k,0) <% m-£=n-k,

wenn also ,,Aulenprodukt = Innenprodukt” ist.

Diese Definition koénnte man viel anschaulicher auch durch die Gleichung m : n =k : ¢
(,,quotientengleich”) vollziehen. Beachte aber, dass die in dieser Gleichung auftretenden
Terme innerhalb der bis jetzt bekannten Menge Ny im allgemeinen iiberhaupt nicht defi-
niert sind.

Beispiele und Nichtbeispiele:

(2,3) ~ (4,6)  (111,51) ~ (74,34)  (0,5) ~ (0,62)  (1,1) ~ (7,7)
(1,2) £ (1,3)  (4,9) £ (2,3)

© In Abschnitt 4.1.3 zeigen wir die folgenden Eigenschaften fiir die Bruch-Aquivalenz:
a) Die Relation ~ ist reflexiv. Das heifit:
Jeder Bruch steht zu sich selbst in Relation:
(m,n) ~ (m,n) fiir alle (m,n) € B.
b) Die Relation ~ ist symmetrisch. Das heifit:

Wenn ein (erster) Bruch zu einem anderen (zweiten) in Relation steht, dann steht
auch der zweite zum ersten in Relation:

(m,n) ~ (k,0) = (k,{) ~ (m,n) fiir alle (m,n), (k,¢) € B.
c¢) Die Relation ~ ist transitiv. Das heifit:

Wenn ein (erster) Bruch zu einem anderen (zweiten) in Relation steht und dieser
zweite zu einem dritten, dann steht auch der erste zum dritten in Relation:
(m,n) ~ (k,£) und (k,€) ~ (p,q) = (m,n) ~ (p,q)
fiir alle (m,n), (k,£), (p,q) € B.
Diese drei Eigenschaften kénnte man nach allen Regeln der mathematischen Kunst

beweisen. Das ist rechnerisch gar nicht schwer, nur die Abstraktheit ist sehr unge-
wohnt.

d) Wenn eine Relation alle diese drei Eigenschaften aufweist, so heifit sie Aquivalenzre-
lation. Aquivalenzrelationen haben eine immense Bedeutung in der gesamten Mathe-
matik, da mit ihrer Hilfe Aquivalenzklassen sinnvoll gebildet werden kénnen.

Eine Teilmenge K von B heiBt ganz allgemein Aquivalenzklasse bzgl. einer Aquivalenz-
relation ~, wenn

e je zwei beliebige Briiche in K zueinander in Relation stehen:

(m,n),(k,0) e K = (m,n)~ (k,{) fir alle (m,n), (k,¢) € B.
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e cin beliebiger Bruch in K und ein beliebiger Bruch auflerhalb K nicht in Relation
stehen:

(m,n) e K,(k,{) ¢ K = (m,n)# (k,¥) fir alle (m,n), (k,¢) € B.

Fiir einen beliebigen Bruch (m,n) € B gibt es genau eine Aquivalenzklasse, die diesen
Bruch enthélt. Sie wird mit [(m,n)] oder — hier speziell — mit “* bezeichnet.

- = lm,n)] = {(a,b) € Bl(a,b) ~ (m,n)} € B

Man nennt die Aquivalenzklasse dann auch Bruchzahl.

Beispiele:
% = [(1,2)] = {(1,2);(2,4):(3,6); (4,8);...... }
% = [(14,35)] = {(2,5);(4,10);(6,15);(8,20);...... }

Es gilt dann geméfl Konstruktion:
= — = m-f=n-k.
Alle Bruchzahlen werden in einer Menge zusammengefasst:
Qg = {%‘mENO,nEN}.

Sie heifit in der Mathematik die Menge der (nicht-negativen) rationalen Zahlen.

© Die Ausgangsmenge Ny kann in Q(J{ durch die Identifizierung

wiedergefunden werden. Sie wird so zu einer Teilmenge:
No C Qf.

© Es werden dann die von N bekannten Rechen—Strukturen auf die neue Menge der
rationalen Zahlen ausgeweitet. Dabei sollen — geméfl dem Hankel’schen Permanenzprinzip
— moglichst die Rechengesetze ihre Giiltigkeit behalten.

a) Lineare Ordnung

— <
n

b) Addition
m k m-£+k-n

moo kg
14

w T T T
¢) Subtraktion

m k m-{—k-n

no€ nd
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d) Multiplikation

m ﬁ  om-k
n ¢ n-d
e) Division
m k m -l
= = ——, k#0.
n / k-n’ 7

4.1.3 Beweis © ~ ist eine Aquivalenzrelation auf B.
(1) Wegen a-b=a-bgilt (a,b) ~ (a,b), also Reflexivitat.
(2) Es gelte (a,b) ~ (¢,d). Dann gilt
a-d=c-b = c¢-b=a-d = (c¢,d)~(a,b)
und damit Symmetrie.

(3) Zum Beweis der Transitivitéit schreiben wir eine Kette von Folgerungen auf

(c;d) ~ (e, f)
= {fz
= a-d-c-f=c-b-e-d
= a-f-(c-d)y=b-e-(c-d)
2 a-f=b-e

)
=
2
©
[y
N~—
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4.2 Das Operatorkonzept
4.2.1 Einfiihrung Ein Bruch wird als ,,Zahlumwandler” eingefiihrt.

Beispielsweise wird der Bruch % als Multiplikations—Operator

2
o > 0O
definiert — und zwar so als Verkettung von zwei Operatoren:
o % 0o 2 0O oder
o % o 2 0o

definiert. Setzt man 3er—Vielfache auf der linken Seite ein, so kommt immer das gleiche auf der
rechten Seite heraus. Daraus schlieffit man, dass die beiden Operatoren gleich sind.

4.2.2 Beispiele
e Kiirzen: Die beiden Operatoren
2
o = 0O
A
o % 0O
sind definiert als
I N = I
o % o 4 O
Es stellt sich dabei heraus, dass die beiden Operatoren gleich sind, da sie bei Anwendung

auf eine Zahl immer das gleiche Ergebnis hervorbringen. Demzufolge sind die beiden Briiche
% und % gleich.

e Multiplikation: Ausgangspunkt ist die Darstellung der Multiplikation als Nacheinander-
ausfiihrung zweier Operatoren
2 4
o 2% 0 > O
Diese Operatorkette wird gem#fl Definition ersetzt durch

o 2% o 23 o0 &% o0 4 o

Gemifl Kommutativgesetz und Assoziativgesetz wird die Operatorkette umgestellt
o % o 2% o 3% o 4 o0

und zusammengefasst
o 5% o & 0O

und dann wieder gemé&fl Definition dargestellt

O

L

g

Demzufolge ist

2 4 8
3 5 15
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e Division: Ausgangspunkt ist ein Operator, der die Division durch einen Bruch darstellt:
2
O 2 0O
Zu diesem Operator gehort der Umkehroperator
2
O < O

den wir definitionsgeméf als Verkettung darstellen kénnen

O <2 0o & 0o

Davon der Umkehroperator ist

o 4 o 20

den wir wieder als Bruch—Multiplikationsoperator darstellen kénnen:
3

O =2 0
Nachdem dieser Operator der Umkehroperator vom Umkehroperator vom Ausgangsope-
rator ist, muss er mit diesem iibereinstimmen:

2 .3
(D 3, D) = (D 2, D)
Die Division durch einen Bruch ist gleich der Multiplikation mit dem Kehrbruch.

4.2.3 Vorteile und Nachteile
VORTEILE:

e Die Idee des Erweiterns und Kiirzens lasst sich gut vermitteln.

e Das Gesetz der Bruchmultiplikation lasst sich gut einsichtig machen.

e Das Gesetz fiir die Division von Briichen lisst sich geschmeidig herleiten.

e Der spitere Funktionsbegriff wird vorbereitet (Nicht so sehr HS-relevant).
NACHTEILE:

e Das Operatorkonzept ldsst sich nicht geschmeidig fiir die Erarbeitung der gesamten Bruch-
rechnung (Lineare Ordnung, Addition, Subtraktion) heranziehen.

e Die Abgrenzung bzw. Gleichsetzung von Zahl und Operator ist einerseits aufwéindig, an-
dererseits verwirrend.

e Das Operatorkonzept muss miterlernt werden.
e Abstrakt.

Das Operatorkonzept wird nicht so sehr als durchgingiges Konzept fiir die gesamte ErschlieBung
der Bruchrechnung verwendet, sondern eher zu ,,lokalem Argumentieren” herangezogen.
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4.2.4 Exkurs: Graphische Realisierung von Operatoren Der Operator +2 wird auf den
Operanden 4 angewandt.

s ;

+2

+2 10
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4.3 Das Gleichungskonzept ©
4.3.1 Einfithrung Die Bruchzahl 7 wird kiinstlich als Losung der Gleichung

n-r=nm, meNy, neN

eingefiihrt.

Es lassen sich dann auf der Grundlage der Regeln fiir Aquivalenzumformungen von Gleichungen
die Rechengesetze fiir das Bruchrechnen ableiten.

4.3.2 Beispiel Die beiden Gleichungen

14-x = 10
21-x = 15

sind — im Sinne der Gleichungslehre — dquivalent. Demzufolge stellen die (kiinstlichen) Lésun-
gen % und % die gleiche Bruchzahl dar.

4.3.3 Nachteile

e Der Akt der Einfiihrung von Zahlen als Losungen von unlésbaren Gleichungen ist fern der
Schiilerrealitét. Dies ist kiinstlich und fiir den Schiiler nicht nachvollziehbar.

e Fiir die Ableitung von Rechengesetzen sind Kenntnisse der Gleichungslehre notwendig.
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5 Dezimalbriiche

5.1 Einfiihrung

Dezimalbriiche stellen lediglich eine andere Schreibweise fiir Briiche dar. Es handelt sich bei
Gewohnlichen Briichen — gemischten Zahlen — Dezimalbriichen — Prozentsitzen

nur um andere Schreibweisen fiir rationale Zahlen, nicht um Elemente eines jeweils neuen Zahl-
bereichs.

Dezimalbriiche treten schon in der Grundschule als Mafizahlen von Groéfilenwerten (besonders:
Geldwerten) auf. Sie werden aber lediglich als besondere abkiirzende ,,Komma-Schreibweise”
im Zusammenhang mit gemischten Einheiten verstanden.

1
1,25 =1€25Ct, 2,5m = 2m 50 cm, 1,55:155
Man kann daran in einer ,,beispielgebundenen” Einfithrung ankniipfen.

5.2 Abbrechende Dezimalbriiche
5.2.1 Definition (Syntaktische Sichtweise) Ein Ausdruck der Form
In—1---9190,21 22 ... Zq

mit Ziffern aus {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} heiit (abbrechender) Dezimalbruch.

5.2.2 Definition (Semantische Sichtweise) Eine nicht-negative rationale Zahl der Form
110" 4 49110490 + 21 -107 201072 4 ...+ 2z - 10F

mit Zahlen aus {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} wird abkiirzend als Abfolge von Ziffern
In—1---9190,21 22 - .. %k

geschrieben. Man spricht dann von einem (abbrechenden) Dezimalbruch.

5.2.3 Kommentare

e Der Begriff ,,syntaktisch” bedeutet allgemein, dass die Symbole der Darstellung (hier:
Ziffern) im Mittelpunkt stehen, wihrend ,;semantisch” bedeutet, dass es um die Objekte
(hier: Zahlen) geht.

e Anstelle von Dezimalbruch sind auch die Sprechweisen ,,Dezimalbruchzahl, Dezimalzahl,
Kommazahl” anzutreffen.

e Die n-stellige ganze Zahl g = g,—1 ... 9190 (vor bzw. links von Komma) heifit der Ganz-
zahlanteil des Dezimalbruchs.

e Die ¢ Ziffern 21, 29, ..., 24 heiflen die Nachkommaziffern (an den Nachkommastellen) des
Dezimalbruchs.

e Wir werden spéter sehen, dass es auch ,,nicht-abbrechende” Dezimalbriiche gibt. In der
Schule werden abbrechende Dezimalbriiche als endlich bezeichnet.
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5.2.4 Aquivalente Darstellungen

Aus der Definition ist klar, dass es verschiedene Dezimalbruch-Schreibweisen fiir die gleiche
rationale Zahl geben kann. Beispielsweise ist

0,25 = 0,250 = 0,2500 = 0,25000...

Das Hinzufiigen oder Wegstreichen von Endnullen wird gelegentlich auch Erweitern und Kiirzen
genannt.

5.2.5 Umwandlung von abbrechenden Dezimalbriichen in gew6hnliche Briiche

Ist ein abbrechender Dezimalbruch vorgegeben, so erhédlt man den zugehorigen gewdhnlichen
Bruch geméifl der Formel

Z1 Z9 Zq
g,ZlZQ...Zq = g+170+m++170q
_ g+21-10q_1—{—22-10q_2+...+zq
104
. 2122...Zq
= 9t T

Der Ausdruck in der ersten Zeile stellt klar die Bedeutung der Nachkommaziffern beim Um-
wandeln heraus. Der Ausdruck in der dritten Zeile ist kompakter und deshalb fiir das konkrete
Rechnen angenehmer.

5.2.6 Beispiele

0,4 = % — %

0,25 = 2 - 1

0,875 = 8B _ I
0,374569821 = -374.569.821

1.000.000.000

_ 6 _ 306 _ 153
3’06 - 3—’_100 — 100 — 50

5.2.7 Umwandlung von gew6hnlichen Briichen in abbrechende Dezimalbriiche

Die wesentliche Voraussetzung kann so als Merksatz formuliert werden:

Merke: Ein gewdhnlicher Bruch kann in einen endlichen Dezimalbruch umgewandelt wer-
den, wenn der Nenner — nach vollstédndigem Kiirzen — nur die Zahlen 2 und 5 als Prim-
faktoren enthélt.

Wir nehmen zusétzlich an, dass es sich um einen echten Bruch handelt. Ein unechter Bruch kann
ja vorher in eine gemischte Zahl umgewandelt werden.

5.2.8 Das Verfahren
Der Bruch lésst sich so erweitern, dass im Nenner eine Stufenzahl steht:

m 4

no 107
Wegen 7 < 1 hat die natiirliche Zahl £ héchstens ¢ Stellen

{ = 21 ... %q

F14 T3 A4

F12 T3 A4

HO6 T3 A4

F02 T3 A4

FO01 T2 A4

F14 T3 A4

HO06 T3 A4



S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017

und wir erhalten den abbrechenden Dezimalbruch

L i = 0,21...24
n 109
5.2.9 Beispiele
L= 2B =02
b= =0
S = A — 415
2 = oo = 0,466 796875
TOs135 = Tooooooooo = 0s008935424

5.3 Dezimalbriiche in der Schulpraxis
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5.3.1 Stellenwertsystem Beim Arbeiten mit Dezimalbriichen muss sténdig die Idee des Stel-

lenwertsystems présent sein. Im Beispiel:

HT ZT T H 7Z E
4 8 T . 3 8 9

e Diese konkrete Anschauung sollte durch den Umgang mit einfachen Beispielen gefordert

werden. (Keine Zahlenakrobatik).

e Damit wird die Tatsache der Erweiterung der bisherigen Stellenwertnotation fiir natiirliche

Zahlen herausgestellt.

)

Z

8

h ¢

e Die Darstellungen Bruch — Dezimalbruch werden deutlicher als unterschiedlich erkannt.

Der Fehler

I3

2,3

Wl

— er ist besonders préasent bei der Ziffer 3 — wird dadurch ,,bekdmpft”.
e Die Bedeutung von Endnullen (belanglos fiir den Wert) wird deutlicher erkannt.

e Die Durchfithrung von Groflenvergleichen oder additiven Operationen wird einsichtig.

5.3.2 Ziffernweises Sprechen Die Nachkommastellen in einem Dezimalbruch sollen ziffern-

weise gesprochen werden:

2,78 zwei Komma sieben acht

Bei Einiibung einer (falschen) Sprechweise als

Zwei Komma achtundsiebzig

konnen Fehlkonzepte viel leichter angelegt werden, die letztlich darin begriindet sind, dass der
Dezimalbruch als Paar von zwei natiirlichen Zahlen (hier: 2 und 78) aufgefasst wird. Es kann
dann zu Fehlern kommen, die weiter unten in Kapitel 5.9 beschrieben werden.
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5.4 Rechnen mit abbrechenden Dezimalbriichen

5.4.1 Addition und Subtraktion Es muss auf die Zuordnung der Stellenpositionen geachtet
werden. Beim schriftlichen Addieren oder Subtrahieren bedeutet dies, dass die Summanden bzw.
Minuend und Subtrahend — am Komma ausgerichtet — untereinander geschrieben werden.
Dabei miissen evtl. Endnullen ergénzt werden.

Die Begriindung besteht darin, dass die Addition/Subtraktion von Dezimalbriichen mittels Stu-
fenzahlmultiplikation und Distributivgesetz auf die Addition/Subtraktion von ganzen Zahlen
zuriickgespielt wird, im Beispiel

-100 :100
3,8+4,52 - 380 + 452 = 832 R 8,32

5.4.2 Multiplikation Die beiden Dezimalbriiche werden zunéchst ohne Beriicksichtigung der
Kommata multipliziert. Dann wird im Produkt das Komma gemaf folgender Regel eingefiigt:

Zahl der Nachkommastellen im Produkt
= Zahl der Nachkommastellen im 1. Faktor + Zahl der Nachkommastellen im 2. Faktor

Beispiele:
4823 651 4823 - 651 3139773
4,823-6,51 = — 0 — = - - 31
,823-6,5 1000 100 1000 - 100 100 000 31, 39773
15 15 225
1.5-1.5 = —.—2 — 222 _ 99
51,5 10 10 100 25

Die Begriindung besteht darin, dass die Multiplikation von Dezimalbriichen mittels Stufenzahl-
multiplikation und Assoziativgesetz auf die Multiplikation von ganzen Zahlen zuriickgespielt
wird, im Beispiel

-10-100 :1000
3,8-4,52 — 38-452 = 17176 —— 17,176

5.4.3 Division ©

1. Die Kommata in Dividend und Divisor werden um die gleiche Anzahl von Stellen nach
rechts verschoben, bis das Komma im Divisor ,,verschwindet”.

Bei Interpretation des Quotienten als Bruch entspricht dies einer Erweiterung des Bruchs
mit einer Stufenzahl.

2. Dann kann eine Division ohne Beriicksichtigung des Kommas im Dividend durchgefiihrt
werden.

3. Dann wird im Quotient das Komma gem#fl folgender Regel eingefiigt:

Zahl der Nachkommastellen im Quotient

= Zahl der Nachkommastellen im Dividend

Beispiele:
2,4:0,3 = 24:3 = 8
16,8:0,07 = 1680:7 = 240
9,38:1,4 = 93,8:14 = 6,7
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5.5 Periodische Dezimalbriiche

5.5.1 Definition (syntaktisch) Ein Ausdruck der Form

9, 2122 -.. Zq Zq+1 Zq+2 - - Zgtp Zg+p+l Zgtp42 - -+ Zq+2p Zq+2p+1 Zq+2p+2 - - Zq43p - -
Vorperiode Periode Periode Periode
= §,21%22 ... 2q Zq+12q+2 - -+ Zq+p

mit Ziffern z; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} heiBt periodischer Dezimalbruch, wenn die Ziffern in den

Perioden iibereinstimmen:

Zgttpri = Zg+ti firalle /€N undalle i=1,...,p.

5.5.2 Kommentare

e Nach einer Vorperiode der Lange ¢ > 0 tritt die Perioden der Lénge p > 1 unendlich nach

rechts wiederholt auf.

45

e Ein periodischer Dezimalbruch wird abkiirzend geschrieben mit einem ,,Uberstrich” iiber
der Periode. Man spricht das Wort ,,Periode” vorangestellt, da man sonst die Periode und

Vorperiode nicht getrennt wahrnehmen kann:

Fiinf Sechstel gleich 0 Komma 8 Periode 3,

e Ein periodischer Dezimalbruch mit ¢ =0

Gy 2122 .. 2p Zp41 Zp42 -+ 22 Z2p41 Z2p42 - Z3p +o- = G,2122 ...

~
Periode Periode Periode

heifit reinperiodisch.

e Ein periodischer Dezimalbruch mit Vorperiode (d.h. ¢ > 1) heifit gemischtperiodisch.

e Die Lingen von Vorperiode und Periode sind nicht eindeutig bestimmt:

Zp

0,743 = 0,7434 = 0,74343 = 0,743434343434343434343 . ..
0,214285714 = 0,21428571428 = 0,21428571428571428571428571428571428 . ..

Normalerweise wird darauf geachtet, dass Vorperiode und Periode moglichst kurz sind wie

im Dezimalbruch ganz links.

e Ein periodischer Dezimalbruch mit der Periode 0 kann als der zugehorige Dezimalbruch

ohne Periode angesehen werden.

0, 250000000000000000... = 0,250 = 0,25

In der Schulpraxis werden periodische (= unendliche) und abbrechende (= endliche) De-

zimalbriichen als echt alternativ wahrgenommen.

5.5.3 Umwandlung von periodischen Dezimalbriichen in gewohnliche Briiche

Jeder periodische Dezimalbruch lisst sich durch die folgende Formel in einen gewhnlichen Bruch

umwandeln:
€Np €Ng

——
Z1 ... 2g Zg41 - Zq4p
10¢ 109 - (10 — 1)

9,21 22 - 2q2q+12g+2 -+ Zqtp = 9+

F14 T3 A4

F13 T3 A4

F12 T3 A4

HO06 T3 A4

F02 T3 A4

F01 T2 A4
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5.5.4 Exkurs ©

Beweis der Formel fiir den Periodenanteil.

0,00 ...0%5112¢+2 --- Zq+p

= 0,00...02g412g+42 - Zq+p Zq+p+1 Zq+p+2 - Zq+2p Zq+2p+1 Zq+2p+2 - - Zq43p -
Periode Periode Periode
Zg+1 1 1
= 14—
10a+1 ( + 10P + 102P + +
Zg+2 1 1
N (e Ep—
109+2 ( T T o T +
z 1 1
ate (4~ 4 +...
109+P 10 102P

#q+2

Zq+1 Zq+p 1 1
= e -1 —_— A
(10q+1 + 109+2 + + IO(H’P) ( + 10P + 102p +

_ (zqﬂ‘10P*1+zq+2A10P*2+4..+zq+p>‘ 1
1—

1

109+p 0P

Zq+12q+2 - -+ Zqtp
109(10P — 1)

5.5.5 Beispiele

03 = 4=

0,8 = S 435 = #L = 3
0 = B - 3

0,29 = {4+ = 15 = 0.3

5.5.6 Die Periode 9 ©

Der Fall der Periode 9 = 999999 ... tritt in der Mathematik selten und im Alltagsleben nie auf.
Nichtsdestoweniger sollte seine mathematische Bedeutung geklért sein:

4,230 = 4,2399999... = 4,24
0,249 = 0,25
0,9 = 1

Ein Dezimalbruch mit Periode 9 ist also nichts anders als ein abbrechender Dezimalbruch. Die
Umwandlung erfolgt durch Weglassen der Periode und Erhohen der letzten (rechten) Vorperi-
odenziffer um 1.

Begriindung (kein mathematisch strenger Beweis) fiir 0,9 = 1:
Variante 1: Beide Zahlen haben bei Division durch 9 das gleiche Ergebnis:

1:9 = 0,111......
0,999...... £ 9 = 0,111......

Variante 2: Zwischen zwei verschiedenen rationalen Zahlen a und b gibt es immer eine
weitere rationale Zahl, die echt dazwischen liegt, beispielsweise den Mittelwert:

a+b
2

H13 T2 A3
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Zwischen die beiden Dezimalbriiche
0,999999999999. .. und 1

passt aber kein weiterer Dezimalbruch. Also miissen die beiden Dezimalbriiche gleich sein.

Variante 3: (Fachmathematisch mit Hilfe der geometrischen Reihe)

_ 9 9 > 1\ + 9
0,9 = ++...=9'Z() =9 10 = - =1
10 100 P 10 11— 9
5.5.7 Umwandlung von gew6hnlichen Briichen in periodische Dezimalbriiche
Es sei 7 ein beliebiger Bruch mit teilerfremden natiirlichen Zahlen m, n.

In diesem Fall ermittelt man den zugehorigen Dezimalbruch mit Hilfe einer ,,Dezimalbruchent-
wicklung”, das ist eine Abfolge von ,,Divisionen mit Rest” wie folgt:

Beispiel % Allgemein 7
k=0 3:14 = OR 3 m:n = g R rg
k=1 30:14 = éRZ 10rg:n = z’erl
k=2 20:14 = 1R 6 ||10ri:n = 29 R 7y
k=3 60:14 = 4R 4 ||10rs:n = 2z3 R r3
k=4 40:14 = 2R12||10r3:n = 2z4 R 1ry
k=5 120:14 = 8R 8 ||10r4:n = 2z5 R 75
k=26 80:14 = B5R10|10rs:n = 2z R 1g
k= 100:14 = TR 2 ||10rg:n = 2z7y R ry
k= 20:14 = 1R 6 ||10r7:n = 23 R rg
k= 60:14 = 4R 4 ||10rg:n = 2z9 R 19
k=10 40:14 = 2R12|10r9:n = z10R7T10

' T o

Die Ziffernfolge iiber dem Pfeil 1 gibt den Dezimalbruch an.

5.5.8 Beobachtungen ©  Bei diesem Verfahren kann man die folgenden Beobachtungen
festhalten:

e Die nacheinander auftretenden Reste rg,71,79,... sind Zahlen in der Menge
{0,1,2,...,n—1}.
Demzufolge sind die verzehnfachten Reste jeweils enthalten in der Menge
{0,10,20,...,10- (n — 1)}.
Demzufolge sind die Ganzzahlergebnisse zp, bei den Divisionen mit Rest
10r,_1:n = zL Ry (in der k-ten Zeile)

Zahlen zwischen 0 und 9. Sie ergeben die Nachkommastellen des Dezimalbruchs.
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Tritt in dem Verfahren irgendwann — sagen wir in der g-ten Zeile — ein Rest r, = 0 ein,
so sind in den folgenden Zeilen alle Ganzzahlergebnisse und Reste gleich Null.

Zg41 =Tg+1 =0 Zg2 =Tg42 =0 ... ...
Das heifit der Dezimalbruch ist abbrechend.
Tritt der Fall r, = 0 nie ein, so miissen alle Reste 79,71, 72, ... in der Menge
{1,2,...,n—1}

enthalten sein. Das bedeutet aber, dass in der Abfolge aller Reste irgendein Rest ,,zum
ersten Mal ein zweites Mal” auftreten muss:

T'q = Tq+p

rTo Ty T T3 T4 Ts Te o o...... Tq  ven.n Tg+p -ov---
~—~ ~—~—~
1. Mal 2. Mal

Da die Reste zwischen 1 und n — 1 liegen, muss gelten
g<n-—1 p<n-—1

Man sieht aus dem obigen Verfahren, dass sich die Schritte nach Auftreten des gleichen
Restes wiederholen. Genauer gesagt, das Verfahren stellt ab Schritt ¢ + p + 1 eine Wie-
derholung der Schritte ¢ + 1,...,¢ + p dar. Daraus folgt dann aber auch, dass sich die
Ganzzahlergebnisse wiederholen:

g, 2122 ... 2q 2qg4+1 2q+2 - -+ Zq+p Rq+p+1l Zq+p+2 - - - Zq+2p 2q+2p+1 Rg42p4+2 -+ - Rg4+3p - - -
Vorperiode Periode Periode Periode

Angenommen, der Dezimalbruch endet mit der Periode 9, d.h. es gilt

Zg+l = Zg42 = e = 0.
Dann lauten die Divisionen mit Rest in den Zeilen k = ¢+ 1 und k = ¢ + 2:

Zeile g+ 1: 10rg:n = 9Rrg1  dh. 107y =9n+req
Zeile ¢ + 2 : 107¢g41:n = 9Rrgye  dh. 10rgp1 = 9In+rgqpo.

Aufgrund der unendlichen Periode 9 gilt r,41 = rg42. Dann lautet aber die letzte Gleichung
1071 =9n +1g41 = Trgr1=n.

Das ist aber ein Widerspruch zu rg41 <n — 1.
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5.5.9 Zusammenfassung

Bei der Dezimalbruchentwicklung eines (vollstéindig gekiirzten) gewchnlichen Bruchs 7t erhlt
man einen periodischen Dezimalbruch

9, 2122 .. 2q2q+1 2q+2 - -- Zq+p

mit Lénge der Vorperiode ¢ < n — 1 und Linge der Periode p < n — 1. Eine unendliche Periode
9 ist ausgeschlossen.

Beachte, dass die Langen ¢ der Vorperiode und p der Periode nicht notwendig kleiner als die
Basis 10 sein miissen, was man angesichts des Divisionsalgorithmus schnell-intuitiv vermuten
konnte. Vgl. das Beispiel
2
17

mit Periodenlénge 16.

= 0,1176470588235294|11764 70588235294

5.5.10 Fille

Die folgende Tabelle gibt noch einmal einen Uberblick iiber die Félle, die bei der Umwandlung
zwischen den Schreibweisen als ,,Bruch” und ,,Dezimalbruch” auftreten kénnen.

Gewdhnlicher Bruch 7* (gekiirzt) || Dezimalbruch Dezimalbruch
PFZ des Nenners n Periode Begriff
n=1 reinperiodisch mit ganze Zahl

Periode = 0 oder =5

n#1 gemischtperiodisch mit | abbrechend
PFZ: Nur 2 oder 5 treten auf Periode = 0 oder =3 endlich
n#1 reinperiodisch mit reinperiodisch

PFZ: Weder 2 noch 5 treten auf || Periode # 0 und # 9 unendlich

)

n#1 gemischtperiodisch mit | gemischtperiodisch
PFZ: Sowohl 2 oder 5 als auch || Periode # 0 und # 9 unendlich
eine andere Primzahl treten auf

5.5.11 Beispiele

% = 0,66666666666666666666666666666666 ... = 0,6
% = 0,28571428571428571428571428571428 ... = 0,285714
% = 0,83333333333333333333333333333333 ... = 0,83
% = 0,21428571428571428528571428571428 ... = 0,2142857
% = 0,22222222222222222222222222222222 ... = 0,2
% = 0,11764705882352941176470588235294 ... = 0,1176470588235294
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5.6 Rechnen mit periodischen Dezimalbriichen

e Der Vergleich zweier periodischer Dezimalbriiche ist einfach durchfiihrbar.

Die (von links gesehen) erste Stelle, an der sich die Ziffern der beiden Dezimalbriiche
unterscheiden, ist entscheidend. Die groflere Ziffer gehort zum grofleren Dezimalbruch.

Dies gilt damit auch fiir abbrechende Dezimalbriiche — und sogar fiir nicht-periodische
Dezimalbriiche, siehe unten (Kapitel 5.10).

0,537 < 0,54

0,006 < 0,06 < 0,60

1,25 < 1,25
4,750214293 < 4,75021486

e Zwei periodische Dezimalbriiche kénnen nur bei Vorliegen spezieller Bedingungen — stel-
lenweise — addiert bzw. subtrahiert werden.

Dies ist i. a. nur moglich, wenn

— die Léngen der Vorperioden iibereinstimmen,
— die Léngen der Perioden iibereinstimmen

— und dabei keine Zehneriibergéinge erfolgen.

0,3+0,4 = 0,7
0,165 +0,728 = 0,803

0,8 -0,

&4
Il
o
w

0,4925783 — 0,1052871 = 0,3872912

e Alle anderen Grundrechenarten, insbesondere Multiplikation und Division kénnen eigent-
lich nur mittels Umwandlung in gewohnliche Briiche bewiltigt werden.

0,3-0,3 = 0,9
0,3.0,3 £ 0,1
4-1,3 = 5,2
113 L 53
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Das Runden von Dezimalbriichen

5.7.1 Die 5/4-Rundungsregel (fachlich—allgemeine Formulierung)

Ein Dezimalbruch wird bzgl. der X-Stelle (X = zht, ..) auf den nichst-

benachbarten X—-Dezimalbruch {aufgerundet

abgerundet ’ wenn an der I%*StenenpOSition (d.h.

9,8,7,6,5

01234 auftritt.

rechts von der X—Stellenposition) eine der Ziffern {

5.7.2 Die 5/4-Rundungsregel (Vorschlag fiir schiilergeméfle Formulierung)

Wenn Du einen Dezimalbruch auf A runden willst, so musst Du die Ziffer an der
néchst—kleineren Stelle, also die an der t—Stelle, anschauen:

Ist diese Ziffer gleich 0,1,2,3 oder 4, so wird der Dezimalbruch auf den
nichstkleineren abgerundet.

Ist diese Ziffer gleich 5,6,7,8 oder 9, so wird der Dezimalbruch auf den néchstgréfe-
ren h—Dezimalbruch aufgerundet.

Uberlege, wie die Rundungsregel fiir das Runden auf z oder t lautet!

5.7.3 Beobachtungen Es werden hier noch einige fachliche und didaktische Beobachtungen
aufgelistet:

Das eben beschriebene Rundungsverfahren wird auch als Kaufmdnnisches Runden be-
zeichnet.

Der mathematische Gehalt eines Rundungsergebnisses besteht darin, dass es die Informa-
tion fiir ein Intervall, eben nicht die iiber einen exakten Dezimalbruch, beinhaltet. So
steht beispielsweise der nach einer h~Rundung auftretende ,,Dezimalbruch” 3,14 fiir das
Intervall

3,135;3,145] = {2 € Q|3,135< z < 3,145}.

Meist wird der Rundungsprozess durch die Schreibweise mit dem ~~—Zeichen dargestellt:

3,1382 ~ 3,14 oder 3,1382 L 3,14

Dies ist eigentlich ungiinstig im Hinblick darauf, dass die beiden Seiten dieser ,,Etwa”-
Gleichung nicht gleichberechtigt sind: Links steht eine Zahl, rechts ein Rundungsergebnis.

Didaktisch giinstiger wére eine Operator—Schreibweise, etwa so:

3.13%2 2 3.14.

Ein zweimaliges Runden bzgl. verschiedener Stufe fithrt zu einem anderen Ergebnis, als
wenn man gleich bzgl. der groberen Stufe rundet Beispiel:
31482 Y315 U39

31482 3.1
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e Das Rechnen mit Rundungsergebnissen unterliegt ganz eigenen Gesetzen. Wie die Beispiele

3.1441,23 = 437 244

3,14+1,23 % 3,1+1,2 = 4,3

0,45-0,55 = 10,2475 ) 0,2

0,45-0,55 < 0,5.0,6 = 0,3

—

zeigen, erhélt man abweichende Ergebnisse, je nachdem, ob man

— zuerst rundet und dann rechnet oder

— zuerst rechnet und dann rundet.

Rundungs- und Rechenoperationen sind nicht einfach vertauschbar.

Das Fehlen dieser Einsicht fithrt regelméfliig zu heftigen Unklarheiten bei der Erstellung
von Zeugnisnoten: Kollege A rundet erst die mdl. und die schr. Gesamtnote, berechnet
dann die Zeugnis—Gesamtnote, Kollegin B berechnet erst die Zeugnis—Gesamtnote und
rundet dann. Beide wundern sich iiber kleine Abweichungen — die sich aber gelegentlich
auf gewichtige Entscheidungen auswirken kénnen.

e Beim Alltagsrechnen und Runden mit Dezimalbriichen wird die Unterscheidung zwischen
,,exaktem” und ,,gerundetem” Dezimalbruch kaum beachtet. Verwirrend und unklar ist
beispielsweise, dass 0, 3 als exakte Zahl oder als Rundungsergebnis auftritt

3
10
- 0,33 = 0,3 ~ 0,3

= 0,3

und dann die Gleichheit

— auch wegen der iibereinstimmenden Ziffer 3 — mehr oder weniger bewusst akzeptiert
wird.

e Runden und Abschneiden. Eine weitere Unsicherheit kommt dadurch zustande, dass an-
stelle des Rundens ein Abschneiden durchgefiihrt wird, beispielsweise so:

2 ., 0,67 (Kaufm. Runden)

3 0,6 = 0,666666... 0,66  (Abschneiden)
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5.8.1 Verzahnung

Bei der Erarbeitung der Dezimalbruchrechnung soll auf eine stéindige Verzahnung mit der
gewoOhnlichen Bruchrechnung geachtet werden. Analogien und Diskrepanzen sollen thematisiert

werden.

Analogien in der Wortwahl:

27. Mérz 2019

e Dezimalbruch, Dezimalbruchzahl mit verschiedenen Darstellungen

e Erweitern, Kiirzen: Anhéngen bzw. Weglassen von Endnullen.

e Gewohnliche - und Dezimalbruchschreibweise sollen als zwei mogliche Darstellungen fiir
rationale Zahlen verstanden werden. Man spreche von Umwandlung und nicht Umrechnung

der Schreibweisen.

e Der Begriff der rationalen Zahl ist hilfreich beim Bestreben, eine Begriffs—Unterscheidung

zwischen Bruch und Dezimalbruch nicht zu stark werden zu lassen.

5.8.2 Gegeniiberstellung Briiche — Dezimalbriiche

53

H Gewohnliche Briiche

Dezimalbriiche

Fachmathematik

Néher an der grundlegenden Idee: Kon-
struktion des Quotientenkorpers.

Setzt Darstellung natiirlicher Zahlen im
Dezimalsystem konsistent fort.

Welche Struktu-
ren werden deut-
lich?

Multiplikation, Division,
Invertierung, Potenzierung.

Lineare Ordnung (Zahlenstrahl)
Addition, Subtraktion
Runden

Verwendung
Bedeutung im
Alltag

Kleine Bruchteile (Hélfte, Zweidrittel, .. .)
Musik

Prozentrechnung

(B: Riickrechnung der MWSt)

GroBlenangaben aller Art

(Geld, Léngen, Gewichte, Nicht: Zeit)
Wissenschaftliche Zahldarstellung
Taschenrechner, Computer

... werden deutlich bevorzugt

Ubergang zu Ir-
rationalen Zahlen
(12).

Begriffsbildung tritt deutlicher hervor
1Z # Bruch

Zwangloserer Ubergang mittels Intervall-
schachtelung:
1Z = Nichtperiodischer Dezimalbruch

H11 T2 A1l



S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017 — 27. Mérz 2019 54

5.9 Typische Fehler und Schwierigkeiten

e Die Zahl-Paar oder Komma—trennt genannte Fehlauffassung bedeutet, dass ein Dezimal-
bruch als Zusammenstellung von zwei ganzen Zahlen vor und nach dem Komma angesehen
wird.

Es wird beispielsweise wie folgt falsch argumentiert:

2,9 < 2,78, da 9 < 78

2,78 # 2,780, da 78 £ 780
278454 = 7,82, da T78+4 = 82
2,78—-1,3 = 1,75, da 78—-3 = 75

2,5-4,3 = 8,15 da 5-3 = 15

Dies kann auch durch eine zu stark an der ,,Mafizahlidee” orientierten Entwicklung des
Dezimalbruch—Kurses — eben dann ungiinstig — beférdert werden.

e Mangelnde Beriicksichtigung von Stellenpositionen oder Zwischennullen.

s
O, 006 = % (Zwei Nachkommanullen entsprechen zwei Stufenzahlnullen)
Eaaad
1, 5 kg - 1 kg 5 g (Die erste Nachkommastelle entspricht der néchstkleineren Einheit)
25, 72 km = 25 km 72 m (Die Nachkommastellen gehdren zur nichstkleineren Einheit)
97 1m == 9 m 1 cm (Néchst-kleinere Einheit dm unbekannt)

e Mangelnde Beriicksichtigung von Zwischennullen beim Addieren oder Subtrahieren

3,194+4,84 = 8,3
592—-2,85 = 3.7
e Fehler beim Rechnen mit abbrechenden Dezimalbriichen.

— Addieren und Subtrahieren. Falsche Kommausrichtung, Nichtberiicksichtigung von
Endnullen, Rechtsbiindige Angabe.

— Multiplikation. Die Kommaregel wird falsch angewandst.
7,46 - 8,29
7,46 - 8,3

6184, 34 (Zwei Nachkomastellen bleiben)

= 619,18 (Zwei Nachkomastellen, da 2 - 1 = 2 oder max{2; 1} = 2)
— Division. Nach der Division wird das Komma wieder zuriickverschoben.
89,6:2,8 Y g96:28 L 32 = 3,2
e Verwechslung von Punkt (als Abtrennung bei grofien Ganzzahlen) und Komma

983.762.912,932 = 983,762,912.932

Weltweit sind beide Konventionen iiblich. In den elektronischen Medien (inklusive Ta-
schenrechner) wird anstelle des in Festland-Europa iiblichen Kommas der in englisch-
orientierten Lindern priasente Punkt als Abtrennung von Ganzzahlanteil und Bruchanteil
verwendet.
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e Rechnen mit periodischen Dezimalbriichen. Vgl. Kapitel 5.3.2.

e Vermeintliche Komma-Symmetrie. Schiilerfehler kénnen in einer falschen Symmetrieauffas-
sung begriindet sein. Es wird eine gedankliche ,,Symmetrieachse” im Komma lokalisiert.
Beispielsweise wiirde aufgrund der Tatsache, dass die vierte Stelle vor dem Komma die
Tausender—Stelle ist, die vierte Stelle nach dem Komma filschlich als die Tausendstel—
Stelle angesehen.

In Wirklichkeit ist die Symmetrieachse gedanklich in der Einer-Stelle (1 = 10°) anzubrin-
gen.

50,05 = 5 Zehner plus 5 Zehntel

I}

0, 006 % (Die dritte Vor- bzw. Nachkommastelle steht H bzw. h)

e Falsche Beriicksichtigung der Stellenwert-Nullen.

Beim Umwandeln Bruch < abbrechender Dezimalbruch werden die ,,Stellenwert-Nullen”
nicht oder nicht ausreichend beriicksichtigt.

7 _ 35 o
200 = 1000 0,35

537
0,0537 = 38T
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5.10 Rationale Zahlen als spezielle reelle Zahlen ©

5.10.1 Reelle Zahlen Wir legen zugrunde, dass die reellen Zahlen — wie ab JGS 9 — mit
Hilfe von Intervallschachtelungen eingefiihrt sind.

5.10.2 Unendliche Dezimalbriiche Ohne weitere Begriindung halten wir fest:

Jede reelle Zahl r lasst sich als unendlicher Dezimalbruch

T = On—19n—-2 --- g0 sR1 22 ...
mit Ziffern gg, z; € {0,1,...,9} darstellen.

Diese Darstellung ist umkehrbar eindeutig, wenn man von den Dezimalbriichen mit Periode 9
absieht.

5.10.3 Grenzwert Fachmathematisch genauer miisste man sagen, dass die reelle Zahl Grenz-

wert einer Reihe mit Zehnerpotenzen ist.

z z
Po= g1 10" b g 104 g0 F b L

10 100
n—1 0o 5
— 107 k-
Z 9j O+ Z 10k
7=0 k=1
Man kann mit Hilfe des Majoranten-Kriteriums beweisen, dass die ,,Reihe” konvergiert.

5.10.4 Rationale Zahlen als spezielle reelle Zahlen

Wir kénnen die Erkenntnisse, die wir bis jetzt iiber rationale Zahlen gewonnen haben, jetzt so
zusammenfassen.

Fiir eine reelle Zahl r sind die folgenden Aussagen dquivalent:
e (Def) Die Zahl heifit rational.
e Die Zahl lisst sich als gewohnlicher Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen: r = .
e Die Zahl ldsst sich als periodischer (oder abbrechender) Dezimalbruch darstellen.

e Die Zahl besitzt bzgl. jeder Basis b > 2 eine periodische b-Entwicklung.

5.10.5 Irrationale Zahlen

Umgekehrt kann man dann irrationale reelle Zahlen r durch die folgenden dquivalenten Aussagen
charakterisieren.

e (Def) Die Zahl heifit irrational.
e Die Zahl ldsst sich nicht als gewOhnlicher Bruch zweier ganzer Zahlen darstellen.
e Die Zahl lasst sich als Dezimalbruch darstellen, der nicht periodisch ist.

e Die Zahl besitzt bzgl. jeder Basis b > 2 eine nicht-periodische b—Entwicklung.

5.10.6 Beispiele

V2
™ = 3,14159265358979323846264338327950. . .

1,4142135623730950488016887242097 . . .

e = 2,71828182845904523536028747135266 . ..

F12 T3 A4
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6 Prozentrechnung ©

LPT M7 LB 1

6.1 Einstieg
__FOl T3 A3

Die Prozentrechnung ist durch die folgenden drei Aussagen gekennzeichnet:
e Sie ist mathematisch eine Spielart der Bruchrechnung. Auf der Grundlage der Definition

1

1 = —
% 100

sind alle GesetzméfBigkeiten der Prozentrechnung aus denen der Bruchrechnung ableitbar.

Das Wort ,,Prozent” ist lateinischen Ursprungs und heifit auf (etwas antiquiert anmuten-
dem) Deutsch ,,Fiir Hundert”.

e In Bezug auf das biirgerliche und kaufméinnische Alltagsleben wird die Bruchrechnung
oft als Prozentrechnung betrieben, da dann die Begriffsbildungen und Sachsituationen
(vermeintlich) lebensnéiher und anschaulicher erscheinen.

e Da innerhalb der Prozentrechnung

— die gehaltvolle Bruchrechnung  und
— die anspruchsvolle Begegnung mit Sachkontexten aller Art

in Beziehung treten, wird sie im schulischen Kontext oft als schwierig oder gar unzugénglich
empfunden.

6.2 Mathematische Situation

Mathematisch gesehen ist das Prozent einfach eine Bruchzahl:

1
1% = — = 0,01
’ 100 ’
Daraus ergeben sich andere mehr oder weniger gidngige Bruchzahlen, die dann auch Prozentsdtze

heiflen:

50% = 5015 = 2% = 3
20% = 20 705 = =% = 1
25% = 25505 = 2% = 1
100% = 100355 = 19 = 1
200% = 200-15; = 9 = 2
19% = 19-935 = 155 = 0,19
BE% = 835 dy = T =
3% = 33-10; = 15 = 0,33
063% = 6% 8 = W = 3
66% = 66-75 = 15 = 0,66

Ein erstes Ziel im Unterricht ist es, eine Vertrautheit mit diesen alltdglichen Prozentsétzen
herzustellen.
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Kontextfelder der Prozentrechnung

Alltagsleben / Redensarten:

Fifty — fifty
Hundertprozentig habe ich gestern Deine Schere wieder in die Schublade zuriickgelegt.

,,Sagrotan totet 99,9% aller Bakterien”.

Wirtschaft im Alltag:

Rabatt, Skonto

Netto + Tara = Brutto (bei Gewichten)
Netto / Brutto (bei Lohnen, Sozialprodukt)
Zinsen auf Sparguthaben bzw. fiir Darlehen
Preiserhohung, Mieterh6hung

Haushaltsfiihrung: Anteil an Lebensmitteln, Miete, Nebenkosten, Versicherungen, Auto,
Freizeit, ...

Volkswirtschaft:

Arbeitslosigkeit,
Wirtschaftswachstum
Marktanteile

Tariferh6hung

Rente: Erhohung, Beitragssatz

Borse

Politik:

Wabhlergebnisse
Haushalt von Bund, Léandern oder Gemeinden.
1,20 Prozent der Weltbevilkerung verbrauchen 80 Prozent der globalen Ressourcen”

,,0 Prozent der Weltbevélkerung verbrauchen 25 Prozent des globalen Erdols”

Lebensmittel:

Fettgehalt in Quark, Joghurt, Milch
Zuckergehalt in Softdrinks, Fruchtséften
Salzgehalt

Alkoholgehalt (Strohrum, Schnaps, Wein, Bier)

Fruchsaftgehalt
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Naturwissenschaften:
e COy—Gehalt in der Atmosphére wird in “parts per million (ppm)” gemessen.
e Anteil von Sdure oder Base in wéssriger Losung.
e Anteile bei Mischungen (Legierung, chemische Stoffe)
Physik:
e Wirkungsgrad von Maschinen, Geréiten, Energiewandlern aller Art
e Steigung von ,,schiefen Ebenen”
Mathematik:
e Steigung einer Kurve (Strafie) in Prozent
e Angabe von Wahrscheinlichkeiten
Denksport:

e Eine Melone mit Gewicht 1kg enthilt 99% Wasser. Nach einer Woche enthélt sie — auf-
grund von Verdunstung — nur noch 98% Wasser. Wie viel wiegt sie dann?
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6.4 Die Grundgleichung der Prozentrechnung
6.4.1 Die Grundgleichung Die grundlegende Sachsituation
19% von 120 € ist 22,80 ¢

wird durch die abstrakte mathematische Aussage (Formel)

PS-GW = PW

Prozentsatz - Grundwert = Prozentwert

erfasst. Man konnte diese Gleichung die Grundgleichung der Prozentrechnung nennen.

Wie bei jedem multiplikativen Zusammenhang zwischen drei Grofien gilt es, bei zwei bekannten

60

Grofen in dieser Gleichung die jeweils dritte zu ermitteln. Dabei gibt es verschiedene Losungs-

ansatze:

e Auflgsen der Gleichung bzw. Formel mit Hilfe der Gleichungslehre

e Dreisatz—Uberlegungen

e Vereinfachende Beispiele

6.4.2 Grundlegende Sachsituation: Berechnung des Prozentwerts

Konrad erhélt fiir sein Sparbuch—Guthaben von 250 € 6% Zinsen. Welcher Betrag ist das?

1. Wende die Grundgleichung und dann Bruchrechnung an:

6% von 250€ = 55-250€ = %2e = 15€.

2. Dreisatz bei fixiertem Grundwert sind Prozentsatz und Prozentwert direkt proportional.

GW fixiert PS ~ PW

250 € 100% ~- 250 €
1% ~» 2,50 €
6% ~ 15 €

Der Pfeil kann als ,,entsprechen” gelesen werden.

3. Dreisatz bei fixiertem Prozentsatz

PS fixiert GW ~ PW

6% 100e ~ 6 ¢
200e ~ 12 ¢

50 ~ 3¢€
250 ~» 1H €

A: Konrad erhilt 15 € Zinsen fiir sein Sparguthaben.

FO01 T3 A3

F03 T2 Al

HO04 T3 A2

FO7 T2 Al

HO8 T2

H10 T2

F15 T1 Al
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6.4.3 Grundlegende Sachsituation: Berechnung des Grundwertes

Konrad erhilt bei einem Zinssatz von 4% fiir sein Sparbuch—Guthaben 30 € Zinsen. Wie hoch
ist sein Sparbuch—Guthaben?

1. Lose die Grundgleichung geeignet auf

PW
PS

GW =

und wende dann Bruchrechnung an:

4% 4

30 € _ 30e _ 30€-100 __
J€ = 010 _ 750¢,
100

2. Dreisatz bei fixiertem Prozentsatz.

PS fixiert || PW ~ GW

4% 4e ~ 100 €

le ~ 25¢
10e ~ 250 e
30e ~ 750 €

3. Dreisatz bei fixiertem Prozentwert.

PW fixiert | PW % GW

30 € 1% ~» 3000 €
2% ~» 1500 €
4% ~ 750 €

A: Konrad hat ein Sparguthaben von 750 €.
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6.4.4 Grundlegende Sachsituation: Berechnung des Prozentsatzes

Konrad bekommt auf sein Sparguthaben von 500 € im Jahr 35 € Zinsen. Wie viel Prozent betréigt
der Zinssatz?

1. Lose die Grundgleichung geeignet auf

PW
GW

PS =

und wende dann Bruchrechnung an:

3be _ T _
500€ ~— 100 — 7%.

2. Dreisatz bel fixiertem Grundwert.

GW fixiert || PW ~ PS

500 € 5¢ ~ 1% e
35 ~ T%¢

3. Dreisatz bei fixiertem Prozentwert.

PW fixiert GW % PS

35¢€ 3500 ~ 1% €
500€ ~ % €

A: Konrad hat sein Sparguthaben bei einem Zinssatz von 7% angelegt.
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6.5 Verdnderung des Grundwerts

6.5.1 Einstieg

Innerhalb vieler Sachanwendungen der Prozentrechnung wird nicht nur der Prozentwert berech-
net, sondern dieser zum Grundwert addiert oder von ihm subtrahiert. Dies schliagt sich in den
folgenden Formulierungen nieder:

Ein Preis
e steigt um 120%,
e steigt auf 120%,
e sinkt um 40%,

e sinkt auf 40%.

6.5.2 Erh6hung des Grundwerts

Im Jahr 1993: Beim Kauf einer Funkstation zum Preis von 7300 DM muss Dieter die MWSt von
15% aufschlagen.

1. Schritt:

15% von 7300DM = {2 .7300DM = 1095DM
2. Schritt:

7300 DM + 1095DM = 8395 DM
Beide Schritte zusammengefasst:

7300 DM + 1095 DM
= 100% - 7300 DM + 19% - 7300 DM
= 119% - 7300 DM
= 8395DM

Aus diesem Beispiel ergeben sich die Formel(n) fiir den erhéhten Grundwert (HW):

HW = GW+PW = (100% + PS) - GW

6.5.3 Erniedrigung des Grundwerts

Im Jahr 1993: Beim Kauf eines CD—Players zum Preis von 590 DM erhilt Renate einen Rabatt
von 6%. Wie hoch ist der Kaufpreis?

1. Schritt:

6% von 590DM = %~590DM = 35,40DM

2. Schritt:

590DM — 35,40DM = 554,60 DM
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Beide Schritte zusammengefasst:

500DM  —  35,40DM
= 100% - 590 DM — 6% - 590 DM
= 94% - 590 DM
= 554,60 DM

Aus diesem Beispiel ergeben sich die Formeln fiir den erniedrigten Grundwert (NW):

NW = GW-PW = (100% — PS) - GW

6.5.4 Erhéhter Grundwert gegeben

64

Konrad hat ein Jahr nach Eréffnung seines Sparbuchs ein Guthaben von 159 €. Der Zinssatz

betrigt 6%. Wie viel hat Konrad urspriinglich eingezahlt?

Schrittweise Entwicklung der Losungsidee:

e Der Grundwert (GW= Einzahlung) entspricht dem Prozentsatz 100%.

e Der Zinssatz betrigt 6% des alten Preises.

e Das jetzige Guthaben betrigt 106% des alten Preises, also

159¢ = 106% von GW
3¢ = 2% von GW
150 = 100% von GW

A: Er hatte 150 € eingezahlt.

Losung mit Hilfe der Formel. Aufgrund der Formel
HW = (100% + PS) - GW,

aus dem letzten Abschnitt gilt

GW = HW : (100% + PS)

und damit

106 100
GW 59¢ :106% 59 ¢ 100 59 ¢ 106

Meine Rechnung fiir’s Reifenwechseln vom 12.4.2013 weist 20,00 Euro inklusive MWSt auf.

Was war der Nettobeitrag?
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6.5.5 Erniedrigter Grundwert gegeben

In einem Bekleidungsgeschift werden Méntel mit einem Preisnachlass von 20% verkauft, sie
kosten jetzt 128 € Wie viel kosteten die Méntel vorher?

Schrittweise Entwicklung der Losungsidee:
e Der Grundwert (GW= alter Preis) entspricht dem Prozentsatz 100%.
e Der Preisnachlass betrigt 20% des alten Preises.

e Der jetzige Preis betrigt 80% des alten Preises, also

128c¢ = 80% von GW
16e = 10% von GW
160 = 100% von GW

A: Ein Mantel kostete vorher 160 €.

Losung mit Hilfe der Formel. Aufgrund der Formel
NW = (100% — PS) - GW,

aus dem letzten Abschnitt gilt

GW = NW: (100% — PS)

und damit

80 100
= 128¢: = 128€¢: — = 128¢.— =1 )
GW 8¢ : 80% 8¢e 100 8¢e <0 60 ¢
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6.6 Mehrmalige Verinderung des Grundwerts

1. Ein Preis wird zweimal veréndert, und zwar

zunichst um 10% erhoht, dann noch einmal um 10% erhéht,
zunichst um 10% erhoht, dann wieder um 10% gesenkt,

/+| zunidchst um 10% gesenkt, dann wieder um 10% erhoht,

| L+ ||+
0y XL

zunidchst um 10% gesenkt, dann noch einmal um 10% gesenkt.

e Welcher End-Preis ergibt sich, wenn der Anfangspreis 100 €, 200 € oder 500 € ist?

e Welche prozentuale Anderung ergibt sich insgesamt zwischen Anfangs- und End-
Grundpreis?
e Probieren Sie andere Prozentsitze aus!

e Formulieren Sie geeignete — moglichst realistische — Sachsituationen dazu!

2. Ein MP3 Player kostet 40 €. Nach der CeBit—Computermesse in Hannover wird eine neue
Version auf den Markt gebracht, deren Preis um 10% erhoht ist. Da der Absatz im Sommer
stagniert, erfolgt eine Preissenkung um 10%.

3. Die Kantenlinge eines Wiirfels wird um 10% verlingert. Um wie viel Prozent verédndert
sich das Volumen?

4. Jemand mit Sonnenbrille schaut durch ein getontes Fenster ins Freie. Das Fenster min-
dert den Lichteinfall um 10%, die Sonnenbrille ebenfalls. Wie grof3 ist die gesamte Licht-
schwéchung?

6.6.1 Die Zinseszinsformel

Fehlt hier!
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6.6.2 Zinsberechnung

Beispiel: Karl zahlt 180 € auf sein Sparbuch ein. Die Bank zahlt 4% Zinsen (pro Jahr). Wie viel
Geld kann Karl nach 200 Tagen abheben?

Fiir ein Jahr wiirde Karl den Zins

P 4
— = 180€-— = T7,20€.
100 < 100 2UE

erhalten. Dann berechnen wir den Zins fiir den geringeren Zeitraum mittels Dreisatz

K

360 Tage ~» 7,20€
1 Tag ~» 0,02€
200 Tage ~» 4,00€

Dies kann man in einer einzigen Formel zusammenfassen:

t
Z = K- % " 360 p in Prozent t in Tagen

Berechnung fiir obiges Beispiel:

7 = K-%-% - 1806-%-% - 1806-9—20 = 4e
Dabei sind
Kapital K | eingezahltes oder entliehenes Geld 180 €
Zinssatz P 4%
Laufzeit t | Zeit der Einzahlung bzw. Ausleihe 200
(in Tagen)
Zins Z | Zinsbetrag, den man erhélt oder bezahlt | ?

Hier tritt eine Besonderheit in Bezug auf die Laufzeitberechnung im Kreditwesen auf:

1 Zinsjahr = 12 Zinsmonate = 360 Zinstage
1 Zinsmonat = 30 Zinstage
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7 Die ganzen Zahlen

7.1 Einfiihrung

Die Notwendigkeit der Einfithrung der negativen Zahlen bei bekannter Menge Ny der natiirlichen
Zahlen (inkl. Null, fortan nicht erwidhnt) kann inner—algebraisch durch einen ,,Mangel” nahe-
gelegt werden, der — entsprechend den oben beschriebenen Stringen — wie folgt formuliert
werden kann:

In der Menge der Ny gibt es einen Mangel:

e Der Term 27 — 59 kann in Ng nicht berechnet werden.
e Die Gleichung 59 4 = = 27 besitzt keine Losung in Ng.
e Der Operator (die Funktion) —59 kann nicht auf die Zahl 27 angewandt werden.

Es miissen also neue Zahlen eingefithrt werden.

7.2 Kontextfelder aus der Sachwelt

7.2.1 Reprisentation durch Geldwerte Man spricht hier abkiirzend auch vom Schulden-
modell.

Es wird ein Konto (Girokonto, Kundenkonto, Taschengeldkonto bei den Eltern,...) betrachtet.
Wesentlich ist die ,,virtuelle Realisierung” durch Buchgeld, da nur dann negative Geldwerte
auftreten kénnen.

Die folgende Tabelle gibt dann die ,,Mathematisierung” an:

Geldwerte Guthaben Schulden

Forderungen Verbindlichkeiten

= kiinftige Zahlungseingénge | = kiinftige Zahlungsausginge

Bankjargon Haben Soll

Alltagsjargon Schwarze Zahlen Rote Zahlen

werden modelliert durch

Math. Objekte || Positive Zahlen Negative Zahlen

Vorzeichen Plus —+ Minus —

Innerhalb dieses Modells sind die
e Ordnungsstruktur,
e die additive Struktur (Addition/Subtraktion),
e die Vervielfachung (mit positiven Faktoren),
e die Division (im Sinne des Aufteilens bzw. Verteilens)

gut reprisentierbar.

Die Multiplikation zweier ganzer (insbesondere: negativer) Zahlen kann nicht durch die Multi-
plikation zweier Geldwerte reprisentiert werden.

LPT M5 LB 2



S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017 — 27. Mérz 2019 69

7.2.2 Reprisentation durch Skalenwerte Ganze, insbesondere negative Zahlen treten in-
nerhalb der Alltagswelt vor allem als Skalenwerte auf. Der Begriff Skalenbereiche betont, dass es
sich um linear geordnete Zahlbereiche handelt, die evtl. auch eine additive und Vervielfachungs-
struktur aufweisen, nicht jedoch multiplikative Strukturen. Die wesentlichen Beispiele sind:

e Temperaturen: Hier ist der Begriff ,,minus” auch im Alltag pridsent. Problem spéter: Ad-
dition und Subtraktion von Temperaturen gibt es nicht (Unterscheide Temperaturen und
Temperturunterschiede).

e Hohenangaben in der Geographie: Uber bzw. unter Normal Null (NN) bzw. Meeresspiegel.
Die tiefste Landstelle der Welt ist in Israel: 353 u. NN.

e Wassertiefen, Tauchtiefen: Wird die Koordinatenachse mit der Null auf Wasserspiegelhohe
mit der Richtung nach oben festgelegt, so erscheinen die Tiefen negativ.

e Jahreszahlen: ,,Vor Christi Geburt” und ,,nach Christi Geburt”. Ein Problem hier ist, dass
Jahreszahlen Zeitintervalle und nicht Zeitpunkte beschreiben. Der Zeitraum 4 v.C. — 3 n.C.
umfasst 8 Jahre, da es ein Jahr Null gibt.

| | | | | | | | | | | | | |
|_6!_5|_4|_3|_21_1|0|1|2|3!4|5|6|

e In der Physik (vor allem des GYM) treten langsam zunehmend (etwa ab der 10. Jgst.)
immer mehr negative Groflenwerte auf: Spannungen, Krifte, Wegstrecken, Geschwindig-
keiten, Beschleunigungen, Stromstéirken, el. Ladungen . ..

7.3 Ausgangspunkt: Natiirliche Zahlen und Zahlenstrahl

7.3.1 Der Zahlenstrahl Wir gehen davon aus, dass den Schiiler(inne)n der Zahlenraum und
das Rechnen mit natiirlichen Zahlen bekannt und vertraut sind.

Im Rahmen des aktuell giiltigen Lehrplans der Realschule bzw. Mittelschule werden die ganzen
Zahlen bei bereits bekannten Bruchzahlen eingefiihrt. Fiir die folgenden didaktischen Ausfiithrun-
gen ist die Frage des Ausgangspunkts (N oder QS’ ) nicht so wesentlich.

Im Mittelpunkt der ErschlieBung des Zahlenraums der ganzen Zahlen steht ihre Représentation
am Zahlenstrahl. Dabei treten die folgenden Aspekte von Zahlen hervor:

e Ordinalzahlaspekt. Zahlen treten als Ordinalzahlen auf. Giinstig anschaulich tritt dieser
Aspekt durch die Darstellung von Zahlen am Zahlenstrahl hervor.

e Lingenaspekt. Zahlen werden durch Langen von Strecken reprisentiert.

e Geometrischer Aspekt: Zahlen werden durch Vektoren (Aquivalenzklassen von Pfeilen mit
gleicher Lange und gleicher Richtung) représentiert.

7.3.2 Pfeile Die Reprisentation von natiirlichen Zahlen und Rechenoperationen mit Hilfe von
Marken und Pfeilen am Zahlenstrahl (= Zahlenhalbgerade) geschieht genauer wie folgt:

e Rechts—weisende Pfeile am Zahlenstrahl repriasentieren natiirliche Zahlen. Bei festge-
legter Einheit (meist 1 cm) legt die Lénge des Pfeils die Zahl fest. Je nach Kontext ist der
Pfeil mit FuBpunkt O ein ,,besonderer” Représentant der Zahl. (Der Vektorbegriff dringt
sich hier auf, sollte aber wegen des Abstraktionsgrades und des Begriffsaufwands vermieden
werden.)
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Die Pfeile reprasentieren die Zahl 5

Addition: Fulpunkt an Spitze Die Addition wird dadurch reprisentiert, dass der Fuf3-
punkt des 2. Summanden wird an Spitze des 1. Summanden gesetzt wird. Der ,,Ergebnis” -
Pfeil ist dann durch die Spitze des Gesamtpfeils bei Fulpunkt Null charakterisiert.
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Beispiel: 5+4+3 = 8
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Die Pfeile reprisentieren die beiden Summanden

I B S E I A D
Fulpunkt an Spitze
b f 5 5 T t t = S U

Die Summe

Subtraktion: Spitze an Spitze Die Subtraktion wird reprisentiert dadurch, dass die
Spitze des Subtrahenden an die Spitze des Minuenden gesetzt wird. Die Differenz wird
dann durch den Pfeil mit Fulpunkt Null und Spitze gleich Fulpunkt des Subtrahenden
dargestellt.

Beispiel: 5—-3 = 2
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Die Pfeile repriasentieren Minuend uns Subtrahend

Spitze an Spitze
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Die Differenz
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7.4 Einfiihrung der ganzen Zahlen
7.4.1 Einstieg iiber Geldwert-Modell

Egon Leichtful iiberweist fiir seine neue Wii den Preis von 199 €, er hat aber nur
158 € auf dem Konto.

Fiir die Ausfithrung von Subtraktionen, bei denen der
Subtrahend grofler ist als der Minuend,

ist es zweckméfBig, den Zahlenstrahl tiber die Null hinaus nach links zur Zahlengeraden zu
erganzen.

7.4.2 Einstieg iiber Pfeil-Modell Bei Subtraktion eines Subtrahenden, der grofler ist als
der Minuend, ist das Ergebnis ein links—weisender Pfeil.

Y.L

S

Die Pfeile repriasentieren Minuend uns Subtrahend

T } } :
T U L 2
Spitze an Spitze

W
.
o=
o
-
oo
O
=
(=)
:_

O
et
N
o
e
v
o
-
oo
O
=
(=)
=
[

Die Differenz

Dies ist Anlass, neue Zahlen einzufiihren, die diesen nach links weisenden Pfeilen entsprechen.

7.4.3 Positive und negative Zahlen

Die auf diese Weise neu eingefithrten Zahlen heiflen negative Zahlen.

Die urspriinglichen (zu den rechts—weisenden Pfeilen gehérenden) Zahlen heiflen dann auch po-
sitiv.

Eine Zahl, die nicht negativ (d.h. positiv oder Null) ist, heifit nicht—negativ. Entsprechend wird
nicht—positiv definiert.

ganz

nicht—negativ

nicht—positiv

negativ Null positiv

Il 1 1 ! ! !
T T T T T T T T T T T T T
—6 -5 —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 6

7.4.4 Schreib- und Sprechweise Die Zahl, die durch einen links—weisenden Pfeil der Lénge
n reprasentiert wird, wird mit

—n

bezeichnet und als ,,Minus n” gesprochen. Dabei ist das Minuszeichen Bestandteil der Zahl-
schreibweise, es symbolisiert (noch) nicht einen Operator, der auf n angewandt wird.

Es wird zunéchst zwischen Vorzeichen und Rechenzeichen unterschieden, eine dogmatisch—
penible Unterscheidung lasst sich nicht leichtgéngig durchhalten.
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7.4.5 Fragwiirdige Sprechweisen
e Die Zahl hat ein negatives Vorzeichen.
e Das ist eine Minus-Zahl.

e Null ist eine positive Zahl.

7.4.6 Menge der ganzen Zahlen Die Menge aller Zahlen, die auf diese Weise auf der Zah-
lengeraden darstellbar sind, heifit die Menge der ganzen Zahlen. Sie wird mit Z bezeichnet.

Z = {...... ,—4,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,...... }
N C Ny C Z.

7.5 Betrag und Gegenzahl ©
7.5.1 Betrag

Der auf der Zahlengerade gemessene Abstand einer ganzen Zahl von der Zahl Null Betrag dieser
Zahl.

Beispiele sind
|5 = b5, |—2| = 2, o] = 0.
Der Absolutbetrag ist also immer positiv oder Null.

Konkrete Sachweltbeziige lassen sich nur schwer herstellen.

Mbogliche Fehler beim (spéteren) Rechnen mit Betrégen:
?
e [3-5=3+5=18
)
o 3-5 =13 —|5|=3-5=-2

o | —aql La (Variable kommen erst spéter ins Spiel)

'77

Vorsicht also mit Kurzformeln des Typs ,,Das Vorzeichen weglassen!” bzw. ,,Minuszeichen werden

zu Pluszeichen”.

Ist der Begriff der Gegenzahl schon bekannt, so kann der Absolutbetrag als abschnittsweise
definierte Funktion dargestellt werden

la] = a, falls a nicht—negativ,
| Gegenzahl zu a, falls a negativ.

7.5.2 Gegenzahl Zwei verschiedene Zahlen, die auf der Zahlengeraden den gleichen Abstand
zur Null haben, heilen Gegenzahlen (zueinander). Die Null ist Gegenzahl zu sich selbst.

Alternativ:

Zwei Zahlen, die beziiglich der Null symmetrisch (Begriff ist bekannt aus der Grundschule)
zueinander auf der Zahlengeraden liegen, heiflen Gegenzahlen (zueinander).

Hinweis: Man kann noch nicht die Multiplikation mit —1 zur Definition heranziehen.
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7.6 Ordnungsstruktur

7.6.1 Einstieg iiber Geldwert-Modell

e Herr und Frau Posmeier sagen, dass sie auf dem Konto 800 € HABEN.

e Das Ehepaar Negberger erzahlt, dass ihr Konto einen Stand von 1500 € aufweisen SOLL.

e Wer hat mehr?

Haben | Guthaben | positiv

Soll Schulden | negativ

7.6.2 Definition der Ordnungsrelation FEine ganze Zahl a heifit grifler als eine andere
ganze Zahl b

a > b,

wenn a auf der Zahlengeraden rechts von b liegt.

Bei einer vertikalen Ausrichtung der Zahlengeraden (beispielsweise im Koordinatensystem) liegt
die kleinere Zahl unterhalb.

Fehler: —3 < —5.

Bereits bekannt ist der Umgang mit den Relationszeichen < und >. Sie sollen hier ebenfalls (im
Sinne des Spiralprinzips) wieder thematisiert werden.
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7.7 Addition von ganzen Zahlen

7.7.1 Einstieg iiber Geldwert-Modell
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Fips hat 720 € auf seinem Konto. Er freut sich, dass demnéchst 540 € Schulden dazukommen.

Die mathematische Modellierung dieser Sachsituation geschieht wie in der Tabelle angegeben

Sachsituation | Mathematik
Guthaben Positive Zahl
Schulden Negative Zahl
Dazukommen | Addieren

und fiihrt damit auf die Aufgabe

720 + (—540)

7.7.2 Interpretation an der Zahlengeraden

lung 7 + (—5) wie folgt représentiert:

1 I I I I I
6 5 4 3 ) L [ 1 ) 3 1 5 [ 4 3
I >
1
1
Die Pfeile repréasentieren die beiden Summanden
: : : : : e : ; : : > :
—6 —5 4 3 —2 -1 0 1 < s T 5 3 t 8
FuBpunkt an Spitze
} } } } } } 1 I S I I I I I I
—6 —5 —4 3 —2 -1 0 1 “2 3 ! 5 6 4 8

Die Summe

Diese Betrachtungen koénnen fiir alle vier Félle von Vorzeichenkonstellationen

e Erster Summand positiv / Zweiter Summand positiv

e Erster Summand positiv / Zweiter Summand negativ
e Erster Summand negativ / Zweiter Summand positiv
e Erster Summand negativ / Zweiter Summand negativ

durchgefiihrt werden. Sie fithren schlielich zu einer Regel.

7.7.3 Zusammenfassende Regel, verbal

So werden zwei ganze Zahlen addiert:

e Bei gleichen Vorzeichen

werden die Betrige addiert

der Summe das Vorzeichen der Summanden gegeben

e Bei verschiedenen Vorzeichen

wird vom grofleren Betrag der kleinere subtrahiert

der Differenz das Vorzeichen der Zahl mit dem gréfleren Betrag gegeben

und dann

(bekannt)

(siehe oben)

und dann

An der Zahlengeraden wird die Aufgabenstel-

LPT M7 LB 2
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7.7.4 Zusammenfassende Regel, formelhaft

Fiir zwei Zahlen a,b € Z gilt

a+b =

(+(lal+10]),

+ (|6l = al ),

L —

lal +16])

lal = 16]),

(16l =1al),

27. Mérz 2019

wenn a > 0 und b > 0,
wenn a < 0 und b <0,

wenn |a| > |b] und a <0,
wenn |b| > |a| und b > 0,
wenn |b| > |a| und b < 0.

)

( )
+(la] = |b]), wenn |a| > |b] und a > 0,

( )

( )

75

Den Fall a = 0 oder b = 0 kann man als hier enthalten ansehen oder er wird extra thematisiert.

Wie sonst auch bei der Anwendung solcher Regeln wird anfangs die Regel im Wortlaut umgesetzt,

spéter entsteht ein intuitiv einsichtiger Umgang mit dieser Rechensituation.

7.8 Subtraktion von ganzen Zahlen

7.8.1 Einstieg tiber Geldwert-Modell

Grips Holm hat 370 € Schulden (= Soll) auf seinem
Konto. Er freut sich, dass es demnéchst 280 € Schulden weniger werden.

Die mathematische Modellierung dieser Sachsituation geschieht wie in der Tabelle angegeben

Sachsituation Mathematik
(Guthaben Positive Zahl)
Schulden Negative Zahl

Weniger werden

Subtrahieren

und fiihrt damit auf die Aufgabe

—370 — (—280) =

7.8.2 Interpretation an der Zahlengeraden

An der Zahlengeraden wird die Aufgabenstellung —3 — (—2) wie folgt représentiert:

f
-6

T 5 4 ¢ f 5 1 1 b b ¥ b
Die Pfeile repriasentieren Minuend und Subtrahend

iy f 5 1 1 5 3 ¥ b
Spitze an Spitze

% f 5 1 1 b 3 ¥ b

f
—6

Die Differenz

Diese Betrachtungen koénnen fiir alle vier Félle von Vorzeichenkonstellationen

e Minuend positiv / Subtrahend positiv

e Minuend positiv / Subtrahend negativ

e Minuend negativ / Subtrahend positiv

e Minuend negativ / Subtrahend negativ

(bekannt)

(siche oben)

durchgefiihrt werden. Sie fithren schliellich zu einer Regel.

LPT M7 LB 2
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7.8.3 Zusammenfassende Regel, verbal

Eine ganze Zahlen wird von einer anderen subtrahiert, indem man ihre Gegenzahl addiert.

7.8.4 Zusammenfassende Regel, formelhaft
Fiir zwei Zahlen a € Z und n € Ny gilt
a—(+n) = a+(—-n)
a—(—n) = a+(+n)

Den Fall @ = 0 oder n = 0 kann man als hier enthalten ansehen oder er wird extra thematisiert.

7.8.5 Beispiel

Auf dem sonnennéchsten Planeten Merkur herrscht tagsiiber eine Temperatur von 420 °C, nachts
ist sie —180°C. Berechne den Temperaturunterschied mit Hilfe einer Differenz.

7.9 Zusammenschau und Vorteile bei Addition und Subtraktion

7.9.1 Regel bei Operatorauffassung Bei Betonung der Operatorauffassung bei Addition
und Subtraktion ganzer Zahlen ergibt sich eine Zusammenfassung der obigen Gesetze in einer
Tabelle:

Bei Addition einer | Bei Subtraktion einer

Gehe auf der Zahlengeraden um den Betrag nach ...

positiven Zahl: rechts — <— links

negativen Zahl: <— links rechts —

7.9.2 Rechenvorteile Ganz allgemein ist es giinstig, bei der Addition von ganzen Zahlen
e die betragsgroflere Zahl als Operanden  und
e die betragskleinere Zahl als Operator

aufzufassen. Beispiele:

12+ 4837  — 4837 +12
23+ (=97)  —  (—97)+23
(—15) + 5297  — 5297 + (—15)

(=4) + (=9 = (9 + (-9

Diesem Vorgehen liegt das Kommutativgesetz der Addition und die Operatorauffassung beim
Addieren zugrunde.

Rechenvorteile ergeben sich auch bei Anwendung des Assoziativgesetzes

(33+58)+42  — 33+ (58 +42)
(33+58)+(—=68) — 33+ ((58) + (—68))
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7.10 Auflésung von Klammern ©
7.10.1 Die Plusklammerregel Beispiel:

8+ (—17+12) = 8+ (—5) = 3
8—17+12 = —9+12 = 3

3+ (+5—-7) =34+(-2) =1
3+5-7= 8-7 =1
Plusklammerregel:

Plusklammern (d.h. Klammern und Pluszeichen vor der Klammer) diirfen einfach
weggelassen werden.

Gegebenenfalls muss ein Pluszeichen vorher ergénzt werden.

7.10.2 Die Minusklammerregel Beispiel:
8—(—13) = 8413 = 21

8+13 = = 21
8—(~134+16) = 8-3 =35
8+13—16 = =5

8—(+4—-5) = 8—(=1) = 9
8—4+5 = =9

( % Ergéinze durch Farben und Pfeile * )

Minusklammerregel: Minusklammern (d.h. Klammern und Minuszeichen vor der Klammer)
diirfen weggelassen werden, wenn alle Vorzeichen in der Klammer geéindert werden.

Gegebenenfalls muss ein Pluszeichen vorher ergénzt werden.

Fehlerquelle beim dritten Beispiel: Das erste Minuszeichen wird in ein Pluszeichen geéndert.
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7.11 Multiplikation ganzer Zahlen
7.11.1 Die vier Fille

LPT M7 LB 2

Es werden nacheinander die vier Fille von Vorzeichenkonstellationen betrachtet:
e 1. Faktor positiv / 2. Faktor positiv (bekannt)
e 1. Faktor positiv / 2. Faktor negativ
e 1. Faktor negativ / 2. Faktor positiv
e 1. Faktor negativ / 2. Faktor negativ

durchgefithrt werden. Zusétzlich sollte auch die Zahl Null einbezogen werden.

a) Plus - plus. Dieser Fall ist aus dem Rechnen in N bekannt.

3:(+4) = 4+4+4=12 (Fortgesetzte Addition)

b) Plus - Minus:
Fips Luftikus sagt zum Gerichtsvollzieher: Sie brauchen nicht zu pfinden, mein

Kontostand hat sich verdreifacht,
3-(-4) = (-4)+(-4)+(-4)=-12

¢) Minus - Plus: Es soll das Kommutativgesetz gelten:

KG

(=3)-(+4) = (+4)-(=3) =12

d) Minus - Minus: Es l&sst sich ein ,,Bildungsgesetz” heranziehen:

(=3)-3 = —9
(=3)-2 = —6
(=3)-1 = -3
(=3)-0 = 0
(=3)-(-1) = 7
(=3)-(=2) = 7

Die Ergebnisse +3 und +6 fiir die letzten beiden Zeilen dréngen sich auf.

Eine stiarker fachmathematisch orientierte Argumentation ist wie folgt: Es soll beim Rech-
nen mit ganzen Zahlen das Distributivgesetz giiltig bleiben. Deshalb gilt — beispielsweise
fiir die beiden negativen Zahlen —2 und —3

(=3)-(=2) =6 = (=3)-(=2)+(=6) = (=3)-(=2)+(=3) - (+2)
= (3)-[(=2)+(+2)] = (=3)-0 = 0.

Das aber bedeutet, dass
(=3)-(-2) = +6.

sein muss.
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7.11.2 Zusammenfassende Regel, verbal

Zwei ganze Zahlen werden multipliziert, indem man

e ihre Betridge multipliziert und

e dem Produkt ein {+ als Vorzeichen gibt, wenn die beiden Faktoren

{ gleiche

. Vorzeichen haben.
verschiedene

7.11.3 Zusammenfassende Regel, formelhaft
Fiir zwei Zahlen a,b € Z gilt

a-b - + |al - 6|, wenn a und b gleiches Vorzeichen haben,
N —|a|-|b], wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

Den Fall a = 0 oder b = 0 kann man als hier enthalten ansehen oder er wird extra thematisiert.

7.11.4 So nicht. Gelegentlich findet man eine Formulierung in etwa dieser Art:

(+a)-(+b) = +laf-[b]
(+a)-(=b) = —lal- ol
(—a)-(+b) = —la]- ol
(=a)-(=b) = +lal- ol

Dies ist richtig, wenn a,b > 0. Sind aber a,b € Z oder werden a,b durch Variable oder Terme
ersetzt, so sind diese Gleichungen falsch.
7.11.5 Weitere Bemerkungen

e Der Spezialfall der Multiplikation mit —1 ist sehr wichtig und in seiner Bedeutung nicht
zu unterschétzen im Hinblick auf das spétere Rechnen mit Termen.

Man kann ergénzend herausarbeiten, dass die Multiplikation einer Differenz mit —1 gleich-
bedeutend ist mit einer Vertauschung von Minuend und Subtrahend. Beispiele:

(-1)-(5-3) = (-1)-2 = -2 = 3-5
.(_

(=D-[(=2)=5] = (=1)-(=7) = 47 = 5-(=2)

e Sollen ganze Zahlen schriftlich multipliziert werden, so rechnet man dabei nur mit den
Betriagen. Das richtige Vorzeichen wird anschlieflend hinzugefiigt.

e Genau genommen ist der Sonderfall ,,Multiplikation mit Null” in der oben formulierten
Regel enthalten. Eventuell ist es aber giinstiger, diesen Sonderfall in der Regel zu thema-
tisieren, beispielsweise so:

Das Produkt einer ganzen Zahl und der Zahl Null ist Null. In Formelschreibweise:

a-0 = 0 fir alle a € Z.



S. Hilger — Mathematik in der Mittelschule 4 — SS 2017 — 27. Mérz 2019 80

7.11.6 Minus - Minus ergibt Plus

Die Regel fiir die Multiplikation zweier negativer Zahlen ldsst sich leider nur schwer auflerma-
thematisch oder geometrisch fundieren.

Einen Zugang bietet die Tatsache, dass es sich beim Vorzeichenwechsel bzw. bei der Multiplika-
tion mit —1 um eine Involution handelt, die mit der Multiplikation vertréglich ist:

Andert sich in einem Produkt das Vorzeichen eines der Faktoren, so éndert sich auch
das Vorzeichen des Produktwertes.

Diese Beobachtung, die im iibrigen auch fiir Produkte mit mehr als zwei Faktoren giiltig ist,
kann man mit Hilfe von Anwendungen oder Analogien mehr oder weniger geeignet umsetzen:

e Analogie der doppelten Negation in der Aussagenlogik.
e Spiter: Das Andern der Relationszeichen bei Multiplikation/Division von Ungleichungen

mit negativen Zahlen.

7.11.7 Zugang von Emma Castelnuovo (1968) , Rechtecksflichenberechnung im Koordi-
natensystem”.

+3

Es besteht dann der folgende Gedankengang:

e Bei der Berechnung der Fliche(-nmafizahl) eines Rechtecks im 1. Quadranten eines Ko-
ordinatensystems stellt sich heraus, dass diese gleich dem Produkt von z-Koordinate und
y-Koordinate der Seiten auflerhalb der Achsen ist.

e Klappt man das Rechteck nach links oder nach unten um, so ergibt sich bei gleicher
Vorgehensweise als (orientierte) Fléche eine negative Zahl.

Interpretation: Beim Umklappen éndert die (orientierte) Fléche ihr Vorzeichen.

e Klappt man die Fliche ein weiteres Mal in den dritten Quadranten (links unten) um, so
muss sich wieder das Vorzeichen dndern: Diese Fléche ist wieder positiv.

Also ist das Produkt zweier negativer Koordinaten positiv.
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7.11.8 Elektrische Krifte Eine Anwendung der Regel 7.11.6 tritt bei physikalischen Geset-
zen iiber Kréfte auf, die sowohl anziehend als auch abstoflend sein kénnen.

So lautet beispielsweise das Coulomb—Gesetz fiir die Kraft zwischen zwei el. Ladungen:

5 Qi1-Q2
Fio 5 " €12
4repe, - 1
° > —
Q1 Q2 Fio €12

legt die Einheitsrichutng fest

Wird eine der Ladungen durch die ,,Gegen-Ladung” ersetzt, so éndert sich auch das Vorzeichen
der Kraft.

7.11.9 Magnetische Krifte

Eine analoge Situation liegt fiir magnetische Krifte vor. Magnetische Kréfte sind im Alltag
bzw. im Experiment leichter zu beobachten, die mathematische Formulierung des zugehorigen
Gesetzes ist deutlich anspruchsvoller.

Gerade wegen der unterschiedlichen Kraftrichtungen sind die verursachenden Groélen (el. La-
dungen bzw. el. Strome) vorzeichenbehaftet.

Der Hinweis auf diese physikalischen Situationen kann nicht oder nur sehr bedingt (veranschau-
lichend — analogiebildend) in den Unterricht der unteren Jahrgangsstufen eingebracht werden.
Er beinhaltet vielmehr eine spéter mogliche physikalisch begriindete Einsicht in die Konsistenz
der Multiplikation—Vorzeichen-Regeln.
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7.12 Division ganzer Zahlen

LPT M7 LB 2

7.12.1 Einstieg Die Regeln fiir die Division ergeben sich aus denen der Multiplikation, wenn [remias]
_3
man beachtet, dass es sich um die Umkehroperation handelt:

20: 5 = 4,

20: (=5) = —4, da  (=4)-(=5) = 20
(=20): 5 = —4, da  (=4)- 5 = -20
(—20): (=5) = 4, da 4 -(=5) = —20

Aus diesem Beispiel kann man — induktiv — auf die allgemeine Regel schlielen, die — analog
zu der der Multiplikation — formuliert werden kann:

7.12.2 Zusammenfassende Regel, verbal

Eine ganze Zahl wird durch eine ganze Zahl ungleich Null dividiert, indem man

e ihre Betrige dividiert und

e dem Quotient ein {+ als Vorzeichen gibt, wenn Dividend und Divisor

{ gleiche

. Vorzeichen haben.
verschiedene

7.12.3 Zusammenfassende Regel, formelhaft

Fiir zwei Zahlen a € Z, b € Z \ {0} gilt

+|al : ||, wenn a und b gleiches Vorzeichen haben,
—Ja| : |b|, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben.

7.12.4 Bemerkungen

e Beachte die von den bisherigen Rechengesetzen her bekannte Tatsache, dass die Division
durch Null sinnlos ist. (Die Formulierung als Verbot ist ungiinstig.)

e Die Division von Null durch eine Zahl ungleich Null ist sehrwohl sinnvoll. Es gilt immer

0:a=0.

o Weitere Spezialfille:

e Eine Division mit Rest ist bei negativen Zahlen nicht so gut méglich.
e Zusatz:

— Die Multiplikation einer Zahl mit —1  und
— die Division einer Zahl durch —1  und

— Anderung des Vorzeichens einer Zahl

bedeuten das gleiche.
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7.13 Das Distributivgesetz ©
7.13.1 Einstieg iiber eine Sachsituation

Agnes kauft fiir ihre Geburtstagsparty Take-Home—Siifligkeiten ein, es kommen 6 Freundinnen.
Sie kauft fiir jede der sechs Freundinnen 2 Korn—Riegel, 5 Tiitchen Eine-Welt—Gummibérchen,
4 zuckerfreie Lutscher, 2 HAselNUssTAfeln, 3 Lakritzspiralen.

Wie viele Teile sind dies insgesamt:

Beim Einkaufen rechnet sie:
6-24+6-5+6-446-24+6-3=124+30+24+12+18=96

Beim Austeilen am Abend rechnet sie:
6-2+54+442+4+3)=6-16 = 96.

7.13.2 Verschiedene Formulierungen

Fiir a, b, c € Z gilt

a-(b+¢) = a-b+a-c

a-(b—¢c) = a-b—a-c

(a+b)-¢c = a-c+b-c (a+b):c = a:c+b:c

(a—b)-¢c = a-c—b-c (a—b):c = a:c—b:c
Hier ¢ # 0

Letztlich sind alle Gesetze dquivalent.
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7.14 Ganze Zahlen als Aquivalenzklassen ©

H14 T1 A1

F08 T1 Al

Das Aquivalenzklassenmodell beschreibt, wie fachmathematisch mit den Mitteln der Mengen- (Fos T AT
lehre und im Rahmen ihrer Axiomatik ganze Zahlen konstruiert werden. CLEES

Ausgangspunkt ist die Menge Ny der natiirlichen Zahlen mit Null.

Bilde das Kartesische Produkt der beiden Mengen Ny und Ny

Z = NoxNg={(m,n)|m e No,n € No}.

Auf Ny x Ny wird eine Relation definiert:

def

(m,n) ~ (k,0) <= m+{=k+n.

Diese Definition kénnte man viel anschaulicher auch durch die Gleichung

m—-n==k—/{ (differenzengleich)

vollziehen. Beachte aber, dass die in dieser Gleichung auftretenden Terme wegen des oben
beschriebenen Mangels m priori im allgemeinen nicht wohldefiniert sind.

Beispiele und Nichtbeispiele:

(5,2) ~ (7,4)  (111,51) ~ (74,14)  (0,5) ~ (7,12)  (0,0) ~ (7,7)
(1,2) #(1,3)  (4,9) #(2,3)

In Abschnitt 7.14.1 zeigen wir die folgenden Eigenschaften

2)

b)

Die Relation ~ ist reflexiv. Das heifit:
Jedes Paar steht zu sich selbst in Relation:

(m,n) ~ (m,n) fir alle (m,n) € Z.
Die Relation ~ ist symmetrisch. Das heif3t:

Wenn ein (erstes) Paar zu einem anderen (zweiten) in Relation steht, dann steht auch
der zweite zum ersten in Relation:

(m,n) ~ (k, ) = (k,{) ~ (m,n) fiir alle (m,n), (k,¢) € Z.
Die Relation ~ ist transitiv. Das heifit:

Wenn ein (erstes) Paar zu einem anderen (zweiten) in Relation steht und dieses zweite
zu einem dritten, dann steht auch das erste zum dritten in Relation:

(m,n) ~ (k,£) und (k,€) ~ (p,q) = (m,n) ~ (p,q)
fiir alle (m,n), (k,£),(p,q) € Z.
Wenn eine Relation alle diese drei Eigenschaften aufweist, so heifit sie Aquivalenzre-

lation. Aquivalenzrelationen haben eine immense Bedeutung in der gesamten Mathe-
matik, da mit ihrer Hilfe Aquivalenzklassen sinnvoll gebildet werden kénnen.
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Eine Teilmenge K von Z heifit ganz allgemein Aquivalenzklasse bzgl. einer Aquivalenz-
relation ~, wenn

e je zwei beliebige Paare in K zueinander in Relation stehen:
(m,n),(k,0) e K = (m,n)~ (k,{) fir alle (m,n), (k,¢) € 2.
e ein beliebiges Paar in K und ein beliebiges Paar auflerhalb K nicht in Relation stehen:

(m,n) e K,(k,0) ¢ K = (m,n) ¢ (k,{) fiir alle (m,n), (k,0) € Z.

Die ganzen Zahlen werden nun definiert als die Aquivalenzklassen [(m,n)] dieser Aquiva-
lenzrelation.

Z = {[(m,n)] € P(Ng x Ny)|m € Ng,n € No}

Die Menge der (bisherigen) natiirlichen Zahlen Ny kann mittels der Identifizierung m =
[(m,0)] als Teilmenge der Menge der ganzen Zahlen aufgefasst werden. Also

Ng C Z.

Dann werden die lineare Ordnung, die Addition und Multiplikation sowie die Multiplika-
tion und Division unter Beachtung des Hankel’schen Permanenzprinzips auf die Menge
Z fortgesetzt. Man muss bei den Definitionen sicherstellen, dass sie nicht von konkreten
Vertretern innerhalb einer Aquivalenzklasse abhingen.

7.14.1 Beweis ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(1) Wegen a+b=a+ b gilt (a,b) ~ (a,b), also Reflexivitiit.
(2) Es gelte (a,b) ~ (¢,d). Dann gilt
a+d=c+b = c+b=a+d = (c¢,d)~ (a,b)
und damit Symmetrie.

(3) Zum Beweis der Transitivitéit schreiben wir eine Kette von Folgerungen auf

{ (a,b) ~ (c,d)

(¢;d) ~ (e, f)
. {a—l—d:c—f—b

c+f=e+d
— a+d+c+f=c+b+e+d
= a+f4+(c+d)=b+c+(c+d)
2 a4 f=b+te

= (a,b) ~ (e, f).
7.14.2 Kommentare

e Das analoge Verfahren wurde bei der Erweiterung N — Qar angewandt. Siehe Kapitel 4.1.

e Noch allgemeiner lésst es sich bei jeder Halbgruppe anwenden, in der eine Gleichung der
Form = + a = b, hochstens eine Losung x besitzt.
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8 Anhang
8.1 Fachworter bei den Grundrechenarten

e Addition — Addieren zu (Zusammenzihlen)

1. Summand 2. Summand Summenwert
=~ =~ =~
12 + 4 = 16

Summe

e Subtraktion — Subtrahieren (Abziehen, Wegnehmen) von

Minuend Subtrahend Differenzwert
12 4 8
Differenz

e Multiplikation — Multiplizieren (Malnehmen) mit

1. Faktor 2. Faktor Produktwert
~~ = ~ =
12 - 4 = 48
—_—
Produkt

e Division — Dividieren (Teilen) durch

Quotientenwert

Dividend Divisor
N /= ~ =
12 . 4 = 3
Quotient

e Potenz — Potenzieren (,,Hochnehmen”) mit

Potenzwert

Basis/Grundzahl Exponent/Hochzahl
= =~ —~
120 1 4 — %0736

Potenz

86
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8.2 Relationen in einer Menge ©

Es sei wieder M eine Menge. Im folgenden sind mégliche Eigenschaften einer solchen Relation
aufgelistet. Eine Relation R in einer Menge M heifit ...

e reflexiv, wenn fiir alle x € M gilt:  (z,z) € R.

o symmetrisch, wenn fiir alle x € M, y € M die folgende Implikation gilt:
(z,y) eR = (y,z) €R.
(* Das heifit: Nur wenn (z,y) € R ist, muss auch (y,z) € R sein. %)

e transitiv, wenn fiir alle z € M, y € M, z € M die folgende Implikation gilt:

(x,y) € R und
(y,g)ER } = (z,2) €R

e irreflexiv, wenn fiir alle x € M gilt:  (z,x) ¢ R.

e antisymmetrisch, wenn fiir alle + € M,y € M mit x # y hochstens eine der beiden
folgenden Aussagen wahr ist:

(:U,y)GT\’, (y,m)eR
e total, wenn fiir alle x,y € M mindestens eine der beiden folgenden Aussagen wahr ist:
(z,y) €ER (y,z) €R

e Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

e Halbordnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

e lineare (oder totale) Ordnung, wenn sie eine Halbordnung und zusétzlich total ist.
e strenge Halbordnung, wenn sie irreflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

e strenge lineare Ordnung, wenn sie eine strenge Halbordnung und total ist.
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8.3 Aufstellung von Rechengesetzen ©
Es sei M eine Menge, deren Elemente in diesem Zusammenhang Zahlen heifien.

Auf M sind zwei zweistellige Verkniipfungen definiert, die wir in Anlehnung an das Standard-
beispiel der Grundrechenarten Addition und Multiplikation nennen. Es treten in diesem Zu-
sammenhang weitere Fachworter und Sprechweisen auf, die in dem Abschnitt iiber Fachworter
zusammengetragen sind.

e Die Addition

MxM — M
(a,b) — aob

e Die Multiplikation

MxM — M
(a,b) — aob

Bei Hintereinanderausfithrung (Schachtelung) mehrerer Verkniipfungen miissen zur Gliederung
grundsétzlich Klammern verwendet werden. Die Punkt—vor—Strich—-Konvention ermdéglicht eine
Verminderung der Zahl der Klammern und erhéht damit die Ubersicht.

= as(boc)
{:7& (a®b)oc

adboc =

Auf der folgenden Seite sind mogliche Eigenschaften der beiden Verkniipfungen aufgelistet.
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Eigenschaften der Addition
(AG/A) Assoziativgesetz der Addition
Fir alle a,b,c € M gilt: (avb)oc=aa (boc)

Damit wird die Bildung einer Summe mit drei oder mehr Gliedern ohne Klammern erst
sinnvoll: a®bec := (a®b)@c.

(KG/A) Kommutativgesetz der Addition
Fiir alle a,b € M gilt: aob=b®a.
(NE/A) Neutrales Element der Addition
Es gibt ein Element 0 € M, so dass fiir alle a € M gilt: a®0=0¢a = a.
(EiL/A) Eindeutigkeit ,,der Losung” (Kiirzbarkeit)
Zu beliebigen a,b € M gibt es hochstens ein Element ¢ € M, so dass gilt: a®c=0b.

(ExL/A) Existenz ,,der Losung”

Zu beliebigen a,b € M gibt es mindestens ein Element ¢ € M, so dass gilt: a®c=0.

Eigenschaften der Multiplikation

(AG/M) Assoziativgesetz der Multiplikation
Fiir alle a,b,c € M gilt: (acb)oc=ao(boc).

Damit wird die Bildung eines Produkts mit drei oder mehr Gliedern ohne Klammern erst
sinnvoll: a®bo ¢ = (a®b)oc.

(KG/M) Kommutativgesetz der Multiplikation

Fiir alle a,b € M gilt: ao0b=boa.
(NE/M) Neutrales Element der Multiplikation

Es gibt ein Element 1 € M, so dass fiir alle a € M gilt: ao0l=10a=a.
(EiL/M) Eindeutigkeit ,,der Losung” (Kiirzbarkeit)

Zu jedem a € M \ {0},b € M gibt es héchstens ein ¢ € M, so dass gilt:
(ExL/M) Existenz ,,der Losung”

Zu jedem a € M \ {0},b € M gibt es mindestens ein ¢ € M, so dass gilt: aoc=0b

Eine Eigenschaft, die beide Verkniipfungen betrifft
(DG) Distributivgesetz

Fir alle a,b,c € M gilt: ao(bec)=(aob)e(acc)



